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Prefacio

Los computadores aparecen en casi todos los campos de la actividad hu-
mana, en los que hay que reunir y analizar datos. Alin mds, con el desarrollo
de los poco costosos microcomputadores, mas y mas individuos estin com-
prando y operando sus propios computadores. Por estas razones, ciertos te-
mas matemadticos relacionados con las ciencias de la computacion y de la in-
Iformacién —en particular el sistema numérico binario{ los/circuitos 16gicos/1a

/teorfa de grafosy los sistemas lineales, la estadistica ¥ la probabilidad— s€ es-
¢ tén estudiando ‘muy ampliamente hoy. Este libro hd sido preparado para pre-

sentar estos temas y otros afines, de una manera elemental pero completa.

El material ha sido dividide en catorce capitulos, escritos de tal manera
que son casi independientes. Por lo tanto, es posible modificar el orden de
muchos de los capitulos, o, inclusive es posible omitir algunos de ellos sin di-
ficultad y sin perder la continuidad. El {inico prerrequisito para la mayoria
del libro es el conocimiento de las matemadticas de secundaria.

Cada capitulo comienza con enunciados claros de definiciones pertinen-
tes y demds material descriptivo, seguido por una coleccion de problemas
resueltos y suplementarios de dificultad escalonada. Los problemas resueltos
aplican y amplian la teoria, a la vez que suministran la repeticion de los prin-
cipios basicos, tan vital en un aprendizaje efectivo. Los problemas suplemen-
tarios sirven como un repaso completo del material de cada capitulo.

Deseo agradecer a muchos de mis amigos y colegas por las invaluables
sugerencias y por la revision critica del manuscrito. También quiero expresar
mi gratitud al personal de la Serie de Compendios Schaum, especialmente a
David Beckwith, por su muy util cooperacién.

SEYMOUR LIPSCHUTZ
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Capitulo 1

Sistema numérico binario

1.1 INTRODUCCION

Muchos de los componentes electronicos de un computador son de naturaleza biestable; es
decir, pueden estar en cualquiera de dos estados (tales como encendido/ apagado, o magnetiza-
do en la direccién de las manecillas de reloj/en direccion contraria). Estos dos estados posibles
cominmente se denotan por 0 y 1, que son los simbolos para los digitos del sistema numérico
binario. Alin més, una unidad individual de informacién se representa en el computador por
una secuencia de estos digitos binarios (llamados bits, abreviadamente). Tales sucesiones de
bits pueden ser consideradas como nimeros binarios, y muchos computadores usan el sistema
numérico binario no sdlo para representar cantidades, sino para efectuar clculos, usando la
aritmética binaria.

El sistema numérico binario y el familiar sistema numérico decimal son ejemplos de siste-
mas de numeracién posicional. Cualquier sistema de éstos requiere sdlo un nimero finito de
simbolos, llamados digitos del sistema, para representar niimeros arbitrariamente grandes. En
términos de estos digitos, la ejecucién de calculos numéricos es relativamente sencilla. El ni-
mero b de dfgitos se llama base. Como veremos, cualquier nimero puede representarse como
una suma de potencias de la base b, en la cual cada potencia estd ponderada por uno de los
digitos.

Aungue este capitulo trata especialmente el sistema numérico binario y su aritmética, co-
menzamos con un repaso del sistema decimal, ya que tal repaso simplificara los topicos analo-
gos del sistema binario.

1.2 SISTEMA DECIMAL
El sistema decimal tiene diez digitos denotados por los simbolos
0,1,2,38,4,5,6,7,8,9

y que representan los enteros de cero a nueve, respectivamente. Asi, la base del sistema decimal
esb = 10.

Cualquier entero positivo N, representado en el sistema decimal como una cadena de digi-
tos decimales, puede expresarse también como una suma de potencias de 10, con cada potencia
ponderada por un digito. Por ejemplo, N = 8253 se puede expresar como sigue:

8253=8x%10°+ 2x 10 + 5x 10" + 3x16°=8x 1000 + 2x 100 + 5x 10 + 3x ]
A esto se le llama notacién expandida para el entero. Observe que
8253 = 8000+ 200+ 50+ 3

Asi, el digito 3 en el entero representa tres 1s, el 5 representa cinco 10s, el 2 representa dos
100s, y el 8 representa ocho 1000s. Las potencias de diez,

10°=1 10' = 10 107 = 100 10° = 1000

que corresponden respectivamente a los digitos en un entero decimal cuando se leen de dere-
cha a izquierda, se llaman valores de posicion de los digitos.

Cualquier valor fraccionario M, representado en el sistema decimal por una cadena de digi-
tos decimales junto con un punto decimal intercalado, puede expresarse también en notacion
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expandida usando potencias negativas de 10. Especificamente, el valor posicional de los digi-
tos en M a la derecha del punto decimal son respectivamente

1 1 1
-1 L 2 1 -3
107 = 10 10 100 10 1000

Por ejemplo, M = 837.526 se expresa en notacidn expandida como sigue:
837.526=8x107+ 3x10 + 7x 10° + 5x 107" + 2x 1072 + 6x 10*

5 2 6
= 800+30+7+E+m+m
Se dice que esta fraccion decimal tiene tres posiciones decimales, el nimero de digitos a la
derecha del punto decimal.
La aritmética de las fracciones decimales no es muy complicada, siempre y cuando uno no
pierda de vista los puntos decimales.

Adicion
Uno debe alinear verticalmente los puntos decimales cuando sume fracciones decimales.
Por ejemplo, 34.215 + 513.48 + 2.1326 se obtiene como sigue:

34.2150
513.4800
+ 21326

549.8276

Obsérvese que se han introducido Os adicionales, de tal manera que los niimeros tengan el mis-
mo namero de posiciones decimales.

Substraccion

Como en la adicidon, uno debe alinear verticalmente los puntos decimales. Por ejemplo,
45.217 — 23.64 y 123.45 — 75.168 se obtienen como sigue:

45217 123.450
—23.640 — 75.168
21.577 48.282

De nuevo, se han introducido Os adicionales para dar a los nimeros el mismo niimero de posi-
ciones decimales.

Multiplicacion
El nimero de posiciones decimales en el producto es la suma de las posiciones decimales en
los nimeros que se estan multiplicando. Por ejemplo, 2.35 X 43.162 se obtiene como sigue:

43.1 62
x_2.35
215810
129486
86324
101.430 70

Al producto se le dan 5 posiciones decimales porque 43.162 tiene 3 posiciones decimales y
2.35 tiene 2 posiciones decimales.

Divisi6n
Al dividir una fraccidon decimal por otra, uno mueve el punto decimal en el divisor a la
derecha para transformar al divisor en un entero. Esto se compensa moviendo también el punto
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decimal en el dividendo hacia la derecha el mismo nimero de posiciones. Por ejemplo,
387.167 + 2.55 se obtiene como sigue:

387.16.70 | 2. 55.

255 1 51.83

132 1
127 5
4 66
2 65

2117

2040

7 70

7 65

5

Observe que uno corre el punto decimal en 2.55 dos posiciones hacia la derecha, de tal manera
que el divisor se vuelve 255. En seguida se corre el punto decimal de 387.167 dos posiciones
hacia la derecha, de tal manera que el dividendo se vuelve 38 716.7. Después efectuamos la
division larga. Podemos agregar ceros al final del dividendo para efectuar la division hasta el
ntmero de posiciones que uno quiera. Aqui, adicionamos un cero, y efectuamos la division
hasta 2 posiciones decimales.

1.3 SISTEMA BINARIO

El sistema binario es el sistema de numeracidén posicional con base b = 2. Sus dos digitos,
denotados 0 y 1, se llaman bits abreviadamente. Cualquier niimero binario es, por lo tanto,
una sucesion de bits, posiblemente con un punto binario intercalado. Los nimeros binarios
que no tienen parte fraccionaria, es decir, que no tienen un punto binario intercalado, se lla-
man enteros binarios.

Los valores de posicién en el sistema binario son las potencias de la base b = 2, asi como
los valores de posicion en el sistema decimal son las potencias de diez. Especificamente, los va-
lores de posicién de la parte entera de un niimero binario son las potencias no negativas de dos,

20 2! 22 28
y los valores de posicidn de la parte fraccionaria de un nimero binario son las potencias negati-
vas de dos,
2—1 2—2 2—3
La tabla 1-1 da los valores de algunas de las potencias de dos.

Conversion binaria a decimal

Cualquier nimero binario se puede escribir en notaciéon expandida como la suma de cada
digito el niimero de veces el valor de tal digito. Por ejemplo,

110101 = 1x25 + IX2' + Ox 22 + 1x22+ Ox2+ 1x1
101.1101 = 1X 22+ 0x2 + 1x1 4+ 1x27' + 1x22 4+ 0x273 + 1x2™*

Como cada potencia de dos estd ponderada por 0 o por 1, el nimero: binario es simplemente la
suma de aquellos valores de posicidon en los cuales aparece el bit 1. Esta suma nos da directa-
mente el equivalente decimal del nimero binario. (Para otro método, restringido a los enteros
binarios, véase el problema 1.12.)

La tabla 1-2 es un listado de las representaciones binarias de los enteros de 0 a 25, mostrin-
dose los valores de posicidon de los bits en la parte superior de la tabla. Algunas veces se usa un
subindice 2 para distinguir un nimero binario, mejor dicho, uno puede escribir 101011, si no
es claro por el contexto que 101011 es un niimero binario en lugar de un nimero decimal.
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Ademas, para facilitar la lectura, a veces se separa un nimero binario en grupos de 4 bits, hacia
la izquierda y hacia la derecha del punto binario; por ejemplo
10110100.011010 se puede escribir como 1011 0100.0110 10

Tabla 1-1 Tabla 1.2

P::e:s;as Valor decimal Némero Nimeros binarios
decimal 16s 8s 4s 2s 1s

2° 1024
2? 512 0 0
28 256 1 i
2 128 2 10
2¢ 64 3 11
2° 32 4 100
2¢ 16 5 1 0 1
22 8 6 110
22 4 7 111
2! 2 8 1000
2° 1 9 1 0 01
! 1/2=0.5 10 1010
272 1/4=0.25 11 1 011
22 1/8=0.125 12 1100
2 1/16=0.0625 13 1101
23 1/32=0.03125 14 1110
27 1/64 = 0.015 625 15 1111
16 1 0000
17 1 00 01
18 i 0010
19 1 0 0 11
20 1 0100
21 1 0°1 01
p2) 1 0110
23 1 01 11
24 11000
25 1 1001

EJEMPLO 1.1
(a) Para transformar 110101, a su equivalente decimal, escriba el valor de posicion apropiado sobre cada bit,
y luego sume aquellas potencias de dos que estin ponderadas por 1:
Valores de posicion  2° 2¢ 22 22 2! 2°
Numeros binarios 1 1 0 1 0 1
L

4
16
32
Equivalente decimal 53
(b) Para convertir 101.1101, a su equivalente decimal, use la tabla 1-1 para los valores decimales de las poten-
cias negativas de dos:
Valores de posicion 2> 2* 2° 27! 27* 2% 2™
Nitmeros binarios 1 0 1.1 1 0 1

l l L ((;)'.02225
.5

1
— 4

Equivalente decimal  5.8125
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Conversion decimal a binario

Encontramos la representacién binaria de un niimero decimal N convirtiendo su parte ente-
ra, N;, y su parte fraccionaria, N, separadamente. Vamos a ilustrar con el nimero decimal
N = 109.781 25.

EJEMPLO 1.2

(a) Para convertir N; = 109 a su equivalente binario, dividimos N; y cada cociente sucesivo por 2, tomando
nota de los residuos, como sigue:

Divisiones Cocientes Residuos

109+2 54 1
54+2 27 0
27+2 13 1
13+2 6 1
6+2 3 0
3+2 1 1
1+2 0 1

El cociente cero indica el final de los calculos. Observe que los residuos solamente pueden ser 0 6 1,ya
que las divisiones son por 2. La sucesion de residuos de abajo hacia arriba, como lo indica la flecha, da el
equivalente binario requeride. Mejor dicho, N; = 109 = 1101101,.

En la practica, las discusiones anteriores se pueden condensar como sigue:

Residuos

—
[~
[T}

il
-

.-|w|a>|23|§|
O e O e

Nos detenemos cuando el cociente, 1, es menor que el divisor, 2, ya que este Gltimo cociente sera el proxi-
mo y el Gltimo residuo. De nuevo, la flecha indica la sucesion de bits que da el equivalente binario del
nimero. (En el problema 1.4 se da otro método para convertir un entero decimal en su equivalente bina-
rio.)

(b) Para convertir Nr = 0.781 25 en su equivalente binario multiplique N y cada parte fraccional sucesiva
por 2, observando que Ia parte entera del producto, como sigue:

Multiplicaciones Partes enteras
0.78125x 2 = 1.562 50 1
0.5625x2 =1.1250 1
0.125x2 =0.250 0
0.25%x2 =0.50 0
0.50x2 = 1.00 1

La parte fraccional cero indica el fin de los calculos. Observe que la parte entera de cualquier producto
solamente puede ser 0 6 1, ya que se estin doblando niimeros que son menores que uno. La sucesion de
digitos partes enteras de arriba hacia abajo, como lo indica la flecha, da el equivalente binario requerido.
Es decir, Ny = 0.781 25 = 0.1101,.
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En la practica, las anteriores multiplicaciones se pueden condensar como sigue:

0.78125
2
1.562 50
x2
1.12500
X2
0.250 00
X2
0.500 00
X2
1.000 00

Observe que la parte entera de cada producto se ha subrayado, y no aparece en la proxima multiplicacion.
De nuevo la flecha indica la sucesion de digitos parte entera que da la representacion binaria requerida.

Hemos encontrado los equivalentes binarios de la parte entera y la parte fraccionaria del
namero decimal N = 109.781 25. El equivalente binario de N es sencillamente la suma de es-
tos dos equivalentes:

N = N;+ N =1101101.1100 1

EJEMPLO 1.3 Sea N = 13.6875. Convertimos la parte entera, Ny = 13 y la parte fraccionaria, N = 0.6875,
en forma binaria como antes:

Residuos Partes enteras

1 0.6875
0 x2
1 1.3750
1 X2
0.7500

X2

=W 3w

g

5
x2

Asi, N=13.6875 = 1101.1011,.

Observacion: El equivalente binario de una fraccion decimal que termina, no siempre ter-
mina. Por ejemplo, convertimos N = 0.6 como antes:

Multiplicaciones  Partes enteras

06x2=12
02%x2=04
04x2=0.8
0.8x2=16

k=N

En este punto del procedimiento, multiplicamos de nuevo 0.6 por 2. Esto significa que los
cuatro primeros pasos se repetiran y, por lo tanto, obtendremos los cuatro primeros bits una 'y
otra vez. Mejor dicho,

N =0.6=0.10011001 1001. . .,

(Véase problema 1.15. El numero de bits que se repite no siempre es cuatro; ni tampoco el
bloque que se repite necesariamente comienza en el punto binario: depende del nimero N
dado.)
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1.4 ADICION Y MULTIPLICACION BINARIAS

La ejecucion de calculos numéricos es esencialmente igual en todos los sistemas de numera-
cién posicional. Esta seccién investigara la adicién y la multiplicacion de nimeros binarios; la
substraccién y la division se estudiaran en lasec. 1.5.

Adicion binaria
Primero ilustramos la adicion en el familiar sistema decimal. La adicién de dos nimeros
decimales se logra de acuerdo con el siguiente algoritmo en tres pasos:

PASO 1. Sume la primera columna (la que esta mas hacia la derecha).

PASO 2. Registre el digito de las unidades de la suma de la columna. Sila suma pasa de nue-
ve, lleve el digito de las decenas, 1, a la proxima columna.

PASO 3. Si hay mds columnas o si se ha llevado algo del paso 2, sume la proxima columna y
repita el paso 2. De lo contrario pare.

(Como solamente estamos sumando dos nimeros decimales, ninguna suma de columna, aunque

se esté llevando de la columna anterior, puede pasar de diecinueve; de tal manera que las dece-

nas de la suma de la columna no puede pasar de 1.)

EJEMPLO 1.4 Considere la siguiente suma decimal:

34573 Sumando 1
+ 52 861 Sumando 2

Sumamos los nimeros usando el anterior algoritmo.
PASO1. 3+1=4.

PASO 2. 34573 Sumando 1
+ 52861 Sumando 2
4

PASO3. 7+6=13.

PASO 2. 1 Lo que se Heva
34573  Sumando 1
+52861  Sumando 2

PASO:3. 1+5+8=14.

PASO 2. 11 Lo que se lleva
34573  Sumando 1
+52861  Sumando 2
434

PASO 3. 1+4+2=17.

PASO 2. 11 Lo que se lleva
34573 Sumando 1
+52861  Sumando 2
7434

PASO3. 3+5=8.

PASO 2. 11 Lo que se lleva
34573 Sumando 1
+52861  Sumando 2
87434 Suma ~
PASO 3. Pare
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En la practica, los pasos 1 y 3 se hacen mentalmente. Ademas, a cada paso 2 se le aplica el mismo esquema,
para obtener
|
34573
452861
87434
La propiedad basice del algoritmo consiste en que dos numeros cualesquiera, no imporia cuén grandes, se
pueden sumar si uno simplemente sabe (i) la adicion de dos digitos (cualesquiera) y (ii) la adicion de dos digi-
tos mds 1 que se lleve. Los hechos de la suma que se requieren, se presentan comiinmente en una tabla de la
adicion de los digitos decimales, que memorizamos temprano en nuestra educacion.

Afortunadamente, el algoritmo en tres pasos para la adiciéon de niimeros decimales tambiétlm
es valido para la adicién de los nimeros binarios si, en el paso 2, reemplazamos ‘“‘nueve’ por
“uno” y “diez” por “dos”. La tabla de la adicion para los digitos binarios 0 y 1 se muestran
en la tabla 1-3; los tnicos hechos adicionales que se necesitan para la adicion binaria aparecen
en la tabla 1-4.

Tabla 1-3 Tabla de adicion binaria Tabla 1-4 Hechos sobre la adicion binaria

+ 0 1 0+0=0
0+1=1
1 1+0=1
1 1 10 1+1=0, Llevando 1
1+1+1=1, Llevando 1

EJEMPLO 1.5 Evaluamos la suma binaria
111 Sumando 1

+101 Sumando 2
por medio del algoritmo en tres pasos.
PASO 1. 1+ 1=0, con 1 que se lleva.
PASO 2. 1 Lo que se lleva
111 Sumando 1
+ 101 Sumando 2
0
PASO 3. 1+1 =0, con 1 que se lleva.
PASO 2. 11 Lo que se lieva
111 Sumando 1
+ 101 Sumando 2
00
PASO 3. 1+1+1=1,con 1 que se lleva.
PASO 2. 111 Lo que se lleva
i1 Sumando 1
+ 101 Sumando 2
100
PASO 3. 1+0=1.
PASO 2. 111 Lo que se lleva
i Sumando 1
+ 101 Sumando 2
1100

PASO 3. Pare.

De nuevo, en la practica, realizamos mentalmente los pasos 1 y 3, usando la tabla 1-4. También, cuando suma-
mos la dltima columna (la que estd mas hacia 1a izquierda), no hay necesidad de llevar el iiltimo 1, sino simple-
mente colocarlo debajo de la linea. Asi, la suma apareceria como
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i1

111
+ 101

1100

En realidad, frecuentemente ni siquiera escribimos los 1s que se llevan.

EJEMPLO 1.6

(a) Calcule la suma binaria 110011101 + 10110111, Tenemos
1 111111
110011101

+ 10110111
1001010100

(b) Calcule la suma 1001 + 1101 + 110 + 1011. Sumamos los primercs dos nimeros y luego sumamos los
otros uno a la vez hasta obtener lo siguiente:

1001 Primer nimero
+ 1101  Segundo nimero

10110 Suma
+ 110 Tercer niimero
11100 Suma

+ 1011 Cuarto nimero
100111 Suma final

(c) Calcule 11011.01 + 101.1101. Como en las fracciones decimales, primero escribimos los nimeros bina-
rios de tal manera que los puntos binarios queden alineados, y luego sumamos:

11011.01
+  101.1101
100001.0001

Muiiiplicacion binaria
Recuerde que la multiplicacion de nimeros decimales se puede reducir a multiplicar nime-
ros por digitos y luego sumar.

EJEMPLO 1.7 Para calcular 1234 X 263, primero multiplique 1234 por los digitos 2, 6 y 3, como sigue:

1234
x_263
3702
7404
2468

Después sumamos las tres lineas inferiores de nimeros:

1234
X 263
3702
7404
2468
324542

La suma de las tres lineas es el producto requerido.

La regla para la multiplicacién decimal también es valida para la multiplicacion binaria. En
efecto, la multiplicacion binaria es més sencilla, ya que al multiplicar un niimero por el bit 0 6
1 da respectivamente 0 o el nimero mismo.
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EJEMPLO 1.8 Para calcular el producto binario 1101011 X 10110 multiplique 1101011 por los digitos 0, 1,
1,0y 1, como sigue:
1101011
x 10110
0000000
1101011
1101011
0000000
1101011

Luego sume las cinco filas inferiores de nimeros. En la practica, no se escriben los productos cero. Bajamos
los ceros iniciales, si hay, y formamos un total, agregandole cada fila no-cero después de la otra:

110101 1 Cero inicial

X 1011
1101011 Primer producto no-cero
1101011 Segundo producto no-cero
101000001 0 Suma
1101011 Tercer producto no-cero

10010011001 0 Suma final

La suma final es el producto requerido. Destaquemos que es extremadamente importante alinear los nimeros
en las columnas correctas.

EJEMPLO 1.9 Calcule el producto binario 11.01 X 101.1. Tenemos

1101
x101.1
1101
1101
100111
1101
10001.111

El nimero de posiciones binarias en el producto es tres, que es la suma de las posiciones binarias en los nitme-
ros que se estan multiplicando. Esta es la misma regla que se aplica en la multiplicacion decimal.

1.5 SUBSTRACCION Y DIVISION BINARIAS

Esta seccidon investiga las otras dos operaciones aritméticas bdsicas, la substraccion y la
division. De nuevo, al discutir cada operacion, primero mostraremos los pasos analogos en el
sistema decimal.

Substraccion decimal

La substraccién en el sistema decimal se puede efectuar usando el siguiente algoritmo en
dos pasos:

PASO 1. Si el digito inferior (el sustraendo) es mayor que el superior (el minuendo), preste de
la siguiente columna hacia la izquierda. (El valor que se presta es igual a diez.)

PASO 2. Reste el valor inferior del superior.

En el paso 1 “prestar” significa apropiarse, sin intenciones de devolverlo. Aunque el valor pres-
tado sea diez, la columna de la cual se presta solamente disminuye en uno.

EJEMPLO 1.10 Considere la siguiente resta decimal:

548 Minuendo
— 263 Substraendo

Se restan los niimeros usando el anterior algoritmo.
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PASOS 1y 2. 548 Minuendo
=263 Substraendo
5
PASO 1. 414 Lo que se presta

¥ 48 Minuendo
~263 Substraendo
5

PASO 2. 414 Lo que se presta
%48 Minuendo
~263 Substraendo
85

PASOS 1y 2. 414 Lo que se presta
$ 48 Minuendo
—-263 Substraendo
285 Diferencia

Observe que solamente hubo un préstamo; diez se le agregd a 4 para obtener 14 y se restd 1 de 5, quedando 4.
En la practica, no borramos el cuatro para escribir 14, simplemente colocamos un 1 en frente del 4:

4

§'48
—-263

285

El proceso se hace mis complejo cuando uno tiene que prestar de un digito que sea 0.
Especificamente, prestamos del primer digito no-cero hacia la izquierda, mientras que el 0 se
vuelve 10 —1 = 9.

EJEMPLO 1.11 Considere 1a resta

84003
—21625

Primero tenemos 399

8409'3
~-21625

Aqui el 4, el primer digito no-cero a la izquierda del 3, se vuelve 3; los dos Os que intervienen se vuelven 9s; y
el 3 se vuelve 13. Entonces se obtiene la diferencia requerida como
399
84 90'3
-21625
62378

Los hechos de 1a substraccion que se requieren para el algoritmo en dos pasos consisten en las diferencias

de cada digito de digitos mayores y de las diferencias de cada digito de digitos menores mas diez. De nuevo,
tales hechos se memorizan en una edad temprana.

La substraccion binaria también usa el algoritmo en dos pasos. Aun mds, los Gnicos hechos
de la substraccidn que se necesitan para la substraccién binaria son los cuatro que se incluyen
en la tabla 1-5. Las primeras tres lineas son traducciones de los hechos de la adicion

0+0=0 1+0=1 0+1=1

(Recuerde que la substraccién es la operacidn inversa de la adicion.) La Gltima linea viene de
que
1+1=10 y,porlotanto, 10-1=1 -

Es decir, la diferencia 0 — 1 requiere prestar, obteniéndose 10 — 1 = 1.
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Tabla 1-5 Hechos de la substraccion binaria

L2 I ]
- O

(= )
[
—-— O

, prestando un 1 de la siguiente columna

EJEMPLO 1.12 Para evaluar la diferencia binaria 11101 — 1011, aplicamos los hechos de la substraccion de la
tabla 1-5 y obtenemos

0
11101
—_1011
10010

Observe que prestamos un 1 de la tercera columna debido a la diferencia 0 — 1 en la segunda columna.

Como en la substraccion decimal, la substraccién binaria se hace mas compleja cuando hay
que prestar de un digito que es 0. De nuevo, prestamos del primer digito no-cero a la izquier-
da, pero ahora cada 0 que intervenga se vuelve 10 —1 = 1.

EJEMPLO 1.13 Considere la diferencia

11000
— 10011

Obtenemos 011

118980
-10011
101

Aqui ocurre una diferencia 0 — 1 en la primera columna; por lo tanto, prestamos de la cuarta columna, en la
cual aparece el primer digito no-cero hacia la izquierda, y los dos Os que intervienen se vuelven 1s.

EJEMPLO 1.14
(a) Calcule ia diferencia 1160101001 — 110110110. Tenemos

00110 01
XXB9X0XH01
- 110110110
101110011

(b) Calcule la diferencia 1101,101 — 11.10111. Como en las fracciones decimales, primero debemos alinear
verticalmente los puntos binarios antes de resta.

0100101
18X APXH0
- 11.10111%
1001.11101

Division binaria
Recuerda que la division de numeros decimales se puede reducir a multiplicar el divisor por
digitos individuales del dividendo y luego a una substraccion.
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EJEMPLO 1.15 Calcule 42 558 + 123. Aqui, 123 es el divisor. Nuestro algoritmo para la divisién da:

42558 | 123
369 346
565
492
738
738
0

Es decir, multiplicamos 123 por 3 y substraemos el producto, 369, de 425; luego multiplicamos 123 por 4 y
substraemos el producto, 492, de 565; por Gltimo, multiplicamos 123 por 6 y substraemos el producto, 738,
de 738, para obtener un 0 de residuo. [Debido a la geometria del esquema, lo que estos pasos en realidad lo-
gran es primero substraer 3 X 10 veces el divisor del dividendo, luego 4 X 10 veces el divisor de lo que queda,
y luego 6 veces el divisor de lo que queda. En este momento, no ha quedado nada del dividendo, mostrando
que el dividendo originalmente contenia el divisor

3x10° + 4%x10 + 6=346

veces.]

El anterior algoritmo también funciona para la divisién binaria. En efecto, multiplicar el
divisor por el tnico digito no-cero, 1, no cambia el niimero; por lo tanto, el algoritmo para la
divisién se reduce a substracciones repetidas del divisor (un niimero de veces igual a una poten-
cia de 2).

EJEMPLO 1.16 Evalie 1010001 + 11. Tenemos

1010001 11

11 11011
100
1
100
11
11
0

Asi el cociente es 11011.

Como en la division decimal de enteros, un residuo es posible cuando un entero binario se
divide por otro. Ademis, la divisién de fracciones binarias se maneja de la misma manera que
la division de fracciones decimales; o sea, uno convierte el divisor en un entero moviendo el
punto binario tanto en el divisor como en el dividendo el mismo niimero de veces.

EJEMPLO 1.17
(a) Evalie 1110111 + 1001, Aplicando el algoritmo usual de la division, obtenemos
1110111 | 1001
1001 1101
1011
1001

1011
1001 -

10
El cociente es 1101, con un residuo de 10.
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(b) Evaliie 111.0000 + 1.01. Primero movemos el punto binario en ambos, el divisor y el dividendo, dos luga-
res para convertir el divisor, 1.01, en un entero, 101; luego se divide de la manera usual:

111. 00.000| lx\ 0}.

A | e
101 1 uL1cul
10 00 O
101
11 0
10 1
1600
) 101
El cociente es 101.1¢01 1001 1001... 110
101
1.6 COMPLEMENTOS 1

Los complementos aritméticos se presentan en dos situaciones aparte, pero relacionadas.
Mientras que los seres humanos usan los signos + y — para denotar nimeros positivos y negati-
vos, el computador puede procesar datos solamente en términos de bits. Aunque es posibie
reservar un bit para denotar el signo de un numero (digamos, 0 para + y 1 para —), muchos
computadores almacenan numeros negativos en forma de su complemento aritmético.

Los complementos también aparecen en la operacién de substraccién. En efecto, los com-
plementos se pueden usar para reducir la substraccion a una adicion. Esto es especialmente util
para evitar la posibilidad de prestar repetidamente de una columna a otra.

Hay dos tipos de complementos, el complemento a la base-menos-uno y el complemento a
la base. (El término complemento en si significa el complemento a la base.) Primero discuti-
mos estos complementos en el familiar sistema decimal, en donde se llaman respectivamente
complemento a nueves y complemento a dieces. Después, los discutiremos en el sistema bina-
rio, donde se llaman complemento a unos y complemento a doses, respectivamente.

Complementos decimales
Sea A un namero decimal. El complemento a nueves de A se obtiene restando 9 a cada
digito de A, y el complemento a dieces de A es su complemento a nueves mas uno. Por ejem-
plo,
Nimero decimal 4308 123123 9672 751 620
Complemento a nueves 5691 876 876 0227 248 370
Complemento a dieces 5692 876 877 0328 248 380

Para ilustrar el uso de los complementos en la resta, sean A y B dos enteros decimales con
el mismo namero de digitos -—digamos, cuatro— y suponga que A es menor que B. Podemos
escribir de nuevo la diferencia Y = A — B como

Y =B-A+(9999+ 1 - 10 000)
=B +(9999— A + 1)~ 10000
= B +[(9999 — A)+ 1] - 10 000
En otras palabras, podemos calcular Y ya sea sumandole los complementos a dieces de 4 y B, ya
sea sumando el complemento a nueves de A a B y luego sumandole 1. En cualquier caso debe-
mos sustraer 10000; pero como A y B tienen solamente cuatro digitos, substraerle 10000 sim-
plemente suprimird el 1 de adelante de la suma. Aunque evaluar Y usando complementos

requiere cuatro calculos, tiene la importante ventaja que no hay necesidad de prestar para en-
contrar los complementos a nueves.

EJEMPLO 1.18 Evaliie la diferencia Y = B — A, donde A = 4816 y B = 6142.
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(a) Primero lo hacemos por substraccion ordinaria:

6142
- 4816
1326

Observe que tuvimos que prestar dos veces.
(b) Ahora sumamos el complemento a nueves de A que es 5183:

6142

+ 5183

{ : ) 1325
1

1326

Quitamos el primer 1 (equivalente a restar 10000), y luego sumamos 1 a la suma. (A este método se le lla-
ma lleve la punta alrededor.)

(c) Sumamos el complemento a dieces de A, que es 5183 + 1 =5184:

6142
+5184

( j 1326

Ahora simplemente quitamos el primer 1 para obtener la solucion.

El requerimiento de que A y B tengan el mismo numero de digitos no representa ninguna
restriccién real, ya que uno puede siempre introducir Os al principio de un niimero, si es nece-
sario. En efecto, muchos dispositivos de cilculo, incluyendo muchos computadores, usan
registros y lugares de memoria en los cuales la capacidad es un numero fijo de digitos. En tales
dispositivos, el primer 1, que se va a quitar, se pierde automaticamente.

EJEMPLO 1.19 Considere una calculadora mecénica de escritorio cuyos registros pueden tener nimeros deci-
males de exactamente ocho digitos. Suponemos que la calculadora resta un nimero sumandolesu complemen-
to a dieces. Atin mas, si en una operacioén de suma resultan mas de ocho digitos, entonces los digitos mas signi-
ficativos, es decir, los primeros digitos, se pierden. Dado A = 216 y B = 563, queremos evaluar la diferencia
Y = A —B. Los numeros A y B apareceran en registros como sigue:

0 0 0 0 0 2 1 6 A

o{ 6} ot of 0| 5¢16;3 B
+] 971 9] 9| 9} 9| 7 81| 4 Complemento de A
=| 0 0 0 0 0 3 4 7 Diferencia

El primer 1 se perdi6é automaticamente.
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Observacion 1: El desbordamiento es aquella parte del resultado de una operacién que se pierde porque el
valor del resultado de una operacién excede la capacidad de las posiciones de memoria. Al restar, siempre se
presenta desbordamiento cuando A es menor que B, y estamos sumando el complemento de A a B.

Observacion 2: Supongamos ahora que A es mayor que B, digamos, A = 5872y B = 2184. Entonces la
diferencia Y = B — A es negativa:

2148
— 5872
-3724

Sumando el complemento de A a B, obtenemos
2148
+4128
6276

Obsérvese gue ahora no hay un primer 1 para suprimir (tal es el caso cuando A es mayor que B). Por lo tanto,
tenemos que restar 10000 de 6276 para obtener Y. En otras palabras, el negativo del complementoa dieces de
1a suma 6276 es nuestra diferencia requerida, Y = — 3724.

Complementos binarios
La terminologia y el principio de complementos en el sistema decimal se puede traducir en

el sistema binario. Especificamente, si A es un niimero binario, el complemento a unos de A se
obtiene restando 1 de cada digito de A, y el complemento a doses de A es su complemento a
unos mas 1. Por ejemplo,

Nimere binario 111100001111 110011001100 111000111000

Complementos a unos 000011110000 001100110011 000111000111

Complemento a doses 000011110001 001100110100 000111001000
Observe que tornando el complemento a unos simplemente se invierte cada digito, es decir, 0
se reemplaza por 1 y 1 se reemplaza por 0.

Como en el sistema decimal, se efectian la resta binaria sumando el complemento base-
menos-uno (a unos) mas uno o sumando el complemento base (a doses).

EJEMPLO 1.20 Evalie la diferencia ¥ = B — A4, siendo 4 = 10001110y B = 11110000.

(a) Primero efectuamos la resta binaria ordinaria:
011

11116000 B
- 10001110 A
01100010 Y

Obsérvese que el préstamo se propagd al tercer digito hacia la izquierda.
(b) El complemento a unos de 4 es 01110001. Sumamos esto a B y luego le sumamos 1:

11110000 B
+01110601  Complemento a unos de A
( j)T)llOOOOl
N——l
01100010

(A este método también se le da el nombre de lleve la punta alrededor.)
(c) El complemento a doses de A es 01110010. Esto se lo sumanos a B:

11110000 B
+ 01110010 Complemento a doses de A
( j).61100010

Al quitar el 1 (que sera un desbordamiento en un registro de 8 bits) nos queda la diferencia Y.
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EJEMPLO 1.21 Considere la diferencia Y = B — A, donde A = 110011 y B = 101010. El complemento (a
doses) de A es 001101. Sumandole esto a B, obtenemos

101010 B
+ 001101 Complemento de A
110111 z

Observe que no hay un 1 en el séptimo lugar que haya que quitar. Por lo tanto, Z no es la diferencia Y. La
razén para esto es que A es mayor que B. Para obtener Y debemos restar 1000000 de Z. En otras palabras, el
negativo del complemento a doses de Z, 0 —001001, es ia diferencia pedida Y.

Problemas resueltos

SISTEMA DECIMAL
1.1  Evalte: () 10%, (b) 10°2, (c) 10°, (d) 2%, (e) 27}, (f) 2°.

Para todo entero positivo n, se tiene quea™ = a x a x - - - x a(n factores); ¢ ™" = 1/a";a’ = 1.

{a) 10°=10x 10% 10 = 1000 (d) 2°=2x2x2%x2=16
P S 111

b) 107 =15 =105=001 ) 27'=5-=

() 10°=1 H 2°=1

1.2  Encuentre el valor facial y el valor posicional del digito 4 en (a) 7425, (b) 146 723, (c¢)
305.54, (d) 0.012 345.

El valor facial de 4 siempre es el mismo 4. Los valores posicionales son:
(a) 10° = 100 (b) 10° = 10 000 (c) 1072 =0.01 (d) 107% = 0.000 01
1.3  Escriba de nuevo en notacion expandida (a) 2468, (b) 54.321.
Exprese cada niimero como la suma de cada digito multiplicado por su valor posicional.
(a) 2468 =2x10° + 4x10° + 6x 10 + 8x 1
(b) 54.321=5%x10 + 4x 1 + 3% 107" + 2x 1072 + 1x 107

1.4 Evalie 7.32 + 33.3 + 24.678.

Escriba los niimeros con sus puntos decimales verticalmente alineados, agréguele Os de tal manera
que todos los nimeros tengan el mismo niimero de posiciones decimales, y luego efectiie la adicion.

7.320
33.300
+24.678
65.298

1.5  Calcule (a) 62.47— 35.7, (b) 8 — 3.246.

Alinee verticalmente los puntos decimales, y agréguele Os de tal manera que los nimeros tengan el
mismo namero de posiciones decimales.

@ 1 ® 799
£2.47 8000 .
- 3570 -~ 3.246

26.77 4.754
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1.6 Calcule (a) 62.04 X 2.5,(b) 0.054 X 0.0023.

Multiplique como si fueran enteros. Luego coloque el punto decimal en el producto contando el

nimero de lugares decimales en los factores.

(a) 62.04 (2lugares)
X 25 (1lugar)
31020
12408
155100 (2+1=3 lugares)
®) 0.054 (3lugares)
%X 0.0 023 (4lugares)
162
108
00001242 (3+4 =7 lugares)

1.7 Evalde 64.698 + 1.23.

Corra el punto decimal en el divisor, 1.23, a la derecha, haciendo al divisor un entero; luego corra
el punto decimal en el dividendo, 64.698; el mismo nimero de lugares hacia la derecha. (En este caso,

tenemos que trasiadar el punto decimal 2 lugares hacia la derecha.) Luego efectiie la division.
64 69.8|/ 1~ 23

61 5 52.6
3 19
2 46
738
38
0

Asi, el cociente es 52.6 y no hay residuo.

SISTEMA BINARIO

1.8 ;Cuantos digitos binarios hay, qué simbolos se usan para ellos, y como se llaman nor-

malmente?

Hay dos digitos binarios, simbolizados 0 y 1. Se llaman bits.

1.9 Dé los valores faciales y los valores de posicion de cada uno de los bits subrayados:
(a) 10110, (b) 1011001, (c) 101.110101, (d) 110.00101.
El valor facial es el bit mismo. Los valores de posicion son:
(a) 2°=4 (¢) 27*=116
) 2°=32 d) 2°=1

1.10 Escriba de nuevo en notacion expandida (a) 110110, (b) 11.01101.
Exprese cada nimero binario como la suma de cada bit multiplicado por su valor de posicion.
(a) 110110 =1X2° + 1x2* + 0x 2> + 1x22 + 1x2 + 0x 1
(b) 1101101 =1x2 + 1x1 4+ 0x27' + IX272+ 1x22 +0x2* + 1x27%

INTERCONVERSION BINARIA-DECIMAL
1.11 Convierta cada niimero binario a su forma decimal: (a¢) 1110011, (b) 110.1011.
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Escriba el valor de posicion sobre cada bit, y luego sume todos los valores de posicion cuyos bits
sean 1.
(a) 20020 2 22 22 21
1 11 0 0 11

L=

)
LS IR~ 0 S A

_
Zle

Por lo tanto, 115 es el equivalente decimal.

(b) Use la Tabla 1-1 para los valores decimales de las potencias negativas de 2.

221 2t 2 2 g
101 0 1 1

! I L, 00625
0.1250

0.5000

6.6875
Por lo tanto, 6.6875 es el equivalente decimal.

1.12 Convierta el numero binario 110101 a su forma decimal.

Como 110101 es un entero, se puede convertir usando el siguiente algoritmo en lugar del método
del problema 1.11(a).

Conversion de enteros binarios: Doble el primer digito (el que esti més hacia la izquierda) y suméselo
al proximo digito hacia la derecha. Doble la suma y sumésela al pro-
ximo digito. Repita este proceso hasta que el altimo digito (el que
esta mas hacia la derecha) sea sumado. La suma final es el equivalente
decimal pedido.

Aplicando el algoritmo a 110101, doble el primer bit, 1, para obtener 2, escriba 2 bajo el segundo

bit, y sume: 1
x2
1 1 0 1 0 1 -

+ 1

3 )

Ahora doble 1a suma, 3, para obtener 6, escriba 6 debajo del proximo bit, y sume -)-(%
1 1 o0 1 0 1 +0

2 6 6

3 6 X2

12

Doble 1a ultima suma, 6, para obtener 12, escriba 12 debajo del siguiente bit, 1, y sume + 1
para obtener 13: 13
x2

1 1 0 1 0 1 26

2 6 12 +0

3 6 13 26

X2

Doblando la iltima suma, 13, resulta 26, y sumando 26 al siguiente bit, 0, se obtiene la suma 26: 52
+ 1

1 1 0 1 0 1
2 6 12 26
3 6 13 26

&)

]
-
Lol
-
0
[y
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Doblando la dltima suma, 26, se tiene 52, y suméndole 52 al altimo bit, da 53:

1 1 0 1 o0 1
2 6 12 26 52
3 6 13 26 (3

Hemos encerrado en un circulo la {iltima suma, que es el decimal equivalente pedido.

A este algoritmo se le llama doblar las sumas o método de Horner. Los calculos también se pueden
llevar a cabo en el formato de la fig. 1-1. Observe que uno alterna entre multiplicar porla base b = 2y
sumar el siguiente digito.

1.13 Convierta el nimero decimal N = 437.406 25 a su equivalente binario.

La parte entera de N es N; = 437, y la parte fraccionaria de N es Ny = 0.406 25. Convertimos

cada parte separadamente.
Divida N; = 437 y cada cociente sucesivo por 2, tomando nota de los residuos:

437 Residuos

218 1

109 0

54 1

27 0

13 1

6 0

3 1

1 1

Los residuos en orden inverso, como lo indica la flecha, 1 1011 0101, da el equivalente binario de N; =
437.

Multiplique Np = 0.406 25 y cada parte fraccionaria sucesiva por 2, tomando nota de la parte
entera de cada producto:

0.40625
X2
0.81250
2
0

—

628

lNJ\

2

—
L
(=

al
Sl

2
0

—

L

La sucesion de partes enteras, en el orden indicado por la flecha, da el equivalente binario pedido,
.01101.

Uniendo los equivalentes de N; y N tenemos el equivalente binario de N:

N =110110101.0110 1,

1.14 Convierta el nimero decimal 91 a su forma binaria.

Para convertir 91 a su forma binaria use el siguiente algoritmo mas bien que el método de division
del problema 1.13.

Algoritmo de substraccion: Comenzando con el nimero decimal dado, reste la potenciamayor de
la base 2. Repita el proceso de restar la potencia mayor de la base 2
de cada diferencia hasta obtener cero. El nimero binario con bit 1 en
aquellos lugares cuyos valores de posicion fueron restados, y con bit 0
en los demas sitios, es el equivalente binario requerido.

Usando la tabla 1-1, que es un listado de las potencias de la base 2, obtenemos:
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2
1

1,16 Usando la férmula para la suma de una serie geométrica,

2» 2 2 2
01 01

-vi-‘t\g

0
P~

_

'
'y
1

%:*J
LR SN

I' l
L e
Q0 =

|
o W
1]
N

n;ldi-!
b

Asi, 91 = 1011011,.

l+r+r2+r3+...=-l—1—r -1<r<+1)

Verifique la conversion 0.6 = 0.1001 1001 1001 - - -5,

Tenemos

0100110011001 -« -, = (A1X 271+ 1X 29+ (I1X 25+ 1Xx 2+ (I1x27°+ 1% 27 )+ .-
=AX2 HIX T+ +204 -]

La expresion dentro de paréntesis cuadrados es una serie geométrica con r = 27,y por lo tanto

0.1001 1001 1001 - - -, = (1 X 2~ + 1% 2-‘)[1—_12—_-‘]

-G-8

ARITMETICA BINARIA
1.16 Evaliie las sumas binarias () 11011 + 1010, (b) 110.1101 + 1011.011.
Use la tabla 1-4.
©®
11
11011
+ 1010
100101

() Alinee verticalmente los puntos binarios y agregue Os de tal manera que ambos nimeros tengan el
mismo nimero de lugares binarios:

11111
110.1101
+1011.0110
10010.0011

1.17 Evaliie la suma binaria 11011 + 111001 + 1001 + 11001. -~

Sume los nlimeros uno a la vez hasta un total acumulado, comenzando con el primer niimero:
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11011 Primer niimero

+ 111001

1010100 Primera suma
+ 1001

1011101 Segunda suma
+ 11001

1110110 Suma final

1.18 Evalie los siguientes productos binarios: (a) 110110 x 101, (b) 111.001 x 1.11.

Es esencial mantener un alineamiento correcto.

(@) 110110
X 101
110110
110110
100001110

Asi, 1 0000 1110 es el producto requerido. Como siempre, se omite el producto por el digito 0 de
un multiplicador.

(b) Omitiendo los puntos binarios, sume los productos por cada digito uno a la vez hasta un total acu-
mulado, comenzando con el primer producto:

111001
X 111
111001 Primer producto
+ 111001 Segundo producto
10101011
+ 111001 Tercer producto
110001111

Los factores originales contienen 3 y 2 posiciones binarias, respectivamente. Por lo tanto, el pro-
ducto debe contener 3 + 2 = § posiciones binarias. Insertando un punto binario 5 posiciones hacia la
derecha, obtenemos el producto requerido, 1100.01111.

1.19 EvalGe las diferencias binarias (a) 1110001 — 111011, (b) 1101.0011 - 110.11011.
Use la tabla 1-5

(@) 0011
1119901
- 111011
110110

Observe que tuvimos que prestar para la segunda diferencia, pero el primer 1 disponible estaba en
la quinta columna (a partir de la derecha); por lo tanto, los dos digitos de columna intermedios se
vuelven 10— 1 =1,

(b) Alinee verticalmente los puntos binarios, y agregue Os de tal manera que ambos niinieros tengan el
mismo nimero de posiciones binarias.

00 01 00

XX0X.goxxo

-110.11011
110.01011

1.20 Evalile 111001 + 1001 hasta dos posiciones binarias.

La division binaria se reduce a restas repetidas del divisor, ya que el inico digito no-cero es 1.
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111001.00{ 1001
1001 110.01

1010
1001

1100
1001

11

El cociente hasta dos posiciones binarias es 110.01.

COMPLEMENTOS

1.21

1.22

1.23

Determine los complementos a nueves y a dieces de los nimeros decimales (a) 3268,
(b) 479 200, (¢) 99 132756, (d) 2233 778 899.

Para cada niimero, reste cada digito de 9 para obtener el complementa a nueves. El complemento
a nueves mas 1 nos da el complemento a dieces.

(@ & () (d)
Complemento a nueves 6731 520799 00867243 7766221 100
Complemento a dieces 6732 520800 00867244 7766221 101

Considere los nimeros decimales del problema 1.21 como entrada a una calculadora de
8 posiciones. Encuentre los complementos a nueves y a dieces de los nimeros en la
maquina.

Primero agregue Os a la izquierda, de tal manera que cada niimero tenga 8 digitos; luego encuentre
los complementos.

(a) (b) (c)
Nimero 00003 268 00 479 200 99 132 756
Complemento a nueves 99996 731 99 520 799 00 867 243
Complemento a dieces 99996 732 99 520 800 00 867 244

(d) Si la calculadora ha sido construida para omitir el digito mas significativo (el primero) cuando sea
introducido cualquier nimero con mas de 8 digitos, entonces quedara registrado como 33 778 899.
En este caso tenemos

Complemento a nueves 66221 100
Complemento a dieces 66 221 101

Encuentre las siguientes diferencias usando los complementos (a dieces):

(a) 53726 (b) 215743 (c) 71 566 220 ) 2658
— 14503 — 56100 —-44 332211 - 4321

Stimele el complemento a dieces, y luego quite el 1 de desbordamiento (mostrado entre circulos):

(@) 5372 (b) 215743 (c) 71566220
+ 85 497 +943 900 + 55667 789
(139223 (D159643 (D27 234009

(d) Aqui no hay desbordamiento:
2658
+ 5679
8337
lo que significa que la diferencia es un nimero negativo. El complemento a dieces de la suma es 1663;
y, por lo tanto, la diferencia es —1663, el negativo del complemento a dieces.
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1.24

1.25

1.26

1.27

SISTEMA NUMERICO BINARIO [cap.1

-~

Encuentre el miximo entero positivo y el minimo entero negativo que se pueden regis-
trar en una calculadora de escritorio de 6 posiciones, si (a) la primera posicion esta reser-
vada para el signo del entero, (b) los nimeros negativos se registran como sus comple-
mentos (a dieces). ;De qué manera se pueden acomodar mas nimeros?

@ Miximo entero positivo  +99 999
Minimo entero negativo  —99 999

(b) Suponga que el entero almacenado es positivo si su primer digito esta entre 0 y 4, y negativc s1 su
primer digito estd entre 5y 9. Entonces

Méximo entero positivo 499 999
Minimo entero negativo  —500000

en donde —500 000 ha sido regisirado como su complemento a dieces, 500 000. Bajo este siste-
ma, se pueden registrar cinco veces mis niimeros que en el sistema de la parte (a).

Determine los complementos a unos y a doses de los nimeros binarios (a) 110110,

(b) 11100111, (c) 110011001100, (d) 11110000111000.

Reemplace cada bit 0 por 1 y cada bit 1 por 0 para obtener el complemento a nueves. (Esto es lo
mismo que restar cada bit de 1.) El complemento a unos mas 1 nos da el compiemento a doses.

(a) b) () )
Complemento a unos 001001 00011000 001100110011 000011110001 11
Complemento a doses 001010 00011001 001100110100 00001111001000

Considere los nimeros binarios del Problema 1.25 como entrada a una calculadora con
12 posiciones binarias. Encuentre los complementos a unos y a doses de los nimeros en
la maquina.

Primero agregamos Os a la izquierda, de tal manera que cada niimero tenga 12 bits. Luego encon-
tramos los complementos.

(a) (b) ()
Nimero 000000110110 000011100111 110011001100
Complemento aunos 111111001001 111100011000 001100110011
Complemento a doses 111111001010 111100011001 001100110100

(d) Si la calculadora ha sido construida para omitir los primeros bits cuando un nimero con mas de 12
bits haya sido introducido, entonces el nGmero se registra como 110000111000. Por lo tanto

Complemento aunos 001111000111
Complemento a doses 001111001000

Encuentre las siguientes diferencias usando complementos (a doses):

(a) 111000 b) 11001100 (c) 111100001111 {d) 11000011
—-110011 - 10 —110011110011 — 11101000
Sume el complemento a doses y luego quite el 1 de desbordamiento (encerrado en un circulo)

(a) 111000 (b) 11001100 (¢) 111100001111

+001101 + 11010010 + 001100001101

(poo101 (Droo1110 (1001000011100

(d) Aqui no se presenta desbordamiento:
11000011
+ 00011000
11011011

Esto significa que la diferencia es un nimero negativo, el negativo del complemento a doses de 1a
suma, o sea, —00100101.
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1.28 Resuelva el problema 1.24 para una calculadora de 8 posiciones binarias.

(@) Miximo entero positivo +1111111
Minimo entero negativo -111111
(b) Asuma que un nimero guardado es positivo si el primer bit es 0 y negativo si el primer bit es 1.
Méximo entero positivo 01111111
Minimo entero negativo - 10000000

en donde —10000000 ha sido registrado como su complemento a doses, que es 10000000, Este
segundo método puede acomodar solamente un nimero més de los que se puede acomodar por
el primer método.

Problemas suplementarios

SISTEMA DECIMAL
1.29 Evaliie (a) 10°, (b) 1073, (c) 107", (d) 2%, () 273, () 2°. (g) 2°.

1.30 Evaliie (a) 8, (b) 8, (c) 872 (d) 167, (e) 167", (f) 1677

1.31 Dé los valores de posicion de cada uno de los digitos subrayados: (a) 44 333, (b) 22 555.66, (c) 444.555,
(d) 22.334 455.

1.32 Escriba en notacion expandida (a) 13 579, (b) 321.789.

1.33 Encuentre cada suma: (a) 835.24 + 70.456, (b) 55.5+ 6.66 + 0.777.
1.34 Encuentre cada diferencia: (a) 456.7 — 35.79, (b) 12 - 4.888.

1.35 Encuentre cada producto: (a) 38.24 x 3.7, (b) 0.0345 x 1.02.

1.36 Evalile hasta dos posiciones decimales: (a) 36 ~ 11, (b) 83.472+24.

SISTEMA BINARIO
1.37 Dé el valor de posicion de cada bit subrayado: (a) 111000, (b) 11001100, (c) 111.000111, (d) 11.00110011.

1.38 Escriba de nuevo en notacion expandida (a) 11001100, (b) 111.000111.

1.39 Convierta cada nimero binario a su equivalente decimal: (a) 110110, (b) 111000111,
1.40 Convierta a su equivalente decimal (a) 110.11, (b) 1010.10101.

1.41 Convierta cada nimero decimal a su equivalente binario: (a) 285, (b) 473, (c) 694.
1.42 Convierta a suequivalente binario (a) 0.390 625, (b) 24.625, (c) 0.8, (d) 0.3.

1.43 Muestre que el equivalente decimal de una fraccion que termina, también termina (en un 5).

ARITMETICA BINARIA -
1.44 Encuentre las sumas binarias (2)1101+111, (5)110011+11101, (c)11100111+11000011, (d)110.1101+1011.10
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145
1.46
1.47

1.48
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-

Encuentre las sumas binarias (a) 11001+ 11100 + 1011 + 110011, (b) 11.101+ 110.01 + 111.101 + 1101.1.
Encuentre los productos binarios (a) 11100111 x 11, (b) 111011 x 1011, (c¢) 11.101 x 11.01.
Encuentre las diferencias binarias (a) 1100011 — 110111, () 10101010 — 110011, (c¢) 110.001 — 11.111.

Encuentre los cocientes binarios (a) 1011011 + 111, (b) 100.0001 + 10.1, (c) 1011 + 11.

COMPLEMENTOS

149

1.50

1.51

1.52

1.29

1.30

1.31

1.32

1.33

1.34

1.35

1.36

1.37

1.38

1.39

1.40

1.41

Determine los complementos a nueves y a dieces de los niimeros decimales (a) 3201, (b) 453 800,
(c) 78923019, (d) 3 334 455 566.

Si los nimeros del problema 1.49 son entrada a una calculadora decimal de 8 posiciones, encuentre sus
complementos a nueves y a dieces en la maquina.

Encuentre los complementos a unos y a doses de los niimeros binarios. (a) 110011, (b) 10001000,
(c) 10111011101,

Encuentre las siguient:s diferencias usando complementos: (¢) 1101 - 110, (b) 11100111~ 11001100,
(c) 11000010 — 10111001, (d) 10101 - 11011,

Respuestas a los problemas suplementarios

(@) 10000, (b)0.001, (c)0.1, (d)64, ()1/8, ()1, ()8
(@)512, (b)1, (c)1/64, (d)256, (e)1/16, (f) 1/409
(a) 1°= 1000, (b) 10° =100, (c)1072=0.01, (d)10~*=0.0001

(@) 1x10* + 3x 10° + 5x 10> + 7x 10" + 9x 10°
(B)3x 107 + 2x 10" + 1x 10° + 7x 107" + 8% 107 + 9x 107°

(a) 905.696, (b) 62.937

(a) 42091, (b)7.112

(a) 141.488, (b) 0.035 190
(a)3.27, (b)34.78

@2, B2 @27 @2°

@ 1x27 +1x2°+0xX2°+0x2*+ 1x2°+ 1x2%2+ Ox2' + 0x2°
(B)1X22 + Ix2'+ 1x2°2 4+ 0x27' + 0x22+ 0x23 + Ix2%+ 1x27* + 1x27®

(a) 54, (b) 455
(@) 6.75, (b) 10.65625

(a) 10001 1101, (b) 111011001, (c) 1010110110
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1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

1.47

1.48

1.49

1.50

1.51

1.52

1] SISTEMA NUMERICO RINARIO

(a) 0.011001, (b) 11000.101, (c)0.11001100 1100 - - -, (d) 0.0 1001 1001 1001 - - -

(Ayuda: Considere la representacion decimal de una potencia negativa de 2.)
(a) 10100, (b) 1010000, (c) 110101010, (d) 10010.0101

(a) 1110011, (b) 11111.000

(a) 101011 0101, (b) 101000 1001, (c) 1011.11001

(a) 101100, (b) 1110111, (c) 10.010

{a) 1101, (b) 1.101, {(c)11.101010---

(a) 6798, 6799 (c) 21076 980, 21 076 981
(b) 546 199, 546200 (d) 6 665 544 433, 6 665 544 434

(a) 99996 798, 99996 799 (c) 21076 980, 21 076 981
(b) 99 546 199, 99 546 200 (d) 65 544 433, 65 544 434

(a) 001100, 001101 (c) 01000100010, 01000100011
(b) 01110111, 01111000 (d) 000111111000, 000111111001

(a) 0111, (b) 00011011, (c) 00001001, (d)—00110

27




' Capitulo 2

Codificaciones para computadores

2.1 INTRODUCCION

Para que puedan ser procesados por un computador, los datos deben ser codificados de
alguna manera en sucesiones de bits, es decir, en nimeros binarios. Sin embargo, la gente en-
cuentra cadenas de simbolos, tales como

110100110110 110101100110 110110110110

muy dificiles de recordar y/o distinguirlas entre si; para nosotros, la notacion decimal mas
compacta —3382, 3430, 3510— es muy superior. Para cerrar la brecha entre los sistemas bina-
rio y decimal, se usan otros sistemas numeéricos en relacion con los computadores —principal-
mente, los sistemas octal (base b = 8) y hexadecimal (base b = 16). Por otra parte, como 8 y
16 son potencias de 2, existe una casi instantdnea interconversion entre los sistemas octal y
hexadecimal y el sistema binario. Por otra parte, los sistemas octal y hexadecimal son compa-
rables, en cuanto lo compacto, con el sistema decimal.

2.2 SISTEMAS NUMERICOS

Cualquier nimero positivo b > 1 puede ser escogido como base para un sistema numérico
posicional similar al sistema decimal (b = 10) o al sistema binario (b = 2). Tal sistema usa b
simbolos para los enteros

Ow l’ 25 3, ey b_l

Estos simbolos se denominan digitos del sistema.
Todo entero N se representa en el sistema por una sucesion de digitos en base —b:

N= AnQp-1°° " A1Qo
Entonces b* es el valor posicional de a;,, ¥
N=a,xXb" + @ Xb" '+ -+ + ayxb* + a;xb' + apgx b°

se denomina forma expandida o notacion expandida para N.

Mis generalmente, cualquier niimero M se representa en el sistema por una sucesion de di-
gitos con, posiblemente, un punto para la base —b intercalado. (También incluimos un sub-
indice b al final del nimero, si existe alguna ambigiiedad en cuanto la base.) Como en los siste-
mas decimal y binario, los valores posicionales de los digitos a la derecha del punto para la base
b son las potencias negativas de b.

EJEMPLO 2.1 Considere el sistema de numeracion con base b = 5 (quintal), cuyos digitos son 0.1, 2, 3, 4.
(a) Dado N = 41323, entonces
N=4x5"+1x5 + 3x5% + 2x5 + 3x1
es la forma expandida para N. Calculando encontramos que
N=4x625+ 1x125+ 3x25+ 2x5+ 3x1=2500+125+75+10+3=2713

Es decir, 2713 es la representacion decimal de N.

(b) Dado M = 32.304;, entonces
M=3x5+2x1+3x5"+0x5%+4x57

28
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es la forma expandida para M. Observe que las potencias negativas de 5 corresponden a los digitos a la
derecha del punto quintal. De nuevo calculando, encontramos que

M=3x5+2x1+3x02+0x004+ 4%x0008=15+2+0.6+0+0.032=17.632
En otras palabras, 17.632 es la representacion decimal de M.

Conversion base b a decimal

Se puede convertir un nimero en base b, N,, en su representacion decimal escribiendo N,
en notacién expandida y calculando por aritmética decimal, como en el ejemplo 2.1. Esta con-
version también se puede lograr con el siguiente algoritmo, que distingue entre la parte entera y
la parte fraccionaria del nimero.

Conversion de base b a representacion decimal:

(i) Parte entera. Multiplique el digito que estd mas hacia la izquierda por la base b y sume
el siguiente digito a la derecha. Multiplique la suma por la base b y simeselo al siguien-
te digito. Repita el proceso hasta que el digito que estd mas hacia la derecha sea
sumado.

(ii) Parte fraccionaria. Multiplique el digito que estd mas hacia la derecha por 1/b y sume
el siguiente digito hacia la izquierda. Multiplique la suma por 1/b y sume el siguiente
digito. Repita el proceso hasta que el digito que estd mas hacia la izquierda sea suma-
do y la suma multiplicada por 1/b. El producto final es el equivalente decimal que se
quiere.

La parte (ii) presupone que la parte fraccionaria del nimero en base b termina. En (i) el
proceso termina cuando el ultimo digito sea sumado, pero en (ii) el proceso termina cuando el
altimo digito sea sumado y la suma sea multiplitada por 1/b.

EJEMPLO 2.2 Considere el nimero quintal N = 2401,2314;. Entonces N; = 2401 es la parte entera del
namero y Np = 0.2314 es la parte fraccionaria.

(@) Convertimos N; es su forma decimal usando (i) del anterior algoritmo.

2

|+ ’x
— —
i Dl

X |+ ]X
~3 ~J
wn Do St

|

w
¥
—O

351 Suma final
Asi, 351 es la forma decimal para N;.
(b) Convertimos Ny a su forma decimal usando (ii) del anterior algoritmo. Primero observamos que

1 1

Siempre que multipliquemos por 1/b, obtendremos un niimero menor que uno (véase el problema 2.6).
Por lo tanto, podemos sumar el siguierite digito simplemente escribiendo el digito en frente del produdto. En
otras palabras,
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.5344 Producto final

Hemos encerrado en circulos los digitos que se han sumado. El producto final, 0.5344, es la forma decimal
para Np.
La representacion decimal de N se obtiene escribiendo las representaciones decimales de N; y N juntas:

N = N; + Np = 351.5344

Conversion decimal a base b

Sea N un namero decimal con parte entera N; y parte fraccionaria (que termina) Ny. Po-
demos convertir N a su representacidén en base b usando el siguiente algoritmo, que también
diferencia entre la parte entera y la parte fraccionaria del niimero.

Conversion de decimal a representacion en base b

(i) Parte entera. Divida N,; y cada cociente sucesivo por b hasta obtener un cociente cero.
La sucesion de residuos, en orden inverso, da la representacion en base b de Ny.

(ii) Parte fraccionaria. Multiplique N, y la parte fraccionaria de cada producto sucesivo,
por b, hasta obtener una parte fraccionaria cero o una parte fraccionaria duplicada.

Entonces la sucesion finita o la sucesion infinita peridédica de partes enteras del produc-
to da la representacion en base b de Np.

Es de notar que cada residuo en (i) es menor que b y, por lo tanto, es un digito en base b, y
que cada parte entera en (ii) también es menor que b y, por lo tanto, es un digito en base b.

EJEMPLO 2.3

(a) Para convertir el nimero decimal A = 684 a su representacion quintal (base 5) dividimos A4, y cada cocien-
te sucesivo, por b = 5, tomando nota de todos los residuos:

Divisiones Cocientes Residuos Residuos
684 +5 136 4 684
136+ 5 27 1 136 4
27+5 5 2 ° 27 1
5+5 1 0 5 2
1+5 0 1 1 0

La sucesion de residuos en orden invertido, como indican las flechas, da la forma quintal de A. En
otras palabras, A = 102414;.

(b) Para convertir el nimero decimal B = 0.4704 a su representacion quintal (base 5) multiplicamos B, y cada
parte fraccionaria sucesiva, por b = 5, tomando nota de la parte entera de cada producto:

Multiplicaciones Partes enteras 0.4704
0.4704 x 5= 2.3520 2 x5
0.352x 5=1.760 1 o 2.3520
0.76 x 5= 3.80 3 5
0.8x5=40 4 1.760

_s
.80

S
0
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La sucesion de partes enteras, como indican las flechas, da la forma quintal requerida para B. En otras

palabras, B = 0.2134;.

(¢) Convertimos el nimero decimal N = 684.4704 a su forma quintal sumando las representaciones quintales

encontradas en (a) y en (b):

N=A+B =102142134s

(d) Procediendo como en (b), convertimos el nimero decimal C = 0.4703 a base 5 como sigue:

0.4703

El octavo producto tiene la misma parte fraccionaria del cuarto producto. Por lo tanto, el bloque 4320 de
partes enteras se obtendra unay otra vez, de tal manera que

C=0.2133432043204320 - - - 5

2.3 SISTEMA OCTAL

El sistema numérico octal es el sistema que tiene como base b = 8. Los digitos octales son
0,1,2,8,4,5,6y 7. Como 8= 2, cada digito octal tiene una tnica representacion binaria de
3 bits, dada en la tabla 2-1. Los valores de posicion del sistema octal son potencias de 8; algu-

nas de estas potencias aparecen en la tabla 2-2.

Tabla 2-1 Tabla 2-2
Digitos octales | Equivalentes binarios Valores de Valores decimales
posicion octal
0 000 83 1/512 = 0.001 953 125
1 001 82 1/64 = 0.015 625
2 010 8! 1/8=0.125
3 011 g 1
4 100 8! 8
5 101 82 64
6 110 8’ 512
7 111 8 4096
8 32768

Interconversion octal-decimal

La conversién entre los sistemas octal y decimal se logra por medio de los dos algoritmos
de la seccién 2.2, con b = 8. La conversidn octal a decimal también se puede efectuar por eva-

luacion decimal de la forma octal expandida.
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Interconversion octal-binaria

Se puede visualizar cada digito octal simplemente como una notacion abreviada para el
valor equivalente en 3 bits que aparece en la tabla 2-1. Segin ésto, convierta un niimero octal
a su forma binaria reemplazando cada digito octal por su equivalente binario. Reciprocamen-
te, convierta un nimero binario a su forma octal particionando el nimero en bloques de a 3
bits (comenzando desde el punto binario y agregando ceros si es necesario) y reemplazando
cada bloque por su digito octal equivalente.

EJEMPLO 2.4
(a) Para convertir 42065 a su equivalente binario, reemplace cada digito octal por su equivalente en 3 bists

como sigue:
AN

100 010 000 110
Asi, 100010000110 es el equivalente binario de 4206;.

(b) Para convertir 10101011111, a su equivalente octal, particione el niimero binario en bloques de a 3 bits,
comenzando con el bit que estd mas hacia la derecha, y reemplazando luego cada bloque por su digito

octal equivalente:
121 101 011 111
0\\/ d

2537

Asi, 2537 es el equivalente octal de 10101011111,. (Observe que se antepuso un bit 0 al nimero binario
de tal manera que el nimero de bits resultara un miltiplo de tres.)

(c¢) Para convertir 11011.0101, a su forma octal, particione el namero binario en bloques de a 3 bits, comen-
zando hacia 1a izquierda y hacia la derecha del punto binario, y luego reemplace cada bloque por su digi-
to octal equivalente:

011 011 . 010 100

33.24

Asi, 33.24 es la forma octal del nimero binario dado.

Aritmética octal

Cubriremos solamente la adicién y la substraccion octales, esta ltima usando complemen-
tos. (La multiplicacion y la divisidn octales estan mas alld de los objetivos de este libro.)

La suma de dos nimeros octales se puede reducir por el algoritmo comian de la adicidon
repetida de dos digitos octales (posiblemente llevando un 1). Esto conlleva el uso repetido de
1a tabla 2-3, lo cual seria mas bien tedioso.

Tabla 2-3 Adicion de digitos octales

+ 0 1 2 3 4 S 6 7
0 0 I 2 3 4 S 6 7
i 1 2 3 4 S 6 7 16
2 2 3 4 5 6 7 10 i1
3 3 4 5 6 7 10 11 12
4 4 5 6 7 10 1l 12 13
5 5 6 7 10 1l 12 13 14
6 6 7 10 11 12 13 14 15
7 7 10 11 12 13 14 15 16

Por otra parte tenemos lo siguiente:
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Observacién: La suma de dos digitos en base b, o de dos digitos en base b mas uno, es me-
nor que 2b,

Esto significa que dividiendo tal suma por b, solamente puede dar un residuo de 0 6 de 1.
Seglin ésto, tenemos el siguiente resultado Gtil:

Adicion octal: La suma de dos digitos octales, o la suma de dos digitos octales mas uno,
se puede obtener (i) encontrando su suma decimal y (ii) modificando la

suma decimal, si ha pasado de 7, restando 8 y llevando un 1 a la proxima
columna.

EJEMPLO 2.6 Evalie (@) 5s+ 4s, (b)6s + 75, (c) 35+ 26, (d) Ta + s, (€) lu+ da+ 25, (f) g+ 63+ 35,(g) le + Sa + Gu.
@ () @© @ @@ O @)

1 1 1
5 6 3 7 4 6 5.

+4 47 42 #4243 46

Suma decimal 9 i3 5 n 7 10 12
Modificacion -8 -8 -0 -8 -0 -8 -8
Suma octal 11 15 5 13 7 12 14

El 1 que se lleva asociado con una resta de 8 se muestra como el octavo digito, ya que estamos sumando sola-
mente una columna de digitos.

EJEMPLO 2.6

(a) Para evaluar la suma octal 7346; + 5263;, alinee los dos niimeros en la manera usual y aplique separada-
mente a cada columna la regla para la adicion de digitos octales. Observe como lo que se lleva, que resulta
cuando se resta 8 en el paso de modificacion, va desde la parte mas inferior de la columna hasta la parte
mds superior de la siguiente columna hacia la izquierda.

1

1 1
7 3 4 6
+5 2 6 3
12 6 11 9 Sumas decimales
-8 -0 -8 -8 Modificaciones
1 4 6 3 1 Suma octal

Asi, 146314 es la suma octal deseada.

(b) Para evaluar la diferencia octal Y = B— A, en donde A = 31425 y B = 75263, encuentre primero el com-

plemento a la base menos uno (a sietes) de A restando de 7 cada digito de A. Luego sume 1 para obtener
el complemento (a la base) de A:

Complemento a sietesde A 4635
Complemento de A 4636

Ahora sumamos los complementos de A y B:

1 i

1
7 5 2 6 B
+4 6 3 6  Complemento de A
12 11 6 12 Sumas decimales
-8 -8 -0 -8 Modificaciones
D 4 3 6 4 Sumaoctal

Quitando el 1 entre el circulo, finalmente encontramos la diferencia pedida, Y = 43645.

2.4 SISTEMA HEXADECIMAL -~

El sistema numérico con base b = 16 se llama sistema hexadecimal (a veces abreviado hex).
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Tabla 2-4 Tabla 2-5
Digitos Valores | Equivalentes V:(l)(;irceis})ge
hexadecimales | decimales binarios hexadecimal Valores decimales
0 0 0000 1673 1/4096 = 0.000 244 140 625
1 1 0001 1672 1/256 = 0.003 906 25
2 2 0010 167! 1/16 = 0.062 5
3 3 0011 16° 1
4 4 0100 16 16
5 5 0101 16? 256
6 6 0110 16* 4096
-7 7 0111 16* 65536°
8 8 1000 16° 1048576
9 9 1001
A 10 1010
B 11 1011
C 12 1100
D 13 1101
E 14 1110
F 15 1111

El sistema requiere 16 digitos, para los cuales los simbolos son los 10 digitos decimales junto
con las 6 primeras letras del alfabeto (véase la tabla 2-4). Como 16 = 2%, cada digito hexade-
cimal tiene una Unica representacion de 4 bits, que también se ilustra en la tabla 2-4. Los valo-
res de posicion en el sistema hexadecimal son las potencias de 16, algunas de las cuales estan,
junto con sus valores decimales, en la tabla 2-5.

Interconversion hexadecimal-decimal

La conversion entre los sistemas hexadecimal y decimal se logra por medio de los dos algo-
ritmos de la seccion 2.2, con b = 16. Hay una dificultad adicional, ya que tenemos que saber
como manejar los digitos A, B, C, D, E, y F. También se puede convertir de hexadecimal a
decimal por evaluacion decimal de la forma hexadecimal expandida.

EJEMPLO 2.7

(a) Para convertir 73D5,¢ a su equivalente decimal, exprese el nimero en notacion expandida, cambiando la
D por 13, y luego calcule usando aritmética decimal.

73DS1e=7x 16 + 3x 16 + 13x 16! + 5x 16°=Tx 4096 + 3x256 + 13%x16 + 5x1
= 28672+ 768 + 208 + 5 = 29653

Alternativamente, uno puede aplicar el algoritmo de conversion como sigue:

7
x16
112
+3
115
x16
1840
+13
1853
x 16
29648
+5

29653 = 73D5;6
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Convierta 39.B8,4 a su equivalente decimal como sigue:
39.B81s=3x16' + 9x16° + 11x 16! + 8x 1672
=3x16 + 9x1 + 11x0.0625 + 8x 0.003 906 25
=48+ 9+ 0.6875+0.03125 = 57.718 75

Para convertir el niimero decimal P = 9719 a su equivalente hexadecimal, divida P, y cada cociente sucesi-
vo, por la base b = 16, tomando nota de los residuos, como sigue:

Divisiones Cocientes Residuos
9719+ 16 607 7
607 + 16 37 15
37+16 2 5
2+16 0 2

La sucesion de residuos, en los cuales reemplazamos el residuo decimal 15 por el digito hexadecimal F, en
orden inverso, da la forma hexadecimal para P; o sea, P = 25F7,5. (Como la division por 16 normalmente
requiere una divisidn larga, mas que una corta, no tenemos la forma compacta para obtener los residuos
como los tuvimos para las bases 2, 5y 8.)

Para convertir la fraccion decimal @ = 0.781 25 a su equivalente hexadecimal, aplicamos el algoritmo par-
te entera, con b = 16, como sigue:

Multiplicaciones Partes enteras
0.78125x 16 = 12.500 00 12 l
0.50000x 16 = 8.000 00 8

En este caso, se ha llegado a una parte fraccionaria cero. La sucesion de partes enteras, en las cuales reem-
plazamos el 12 decimal por el digito hexadecimal C, da la forma hexadecimal requerida para @; es decir
Q = 0~0816'

Para convertir el niimero decimal N = 9719.781 25 a su forma hexadecimal, sumamos las representaciones
encontradas en (c) y en (d):

N =P + Q = 25F7.C8;6

Interconversion hexadecimal-binaria

Esta se logra exactamente como en la interconversion octal-binaria, excepto que los equiva-

lentes de 4 bits no intervienen.

Tabla 2.6 Adicion de digitos hexadecimales

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
0 0 ! 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10
2 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 i1
3 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 1 12
4 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13
5 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14
6 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15
7 7 8 9 A B C D E F 10 1 12 13 14 15 16
8 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17
9 9 A B C D E F 10 It 12 13 14 15 16 17 18
Al A B C D E F 10 8 12 13 14 15 16 17 18 19
B B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A
CcjC D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 8 19 1A iB
D| D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C
E | E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1IC =D
F F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D 1E
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Aritmética hexadecimal

Como en el sistema octal, cubrimos solamente la adiciéon hexadecimal, y la substraccién
hexadecimal usando complementos.

La suma de dos nimeros hexadecimales se puede reducir al uso repetido de la tabla 2-6, la
adicion de digitos hexadecimales. Como en la adicién octal, tenemos un método alterno,
basado en el siguiente resultado analogo:

Adicién hexadecimal: La suma de dos digitos hexadecimales o la suma de dos digitos he-
xadecimales mds 1, puede obtenerse (i) encontrando la suma deci-
mal y (ii) modificando la suma decimal, si pasa de 15, restando 16 y
llevando un 1 a la siguiente columna.

Como en este caso la base pasa de diez, necesitamos cambiar mentalmente cada digito hexade-
cimal letra a su forma decimal cuando encontremos la suma decimal, y cada diferencia decimal
mayor que nueve a su forma hexadecimal cuando se modifica la suma decimal. En otras pala-
bras, debemos memorizar las equivalencias.

A=10 B=11 C=12 D=13 E=14 F=15

EJEMPLO 2.8 Evaluar las sumas hexadecimales (a) 8+9, (b) 3+5, (¢} 6+7, (d) A+9, () C+D, (f) 3+B,
@)F+D, (h)1+4+6,())1+5+C, (j) L+E+6.

@ @) © @ ©@ @O @@ B O
1 1 1

8 3 6 A C 3 F 4 5 E

_+9 #5 +7 49 +D +B 4D +6 +C 46

Suma decimal 17 8 13 19 25 14 28 11 18 21
Modificacion -6 -0 -0 -16 -16 -0 -16 -0 16 -16
Suma hexadecimal 11 8 D 13 19 E 1C B 12 15

De nuevo, el 1 que se lleva esta escrito en la siguiente columna a la suma.

EJEMPLO 2.9

(a) Para evaluar la suma hexadecimal C868 + 72D9, aplique la regla de la adiciéon columna por columna,
llevando, si es necesario, de abajo de la columna a la parte de arriba de la siguiente columna hacia la
izquierda.

1 1 1
C 8 6 8
+7 2 D 9
19 11 20 17 Sumas decimales
-16 -0 -16 -16 Modificaciones
1 3 B 4 1 Suma hexadecimal

Asi, 13B41 es 1a suma hexadecimal deseada.

(b) Para evaluar la diferencia hexadecimal Y = L — M, en donde L = 72A4 y M = 4E86, primero encuentre
el complemento a la base menos uno (a quinces) de M restando cada digito de M de 15, y luego suman-
dole 1 para obtener el complemento (a la base) de M.

Complemento a quincesde M B179
Complementode M B17A

Ahora sumamos el complemento de M a L:

1 1
7 2 A 4 L
+B 1 7 A Complemento de M

18 4 17 14 Sumas decimales
-16 -0 ~-16 -0 Modificaciones

©) 2 4 1 E  Suma hexadecimal

Quitando el 1 entre el circulo, obtenemos finalmente la diferencia requerida, Y = 241E.
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2.5 CODIFICACIONES BCD DE 4 BITS

Hay muchas maneras de representar datos numéricos en forma binaria. Uno puede sim-
plemente escribir el nitmero en base 2. A esto se le llama codificacion binaria directa y se dis-
cute en el capitulo 3. Otra manera es codificar los nimeros decimales digito por digito. A
esta codificacién, que requiere por lo menos 4 bits por cada digito decimal, se le llama codifi-
cacion BCD (binary-coded decimal —decimal codificado en binario—). En esta seccion se dis-
cutiran dos de las codificaciones con 4 bits mis comunes; en la sec. 2.6 se discutiran las codifi-
caciones BCD que usan 6 u 8 bits.

Tabla 2.7
Codificaciones BCD
Digitos
decimales | 8-4-2-1 XS-3
0 0000 0011
1 0001 0100
2 0010 0101
3 0011 0110
4 0100 o1
5 0101 1000
6 0110 1001
7 0111 1010
8 1000 1011
9 1001 1100

Codificacion BCD ponderada 8-4-2-1

En la tabla 2-7 se muestran dos codificaciones BCD de 4 bits. La primera es una codifica-
cibn ponderada, en la cual se les dan a los bits, de izquierda a derecha, los pesos 8, 4, 2,y 1,
respectivamente. Como estos pesos son precisamente los valores de posicion en el sistema
binario, un digito decimal esta codificado como su representacién binaria.

EJEMPLO 2.10 La representacion BCD 8-4-2-1 de N = 469 es
4 6 9

0100 | 0110 | 1003

Por otra parte, la representacion binaria directa de N es
N = 111010101,
que usa 3 bits menos

Otras codificaciones ponderadas con 4 bits se usan a veces, y estas son decodificadas de la
misma manera. Asi, para la codificacion ponderada BCD 4-2-2-1,
10004
0111-2+2+1=5
1110-4+2+2=8
(Observe que la codificacién no es Unica en este sistema; mejor dicho, 2 - 0010y 2 -
0100. Lo mismo sucede con todas las codificaciones ponderadas con 4 bits diferentes de la

8-4-2-1.) Por una codificacion BCD de 4 bits entendemos la 8-4-2-1, a no ser que espeCifica-
mente se diga lo contrario.
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Codificacion BCD XS-3 no ponderada

La segunda codificacion BCD en la tabla 2-7 es la codificacion BCD exceso-tres (XS-3).
Esta codificacién no ponderada esta relacionada con la BCD 8-4-2-1 ponderada como sigue: la
codificacion XS-3 para un digito decimal d se obtiene sumando 3 = 0011, a la codificacién
BCD 8-4-2-1 para d.

EJEMPLO 2.11 Uno codifica el entero decimal N = 469 en XS-3 como sigue:

4 6 9 Digitos decimales
0100 0110 1001 Codificacion BCD 8-4-2-1
+0011 0011 0011 Adicién de tres
0111 1001 1100 Codificacion BCD XS-3
Para el entero decimal L = 530, andlogamente la codificacion es
s 3 0
0101 0011 0000
+0011 0011 0011
1000 0110 0011
La XS-3 tiene una propiedad aritmética importante: codifica un par de complementos a
nueves como un par de complementos a unos. (Esto se verifica en el ejemplo 2,11 para los
complementos a nueves 469 y 530.) En virtud de esta caracteristica, la aritmética en la codi-

ficacion BCD XS-3 es mds sencilla en muchos aspectos que la aritmética en la codificacion
BCD 8-4-2-1.

Comparacion con la codificacion binaria directa

Las codificaciones BCD tienen varias ventajas y desventajas al compararlas con la codifica-
cién binaria directa. En el aspecto positivo, la conversiéon entre decimal y BCD es mucho mas
sencilla que entre decimal y binaria directa. Ademds, no hay error de redondeo en la codifica-
cién BCD, pero puede haberlo en la codificacién binaria directa. Por ejemplo, la codificacion
binaria directa de la fraccion decimal 0.6 es (véase el problema 1.15)

0.1001 1001 1001...

de tal manera que necesariamente habra algin error al representar 0.6 en el computador. Por
otra parte, la codificacién binaria directa cominmente requiere menos bits para representar un
numero que las codificaciones BCD; y efectuar operaciones aritméticas con codificacion bina-
ria directa es mas facil que con la codificacion BCD.

Observacién: Cualquier codificacion de 4 bits permite 2* = 16 combinaciones. Debido a
que las codificaciones BCD de 4 bits necesitan solamente 10 de las combinaciones para repre-
sentar los digitos decimales, 6 combinaciones quedan disponibles para otros usos (por ejemplo
para codificar los signos mas y menos).

2.6 CODIFICACION BCD DE 6 BITS

El computador procesa tanto datos numéricos como no numeéricos. (Los datos no numéri-
cos pueden incluir nimeros, como el nimero de una calle, con los cuales sin embargo no se
calcula.) Los datos no numéricos se expresan con un conjunto de caracteres compuesto por 10
digitos, 26 letras, y una docena de caracteres especiales. Normalmente, un conjunto de carac-
teres incluye los 48 caracteres que se muestran en la fig. 2-8 en la cual el caracter — significa un
espacio en blanco).

Digitos 0 1 2 3 4 5 6 7 9
Caracteres alfabéticos A B CDEF GH 1 J
K LM N O P QR T
U VvV w X Y Z
Caracteres especiales + - o+ oo =8 ()

Figura 2-1
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Algunos conjuntos de caracteres contienen otros caracteres especiales, tales como los simbolos
de desigualdades (< y >), el signo de interrogacion (?), etc. Los datos de naturaleza tanto nu-
mérica como no numérica se llaman datos alfanuméricos. Claramente, una codificaciéon de 4
bits, con sus 16 combinaciones, es insuficiente para representar datos alfanuméricos; pero tam-
bién puede suceder lo mismo con una codificacién de 6 bits, con capacidad para 2¢ — 36 = 28
caracteres especiales.

La codificacién BCD de 6 bits agrega dos bits, llamados bits de zona y rotulados posicién B
y posicion A, a los cuatro bits numéricos 8-4-2-1, como se muestra:

bits de zona  bits numéricos
e - A

el <)

Los digitos se codifican con 0Os para ambos bits de zona y su codificacion BCD 8-4-2-1 para los
bits numéricos (excepto el digito 0, que se codifica como si fuera diez). Los caracteres alfabé-
ticos y los especiales se codifican combinando tanto los bits de zona como los bits numéricos.
La codificacién BCD de 6 bits para todas las letras y digitos, y algunos de los caracteres espe-
ciales, aparecen en la tabla 2-8. Aunque una codificacidon de 6 bits esta particionada en dos
bits de zona y cuatro numéricos, a veces se especifica en términos de dos digitos octales. Ob-
serve que las letras se dividen en tres grupos: las primeras nueve, de A a I, tienen bits de zona
11; las siguientes nueve, de J a R, tienen bits de zona 10; y las restantes tienen bits de zona 01.

En realidad, una codificacién de 6 bits aparece dentro del computador en forma de 7 bits.
El séptimo bit, llamado el bit de verificacién o bit de paridad, se incluye como se muestra:

bit de bits de zona bits numéricos
verificacién

[c [s]alsfs]ofr]

Tabla 2-8 Codificacion BCD de 6 bits

Carac. | Zona Numérico Octal || Carac. Zona Numérico Octal
A 11 0001 61 1 00 0001 01
B 0010 62 2 0010 02
C 0011 63 3 0011 03
D 0100 64 4 0100 04
E 010t 65 5 0101 05
F 0110 66 6 0110 06
G 0111 67 7 0111 a7
H 1000 70 8 1000 10
I 11 1001 71 9 1001 3
J 10 0001 41 0 00 1010 12
K 0010 42
L 0011 43 Carac. Zona Numerico Octal
M 0100 44
N 0101 45 + i1 0000 60
O 0110 46 - 10 0000 40
P (3% 47 * 10 1100 54
Q 1000 50 / 01 0001 21
R 10 1001 51 = 00 1011 i3
S 01 0010 22 ( 01 1100 34
T 0011 23 ) 11 1100 74
U 0100 24 . 11 1011 73
v 0101 25 H 10 1110 56
W 0110 26 $ 10 1011 53
X 0111 27 blanco 00 0000 00 -
Y 1000 30
z 01 1001 31
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Por cada caracter, el valor del bit de verificacion (0 6 1) es tal que hace a la suma de los bits,
incluyendo el bit de verificacidon, impar o par, segin que la maquina funcione con paridad
impar o par.

EJEMPLO 2.12 Si el computador usa paridad impar, los caracteres 7, 9, Py W se almacenan como sigue:

mi(t;lr; Zona | Numérico
7 0 0 0 o 1 11
9 i 00 1 0 0t
P 1 1 0 o 1 1 1
w 0 0 1 1 1 00

Es decir, el bit de verificacion para 7 es 0, porque la suma de los bits en la codificacion de 6 bits para 7 es tres,
que ya es impar. Por otra parte, el bit de verificacion para P es 1, porque la suma de los bits en la codificacion

de 6 bits para P es cuatro, que es par.

El proposito del bit de verificacion es asegurarse que ningln bit se pierda o gane cuando los
datos se transmiten internamente en un computador. Después de que un caracter ha sido
transmitido, el computador suma los bits en el caracter. Si ha ocurrido un solo error, la suma
de los bits no tendra la misma paridad que la paridad del computador. El computador volvera
entonces a transmitir los datos. Claramente, el computador no puede usar este tipo de verifica-
cidn para ver si han ocurrido dos errores, pero tal ocurrencia es muy improbable.

Observacién: Un bit extra de verificacidon también se usa en la codificacion BCD de 4 bits.

2.7 CODIFICACIONES BCD DE 8 BITS

El procesamiento moderno de datos frecuentemente requiere mas de los 28 caracteres espe-
ciales posibles bajo la codificacion BCD de 6 bits. (En efecto, algunos equipos de procesamien-
to de datos pueden requerir tanto minisculas como maytsculas.) Por lo tanto, se han desarro-
llado varias codificaciones de 8 bits. Cada caricter codificado, o byte, se divide normalmente
en cuatro bits de zona, y cuatro bits numéricos 8-4-2-1, como se muestra:

bits de zona bits numéricos

PEEEEDEN
(Mads generalmente, la palabra “byte” se usa para denotar cualquier grupo de ocho bits.) Se ha
visto que un byte se puede representar por dos digitos hexadecimales, el primero correspon-
diente a los bits de zona y el segundo a los bits numéricos. Como en las codificaciones BCD de
4 y 6 bits, un bit de verificacién, extra, se utiliza en el computador.
Hay dos codificaciones BCD de 8 bits que predominan en la industria de los computadores
hoy:

EBCDIC, que se pronuncia “ib-si-dik” y que es una abreviaciéon de Extended Binary-Coded
Decimal Interchange Code (Codificacion Extendida de Intercambio Codificado
en Binario Decimal). Esta codificacién fue desarrollada por la IBM y por los sis-
temas de computacidon compatibles con IBM. Véase la tabla 2-9.

ASCII-8, pronunciado “as-ki” y que es una ahreviacion de American Standard Code for
Informartion Interchange (Codificacion Estandar Americana para Intercambio
de Informacidn). Esta codificacion fue originalmente desarrollada como una
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Tabla 2-9 EBCDIC

Carac. | Zona Numérico | Hex. || Carac. | Zona Numérico| Hex || Carac. | Zona Numérico | Hex
S FHIO 0010 E2 blanco 0100 0000 40

A 1160 0001 Cl T | M0 E3 1011 4B
B 0010 2 U 0100 E4 < 1100 4C
C 0011 C3 \" 0101 ES { 1101 4D
D 0100 C4 w 0110 E6 + 0100 1110 4E
E 0101 CSs X 0111 E7 & 0101 0000 50
F 0110 Ce6 Y 1000 ER $ 1011 5B
G 01t C7 Z 1110 1001 E9 * 1100 5C
H H00 8 ) 1101 SD
I 1100 1001 (@] Carac. | Zona Numérico | Hex : 0101 1110 SE
1 LG 0001 DI - 0110 0000 60
K Q010 D2 1} HHE 0000 FO / 0001 61
L 0ot D3 1 Q001 F! . 1011 6B
M 0100 D4 2 Q0§ F2 Yo 1100 6C
N 0101 Ds 3 0011 F3 > 1110 6E
O 0110 Do 4 0100 F4 2 0110 1111 6F
P 0111 D7 5 0101 FS : o1 1010 TA
Q 1000 D8 6 0o Fo6 # 1011 7B
R 1101 1001 DY 7 01l F7 @ 1100 7C
8 1000 F8 = o1 1 7E

9 TELL 1001 F9

Tabla 2-10 ASCII-8

Carac. | Zona Numérico | Hex || Carac. | Zona Numérico | Hex || Carac. | Zona Numérico | Hex
0 (o1 B0 50 A 1010 0001 Al P 1011 0000 B0
1 0061 51 B 0010 A2 Q 0001 Bl
hi a0to 52 C 0011 A3 R 0010 B2
3 0011 53 D 0100 Ad S 0011 B3
4 0100 54 E 0101 AS T 0100 B4
3 0101 55 F 0110 A6 U 0101 BS
6 G110 56 G 0111 A7 \% 0110 B6
7 0111 57 H 1000 A8 W 011t B7
8 1000 58 1 1001 A9 X 1000 B8
9 0101 1001 59 J 1010 AA Y 1001 BY

K 1011 AB Z 1011 1010 BA
L 1100 AC
M 1101 AD
N 1110 AE
(@) 1010 111 AF

estandarizacion en 7 bits de varias codificaciones especiales, y luego se extendio
a una codificacién con 8 bits. Se usa especialmente en sistemas de computacion
que no son IBM. Véase la tabla 2-10.

Observe que en ambos sistemas un digito tiene su representacién binaria como la pdrciéon
numérica de su codigo. Para la porcidon de zona, EBCDIC usa 1111 y ASCII-8 usa 0101.
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2.8 FORMATOS DECIMAL ZONIFICADO Y DECIMAL: EMPACADO

También se usa EBCDIC para representar datos numéricos en el computador. Sin embargo,
el signo de un nimero no se codifica conun grupo de 8 bits al principio del numero, sino conun
grupo de 4 bits que ocupa la porcién de zona del digito mas hacia la derecha. La codificacion
se da en la tabla 2-11; observe que el codigo para un nimero sin signo (positivo) es el codigo
normal de zona de digito. Por ejemplo, los niimeros 275, + 275, y --275 estan codificados en
la fig. 2-2. Se dice que numeros codificados de esta manera estan en el formato decimal zonifi-
cado. Otras codificaciones con 8 bits usan una convencion similar.

2 7 5
1
i 5 0010 | 111 Y 0111 | 1111 ) 0101
;—indicador del signo
Tabla 2-11
2 7 + 5
. 1
Signo EBCDIC 1111 10010 | 1111 § o111 | 1100 } 0101
|
+ 1100
- 1101 [—————-—indicador del signo
sin signo 1111
2 7 - 5

1 []
IHE 0010 |t Ponr [ 1101 | 0101
[ |
I——————indicador del signo

Figura 2.2 Formato decimal zonificado.

Aungque uno puede entrar/sacar datos en formato decimal zonificado, la unidad aritmético/
l6gica del computador no puede generalmente manejar datos en esta forma, y los datos deben
convertirse a otra forma antes de que se puedan hacer los calculos. Uan forma aceptable para
los calculos es el formato decimal empacado. En este formato, cada digito se codifica en BCD
de 4 bits, como en el signo, con el codigo para el signo colocado al final del nimero. Por ejem-

plo, 275, + 275, y — 275 se codifican en formato decimal empacado como se muestra en la
fig. 2-3.

2 7 5

[ o Lo o]

2 7 5 +

lOOl() ’ 0111 i 0101 [ ll()()l

2 7 5
LOOI() T()]Ill()l()l l 1101]

Figura 2-3 Formato decimal empacado.
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La conversion del formato cecimal zonificado al formato decimal empacado se logra en dos
pasos. Primero, las porciones de zona y numérica del byte que estd mds hacia la derecha se
intercambian, llevando el signo del numero al final del formato. Luego, se quitan las otras por-
ciones de zona y las porciones numéricas restantes se “empacan’ juntas. La conversion para
— 275 se ilustra en la fig. 2-4.

2 7 - 5

1 [l
Formato decimal zonificado | 1111} 0010 } 1113} 0111 | 1101 1 0101
t +

L X

Formato decimal empacado o010 fotre fotor f 1ol

2 7 5 -
Figura 2.4

Problemas resueltos

SISTEMAS NUMERICOS

2.1  Enumere y dé los simbolos para los digitos en el sistema numeérico en base (a) b = 4, (b)
b=9,(c)b=12,(d) b= 1.
El nimero de digitos es el mismo que la base, y los digitosson 0,1,2,...,6— 1.

(a) Cuatro;0,1,2y 3.

(b) Nueve;0,1,2,3,4,5,6,7,8.

(¢) Doce;0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, en donde Ay Bsimbolizan los nameros diez y once,
(d) La base b siempre debe ser mayor que uno; por lo tanto, no hay sistema numérico con b = 1.

2.2  Escriba en notacion expandida: (a) 3102,, (b) 4164, (¢) 5713,.

(@ 3102, =3x8 + Ix4 + 0x4 + 2x1
®) 4165=4XF + 1x9 + 6x 1

(¢) 57134 no es un niimero en base 6, ya que 7 no es un digito de ese sistema.

2.3  Escriba 735.426, en notacion expandida.
Las potencias negativas de b = 9 aparecen a la derecha del punto:

7354260 =TX P + 3x9 + 5x 1+ 4%x9"' + 2x9? + 6x97

2.4 Convierta 21534 a forma decimal.
Método 1.
Escriba en notacion expandida y calcule usando aritmética decimal.

2153, =2%6> + IX 62+ 5x6 + 3x1=2x216 + 1x36 + 5x6+ 3x1
=432+ 36+30+3=1501



44 CODIFICACIONES PARA COMPUTADORES [cap. 2

-

Método 2.
Use el algoritmo de conversion

+ g% ]+ X

8le 81X el alx wlt sl
o

Suma final

La suma final es la forma decimal deseada.

2.5 Convierta 0.3123, a forma decimal.
Método 1.
Escriba en notacién expandida y calcule usando aritmética decimal.
0.3123,=3x47" + 1x472 + 2x 47> + 3x47*
=3x0.25 + 1x0.0625 + 2x0.015625 + 3x0.00390625
=0.75+0.0625+0.031 25+ 0.011 718 75 = 0.855 468 75
Método 2.
Use el algoritmo de conversion, con 1/b = 1/4 = 0.25.

3
x0.25
@n
0.25

{ j 16875

0.25

( j.421875
0.25
0.85546875 Producto final

El producto final es la forma decimal requerida.

2.6 En el algoritmo para convertir una fraccion en base b a una fraccién decimal, muestre
que todo producto (no solamente el producto final) es menor que uno.

El “peor caso” se presenta con la fraccién en base b, cada uno de cuyos digitos son lo mas grande
posible, es decir,

F=0b-1b6-1---b-1
Aplicando el algoritmo a F,

Primer producto

b -1

>(”“+b—b_f‘l)=%x(£ﬁ“l)=7ﬂ—<‘

1

b

1 b-1\y_1_(b*~1\_b>-1
Segundo producto Ex(b—H—)—Ex( 5 )_—7’7—<1
Tercer producto -};
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2.7 Convierta el nimero decimal N = 626.4375 a su forma en base b = 4.

Primero convierta Ny = 626, la parte entera de N, dividiéndola, y cada cociente sucesivo, por b =
4, tomando nota de los residuos:

Residuos

626

Los residuos en orden inverso dan 21302,, la forma requerida para N.

En seguida, convierta N = 0.4375, la parte fraccionaria de N, multiplicindola, y cada parte frac-
cionaria sucesiva, por b = 4, tomando nota de los productos:

0.4375
X 4
1.7500
X 4
3.0000

El proceso termina después de dos pasos, dando 0.13,; como la forma requerida para Ng.
Finalmente, sumando las dos representaciones nos da N = 21302.13,.

SISTEMA OCTAL

2.8 Convierta el entero decimal A = 1476 a su forma octal.

Divida A, y cada cociente consecutivo, por 1a base b = 8, tomando nota de los residuos:

1476 Residuos

184 4
23 0
2 7

La sucesién de residuos en el orden inverso, como lo indica la flecha, da la forma octal requerida, A =
27045.

2.9 Convierta el entero octal B = 251463 a su forma decimal.
Aplique el algoritmo de conversién como sigue:

2

x 8

16

+5

21

x 8

168

+1

169

x 8

1352

_t4

1356

x 8

10848

+6
10854 Suma final

La suma final es la forma decimal deseada, A = 10854.
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2.10 Convierta a la forma binaria (a) 43027, (b) 21.6735.
Reemplace cada digito octal por su equivalente binario con 3 bits (tabla 2-1):

(a) ‘/‘/43(1)27\\ Némero octal

100 011 000 010 t11 Equivalente binario

() / )6{3\\‘ Nimero octal

010 001 . 110 111 o1 Equivalente binario

2.11 Convierta a la forma octal (¢) 11101010110,, (b) 1001101.01100001,.

Particione cada nimero binario en bloques de 3 bits comenzando desde el punto binario, agregan-
do Os si es necesario. Reemplace luego cada bloque de 3 bits por su equivalente octal (tabla 2-1).

(a) 011 101 010 110 Ntimero binario
3526 Equivalente octal

) 001{101 4}1“1/&010 Nimero binario
115.302 Equivalente octal

2.12 Sume los siguientes digitos octales:

1 1
3 6 7 2 5 7 3
t2 ¥4 %5 +4 6 +7 45

Encuentre la suma decimal, restando 8 y llevando un 1 (el cual llega a ser el siguiente digito) siem-
pre y cuando la suma pase de 7:

1 1
3 6 7 2 5 7 3
2 t4 45 +4  +6 47 45
Suma decimal S 10 12 7 2 14 8
Modificacion ~ -0 -8 -8 -0 -8 -8 -8
Suma octal 5 12 14 7 14 16 10
2.13 Evalte las siguientes sumas octales:
(a) 6254, (b) 36517, (c) 465.373+31.613,
+ 41764 + 647534
Proceda como en el ejemplo 2.6.
(a) 1 i (b) 1 1 1
6 2 5 4 3 6 S 1 7
+4 1 7 6 +6 4 7 5 3
10 4 13 10 10 1t 12 7 10
-8 -0 -8 -8 -8 -8 -8 -0 -8
1 2 4 5 2 1 2 3 4 7 2

(¢) Como siempre, uno tiene que alinear los puntos octales.

1 1 1

4 6 5 3 7 0
+ 3 1. 6 1 3

5 9 7 10 8 3
-0 -8 -0 -8 -8 -0

s 1 7 2 0 3
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2.14 Encuentre el complemento a la base menos uno (a sietes) y el complemento a la base (a

2.15

2.16

ochos) de los nimeros octales (a) 406135, (b) 7165204, (c) 3355004.

Reste cada digito de siete para obtener el complemento a la base menos uno, y luego sume uno
para obtener el complemento (a la base).

(a) b) (c)
Nimero octal 40613 716520 335500
Complemento a sietes 37164 061257 442277
Complemento 37165 061260 442300
Evalte cada diferencia octal:
(a) 62144 b) 46172634
— 3527, — 14237364

Efectie la resta sumando el complemento del substraendo al minuendo:

1

(a) 6 2 i 4 Minuendo
+4 2 5 1 Complemento del substraendo
10 4 6 S Sumas decimales
-8 -0 -0 -0 Modificaciones
® 2 4 6 s
1 1 1 1
(b) 4 6 1 7 2 6 3 Minuendo
+6 3 5 4 0 4 1 Complemento del substraendo
11 9 7 11 3 10 4  Sumas decimales
-8 -8 -0 -8 -0 -8 -0 Modificaciones
@ 3 1 7 3 3 2 4

Quitando el 1 en el circulo se obtiene la diferencia requerida.

Convierta cada fraccién decimal a su forma octal: (a) 0.4375, (b) 0.2.

Multiplique la fraccion decimal, y la parte fraccionaria de cada producto sucesivo, por la base b =
8, tomando nota de la parte entera de cada producto.

(a) 0.4375
X8

3.5000

__ 8

4.0000

La sucesion de partes enteras da la forma octal requerida, 0.4375 = 0.345.

) 02
x 8

loo 5

‘f*"l '9" b
taloo loe 0

En el cuarto paso de nuevo obtenemos 2 como la parte fraccionaria; asi que los digitos 1463 se
repetiran, dando

0.2=0.1463 1463 1463 - - -5
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SISTEMA HEXADECIMAL

2.17 Convierta el nimero decimal X = 15 321 a su forma hexadecimal.
Divida X, y cada cociente sucesivo, por b = 16, tomando nota de los residuos, como sigue:

15321 [16_ 957 |16 59 %

144 957 80 59 48
92 157

80 144
121 ]
112

®

(Los residuos, incluyendo el ultimo cociente, 3, que viene a ser el iltimo residuo, estan entre circulos.)
La sucesion de los residuos en orden inverso, como lo indica la flecha, es la forma hexadecimal para X,
Es decir, X = 3BD9,4, en donde hemos reemplazado los residuos 11 y 13 por sus digitos hexadecimales
equivalentes, B y D, respectivamente.

2.18 Convierta el nimero hexadecimal Z = 1A74,, a su forma decimal.

Método 1.
Escriba Z en la notacién expandida y calcule usando aritmética decimal:

Z=1AT4s=1%16"+ AX162 + 7x16 + 4x 1 =1x4096 + 10x256 + 7x 16 + 4x 1
= 4096+ 2560+ 112+ 4 = 6772

Método 2.
Use el siguiente algoritmo de conversion:

6772 Suma final

La suma final es la forma decimal requerida: Z = 6772.

2.19 Convierta en forma binaria (a) 3D59,, (b) 27.A3Cs.
Reemplace cada digito hexadecimal por su representacion de 4 bits (tabla 2-4).

(@) 3D59

AN

0011 1101 0108 1001

Asi que, 3D59, = 11110101011001,.
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®) 27.A3C~

NN

0010 0111 . 1010 0011 1100
Asf que, 27.A3Cys = 100111.1010001111,.

2.20 Convierta a forma hexadecimal (¢) 10110100101110,, () 11100.1011011011,..

Particione cada nmero binario en bloques de 4 bits a la izquierda y a la derecha del punto binario,
agregando Os si es necesario. Reemplace luego cada bloque de 4 bits por su digito hexadecimal equiva-
lente (tabla 2-4).

(@) 0010 1101 0010 1110

N\ /7

2D2E

Asi que, 2D2E¢ es la forma hexadecimal requerida.
(b) 0001 1100 . 1011 0110 _1100
1C.B6C

Asi que, 1C.B6C,¢ es la forma hexadecimal requerida.

2.21 Sume los siguientes digitos hexadecimales:

1
4 8 7 D 3 5 E
3 9 +5 +8 +B  +1  +F
Primero, encuentre la suma decimal ordinaria (usando A = 10, B= 11, ..., F = 15, cuando sea ne-

cesario). Luego, reste 16 y lieve un 1 siempre y cuando la suma decimal sea mayor que 15.

1

4 8 7 D 3 5 E

+3 49 #5 48 4B 41  +F

Suma decimal 7 17 12 21 14 6 30

Modificacion -0 -6 -0 -16 -0 -0 - 16

Suma hexadecimal 7 11 C 15 E 6 1E

2.22 Evalue
(a) 82C5.+9D86y (b) 83A7F4,,+ B5B63 (c) 4C.3E; s+ 2.5D8;
Proceda como en el ejemplo 2.9.
(a) 1 1 1 b) 1 1 1

8 2 cC 5 8 3 A 7 F 4
+9 D 8 6 + B 5 B 6 3
18 16 20 11 8 15 16 19 21 7
-16 -16 -16 -0 -0 -0 -16 -16 -16 -0
1 2 0 4 B 8 F 0 3 5 7

(c) Como siempre, alinee los puntos hexadecimales:

1
4 C. 3 E 0
+ 2. 5 D 8
4 14 9 27 8
-0 -0 -0 —16 -0 ~
4 E. 9 B 8



50

-~

CODIFICACIONES PARA COMPUTADORES [CAP. 2

2.23 Encuentre el complemento a la base menos uno (a 15s) y el complemento a la base (a

165s) de (a) 74B9;s, (b) 5COF8,s, (c) 2A7600.

Reste cada digito de 15 para obtener el complemento a 15s, y luego sume 1 para obtener el com-
plemento a 16s.

(a) ) (c)
Nimero hexadecimal 74B9 5COF8 2A7600
Complemento a 15 s 8B46 A3F07 DS589FF
Complemento 8B47 A3F08 D58A00

2.24 Evalﬁe 74B6416 - 42AF116 y 904D81916 - 230048216 .

Efectiie la resta sumando el complemento del substraendo al minuendo:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Minuendo 7 4 B 6 4 9 C 4 b 8 1 9
Complemento +B D 5 0 F +D C 3 F B 7 E
Sumas decimales 19 18 16 7 19 23 24 8 29 19 9 23
Modificaciones -6 —-16 —-16 -0 -16 -16 -16 -0 -16 —-16 -0 -16
@ 3 2 0 7 3 @ 7 8 8 D 3 9 7

Quitando el 1 en el circulo obtenemos la diferencia requerida.

CODIFICACION BINARIA

2.25 ;Qué quiere decir “BCD”, y cudl es la diferencia principal entre codificaciéon BCD y co-

2.26

2.27

2.28

dificacidn binaria directa?
BCD es una abreviacion para Binary-Coded Decimal (Decimal Codificado en Binario). Dado el ni-

mero decimal A, la codificacion BCD codifica cada digito decimal de A, mientras que la codificacion
binaria directa codifica el nimero A como un todo.

(Cuantas combinaciones ocurren en un (a) codigo de 4 bits? (b) codigo de 6 bits? (c)
codigo de 7 bits? (d) codigo de 8 bits? (e) codigo de 12 bits?

Un cbdigo de n bits permite 2" combinaciones. Asi que: (@) 2* = 16, (b) 2° =64, (c) 27 = 128,
(d) 28 = 256, (e) 2'* = 4096.

;Cudntos bits de zona y cudntos bits numéricos aparecen en un (a) cédigo BCD de 4
bits? (b) codigo BCD de 6 bits? (¢) codigo BCD de 8 bits?
Los tres codigos tienen cuatro bits numéricos.
(@) Un codigo BCD de 4 bits no tiene bits de zona.
(b) Un cddigo BCD de 6 bits tiene dos bits de zona, usualmente a la izquierda de los bits numéricos:

B A 8 4 2 1

(¢) Un cddigo BCD de 8 bits tiene cuatro bits de zona, también usualmente a ia izquierda de los bits
numeéricos:

Diga los nombres y describa los tres tipos de caracteres contenidos en el conjunto de
caracteres de un computador.

Un conjunto de caracteres contiene 10 digitos (0, 1, ..., 9) y 26 letras (A, B, ..., Z). Todos los
demas caracteres se llaman caracteres especiales. Algunos caracteres especiales son

( ) oy v o= - /

El espacio en blanco es también un caracter especial.
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2.29 ;Cuantos caracteres especiales se pueden acomodar por un (a) codigo de 6 bits? (b) co-
digo de 7 bits? (c¢) coddigo de 8 bits?

De acuerdo con el problema 2.26, un codigo de n bits puede acomodar 2" — 36 caracteres especia-

les. Asi que:
(a) 2°~36=64-36=28 b) 27-36=128~-36=92 (c) 2°-36=256-36=220

En caso de que el computador use miniisculas y mayQsculas, son posibles 26 caracteres especiales
menos.

2.30 Determine el niimero de caracteres en-los datos
256 PRIMERA AVENIDA
Hay 19 caracteres, incluyendo dos espacios en blanco.

CODIGOS BCD DE 4 BITS

2.31 Decodifique cada nimero, expresado en el cdédigo BCD ponderado 8-4-2-1:
(a) 011100110000 1001 (b) 0101 10000010 (c) 010010100110
Sume los pesos de los bits 1 (esto es, evaliie 1a notacién binaria expandida).

(a) 0111>4+2+1=7 0000— 0
0011—-2+1=3 1001 -»8+1=9

Asi, 7309 es el nimero codificado.

) 0101—>4+1=5 1000 — 8 0010— 2
Asi, 582 es el nimero codificado.

(c) 0100 - 4 1010-8+2=10 0110-4+2=6

Como 10 no es un digito, debe haber un error en la codificacién.

2.32 Decodifique cada nimero, expresado en el codigo BCD XS-3:
(a) 0110001110110111 (b) 10100101 1100 1000 0100

El coddigo BCD para un digito decimal d es el codigo ponderado 8-4-2-1 parad + 3. Por lo tanto,
decodifique cada bloque de 4 bits usando el codigo ponderado 8-4-2-1, y luego reste 3.

(a) 0110—4+2=6 y 6-3=3
00]11—-2+1=3 y 3-3=0
1011>8+2+1=11 y 11-3=8
0111 —>4+2+1=7 y 7-3=4

Asi, 3084 es el nimero codificado.

) 1010—-8+2=10 y 10-3=7
0101>4+1=5 y 5-3=2
1100—>8+4=12 y 12-3=9
1000 > 8 y 8-3=5
0100 -4 y 4-3=1

Asi 72951 25 el name ;o codificado.

2.33 Decouific-ue los siguientes nimeros, que estan en el codigo BCD ponderado 5-4-2-1:

0100 1100 0010 1010.
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Aqui, los pesos de los bits son, de izquierda a derecha, 5,4, 2y 1.
01004
1100>5+4=9
00102
1010>5+2=7
Asi, 4927 es el namero codificado.

2.34 Codifique el namero decimal 37 926 usando (a) el cédigo BCD ponderado 8-4-2-1, (b)

2.35

2.36

el codigo BCD XA-3.
(a) Exprese cada digito d en forma binaria de 4 bits (tabla 1-2):

3- 0011
70111
9- 1001
20010
60110

De esta manera, el codigo para 37 926 es 0011 0111 1001 0010 0110.

(b) El cédigo XS-3 para el digito decimal d es el codigo ponderado 8-4-2-1 parad + 3. Asi que, sume
3 a cada digito y procedacomo en (a).
3+3=6-0110
7+3=10->1010
9+3=12-1100
2+3=5-0101
6+3=9-1001

Ast, el codigo XS-3 para 37 926 es 0110 1010 1100 0101 1001.

Dado que el cédigo XS-3 para 2185 es 0101 0100 1011 1000, encuentre el codigo XS-3
para 7814.

Observe que 7814 es el complemento a 9s de 2185. Asi que, el complemento a 1s del codigo ante-
rior para 2185, 10101011 0100 0111, es el codigo XS-3 para 7814.

¢Cuantos caracteres especiales se pueden codificar en un coédigo BCD de 4 bits?

No hay caracteres especiales en un codigo de 4 bits. En realidad, como el codigo de 4 bits permite
s6lo 16 combinaciones, ni siquiera puede acomodar las 26 letras.

CODIGO BCD DE 6 BITS

2.37

Considere el codigo BCD de 6 bits (tabla 2-8). (a) ;Cuales son los bits de zona, y como
se rotulan? (b) ;Como se codifican los digitos decimales? (c) ;Cual es el codigo para
A = 69277

(a) Los primeros dos bits son los bits de zona, y se rotulan By A, como se muestra:

B{A|8|412}1

(b) Para cada digito d, ambos bits de zona son 0, y los cuatro bits numéricos son el codigo ponderado
8-4.2-1 para d.
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() 6— 000110 2000010
9> 00 1001 7000111

Asi que, A se codifica como 000110 001001 000010 000111.

2.38 Usando el cédigo BCD de 6 bits, ;como se codifican los bits de zona para (a) las 26 le-
tras? (b) los caracteres especiales?

(@) Los bits de zona son 11 para las letras A a I, 10 para las letras J a R, y 01 para las letras S a Z.
(b) No hay un patrén uniforme para los caracteres especiales. Algunos tienen bits de zona 11, otros

01, otros 10, y otros 00.
2.39 ;Qué forma abreviada se usa para los codigos de 6 bits?
Cada bloque de 6 bits se representa como dos digitos octales, cuyas formas binarias son los prime-
ros {res bits y los segundos tres bits, respectivamente.
2.40 Lo que sigue es el codigo BCD de 6 bits para el campo de datos AUDREY:
A 3] D R E Y

110001 | 010100 | 110100 | 101001 | 110101} 011000

Supongamos que el computador usa una verificacion de paridad impar. ;Como codifica-
ria el computador el bit de verificacién para cada caracter?

Los codigos para A, D, y R ya contienen un niimero impar de 1s, de tal manera que sus bits de
verificacion seran 1s. Con cada codigo precedido por su bit de verificacion, el campo de datos aparece-
rd como sigue:

A ) D R E Y

0110001 | 1010100 | 0110100 { 0101001 | 1110101 | 1011000

2.41 Si un computador cambia de verificacién de paridad impar a una verificacion de paridad
par, ;qué sucede, si algo sucede, al cédigo del caracter?

El cddigo original de 6 bits de un caracter no cambia. Sin embargo, el bit de verificacion para cada
caracter cambiara, yaseade0alodela0.

CODIGOS BCD DE 8 BITS; FORMATO DECIMAL EMPACADO

2.42 ;Qué significa el acronimo (¢) EBCDIC? (b) ASCII-8. ;Cuales sistemas de computadores
los usan?

(a) Extended Binary-Coded Decimal Interchange Code (Codigo Extendido de Intercambio Codificado
en Binario Decimal). Es usado especialmente por 1a IBM y por sistemas compatibles con 1a IBM.

(b) American Standar Code for Information Interchange (Codigo Estandar Americano para Intercam-
bio de Informacioén). Se usa especialmente en sistemas de computador que no son IBM.

2.43 ;Cuantas combinaciones diferentes de zona aparecen para los codigos de las 26 letras en
(a) EBCDIC? (b) ASCII-8?

(a) Tres. Los cuatro bits de zona se codifican 1100 para las letras A a I, 1101 paralasletrasJa R,y
1110 para las letras S a Z. ~

(b) Dos. Los cuatro bits de zona se codifican 1010 para las letras A a O, y 1011 para las letras P a Z.
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2.44

2.45

2.46

2.47

2.48
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;Cudl es la razdn para el 8 en el nombre ASCII-8?

El ASCII original, un codigo de 7 bits, fue extendido a uno de 8 bits. Como ambos codigos aiin se
usan, se agrega un 8 para distinguir el codigo de 8 bits.

¢Como se codifican los digitos decimales en (¢) EBCDIC? (b) ASCII-8?

Ambos codifican un digito d con una representacién binaria de 4 bits de d como su poreion numé-
rica. La porcion de zona de d se codifica 1111 en EBCDIC, y 0101 en ASCII-8.

(En donde y cémo codifica el EBCDIC el signo de un niimero? ;Cual es el nombre para
tal codificacion?

EBCDIC codifica el signo de un nimero en la porcion de zona del digito que esta mas hacia la de-
recha (en lugar de al principio del nimero); usa 1100 para +, 1101 para —), y 1111 para una niimero sin
signo. Esta codificacion se llama formato decimal zonificado.

Codifique los nimeros + 619, —619, y 619 en formato decimal zonificado EBCDIC.
Los nimeros se codifican como sigue:
6 1 + 9

' | 1
1111}'0110 1111 EOOOI 1100 ilOOl

6 1 - 9

] [] ]
1111;0110 1111 50001 1101 51001

6 1 9

1 t
1111 50110 1111 E 0001 | 1111 i 1001
i

Observe que la porciéon de zona del digito que estd mas hacia la derecha, 9, incorpora el signo en el
niimero. Todas las otras porciones de zona contienen 1111.

Los ntimeros almacenados en formato decimal zonificado se procesan normalmente en
formato decimal empacado. (a) Describa la codificacion formato decimal empacado.
(b) (Como se codifican los nimeros +619, —619, y 619 en el formato decimal empaca-
do EBCDIC? (c) ;(Cbémo cambia el computador un numero de formato decimal zonifica-
do en formato decimal empacado?

(a) Cada digito se codifica en su forma binaria de 4 bits, y el codigo de 4 bits del signo del nimero
aparece al final del niimero.

6 1 9 + 6 1 9 - 6 1 9

(v)
0110 j0001 1001 | 1100 0110 {0001 | 1001 {1101 0110} 0001 | 1001 | 1111

(c¢) El computador (i) intercambia las porciones de zona y numéricas del digito que esta mas haciala
derecha, (ii) suprime las porciones de zona de los otros digitos, y (iii) empaca juntos todos los
bits. Asi, si Z =1azona, D = el digito, y S = el signo,

Formato decimal zonificado ZD ZQ.ZD SD

Formato decimal empacado DDDDDS



CAP. 2] CODIFICACIONES PARA COMPUTADORES

Problemas suplementarios

SISTEMAS NUMERICOS

2.49

Escriba en notacion expandida: (a) 2043, (b) 435.621,.

2.50 Convierta a forma decimal: (a) 4205, (b) 142032.
2.51 Convierta a forma decimal: (a) 24.042s, (b) 2.13..
2.52 Escriba de nuevo el nimero decimal 3263 en la base (a) 5, (b) 4, (¢) 12 (usando A = 10y B = 11).
2.53 Escriba de nuevo el nimero decimal 1547 en la base (¢) 6, (b) 9, (c) 12 (usando A = 10y B = 11).
2.54 Convierta el niimero decimal 274.824 a su forma en base 5.
2.55 Convierta el nimero decimal 145.6875 a su forma en base 4.
2.56 Convierta el nimero decimal 0.3 a su forma en base 4.
SISTEMA OCTAL
2.57 Convierta cada nimero decimal a su forma octal: (a) 12 345, (b) 44 444,
2.58 Convierta a forma decimal: (a) 12345, (b) 44444;.
2.59 Convierta cada nimero decimal a su forma octal: (a) 0.4375, (b) 0.4.
2.60 Convierta a forma binaria: (a) 617025, (b) 43.02765.
2,61 Convierta a forma octal: (@) 10101111100, (b) 1000110111, (c) 1011.01011,.
2,62 Sume los siguientes nimeros octales:
4 5 2 6 7 1 3 4 7
3 +6 +4 +7 +4 +4 +6 +6 +7
2.63 Evaliie (a) 453765 + 36274, (b) 25736545 + 444777, (c) 333.5675 + 47.4747.
2,64 Encuentre el complemento a la base menos uno (a 7s) y el complemento (a 8s) de (a) 234705, (b)
1133558, (c) 666000s.
2,65 Evalile, usando complementos: (a) 6157s — 4325, (b) 6713545 — 2136045,
SISTEMA HEXADECIMAL
2.66 Convierta cada niimero decimal a su forma hexadecimal: (a) 967, (b) 2893.
2,67 Convierta a forma decimal: (a) 3E7,s, (b) 4A5C;s.
2.68 Convierta la fraccion decimal 0.3 a su forma hexadecimal.
2.69 Convierta a forma binaria: (a) B9E4.6, (b) S0C7F6,6. .
2.70  Convierta a forma hexadecimal: (a) 11101101101100,, (b) 1110001111110, (c) 111110.101111,.

55



56 CODIFICACIONES PARA COMPUTADORES [CcAP. 2

-~

2.71 Sume los siguientes digitos hexadecimales:

s 9 B 7 2 E 6 C 4
+7 +8 +2 +3 +4 +E +A +6 +9

2.72 Evalle (a) 47B6i + 9C7516, (b) 8DOTAS16+ 734F646, (¢} 67.E916 + A BCDE;,.

2.73 Encuentre el complemento a 1a base menos uno (a 15s) y el complemento (a 16s) de (a) SD309,s,
(b) 2A4E61.6, (c) AIB2C300..

2,74 Evale, usando complementos (a) 76B5.s — 432C6, (b) A57913,6— 64EE006.

CODIGOS BCD DE 4 BITS

275 Decodifique cada nlimero, expresados en el codigo BCD 8-4-2-1: (a) 0110 10010111,
(b) 0011 0100 1000 0101,

2.76 Decodifique cada nitmero, codificado en el codigo BCD XS-3: (a) 0101 1011 1000,
(b) 0111 11000011 0100 1010,

2.77 Decodifique cada nimero, codificado en el codigo BCD 5-4-2-1: (a) 1010 0010 1001,
(b) 1011 0001 0100 1100.

278 Codifique cada nimero decimal en el cédigo BCD 8-4-2-1: (a) 395, (b) 70 246.
2.79 Codifique cada niimero decimal en el coédigo BCD XS-3: (a) 395, (b) 70 246.

2.80 Dado que 011000111001 1011 es el codigo XS-3 para el nimero decimal A, encuentre el codigo XS-3
para el complemento (a 10s), de A, sin decodificar A.

CODIGO BCD DE 6 BITS

2.81 Codifique (sin usar una tabla) el niimero decimal 4839 en el sistema BCD de 6 bits en (a) forma binaria,
(b) forma octal.

2.82 ;Cuil es el minimo numero de bloques de caracteres necesario para codificar el mensaje AL PRINCI-
P10?

2.83 Suponga que un computador usa el cédigo BCD de 6 bits, con paridad impar. ;Cémo almacenaria el
computador el nombre (¢) MARCOS? (b) LUIS?

2.84 Suponga que un computador usa paridad par y que el campo de datos HAMLET se almacena en el com-
putador de la siguiente manera.

1111000 1110001 0100101 1100011 0110101 1010011

Sin usar una tabla, encuentra cual letra contiene un error, si es que hay alguno.

CODIGOS BCD DE 8 BITS

2.85 Codifique el nombre CLAUDIA en (a) EBCDIC binario, () EBCDIC hexadecimal. (c) ;Como aparece-
ria el codigo binario en el computador, si el computador usa verificacion de paridad impar?

2.86  Repita el problema 2.85 usando ASCII-8 en lugar de EBCDIC.
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2.87 Usando formato decimal zonificado, escriba los codigos EBCDIC para (a) +3750, (b) —8759, (c) 3759.

2,88 Usando formato decimal empacado, escriba los codigos para (¢) + 3759, (b) —3759, (c) 3759.

Respuestas a los problemas suplementarios

249 (@)2X6> + 0X6" +4x6+3x1, (B)4XT +3XT+5x1+6x7 '+ 2x72+ 1x73
250 (a) 941, (b) 5892

2.51 (a) 14.176, (b) 2.4375

2,52 (a) 101023s, (b) 3023334, (c¢) 1ATB:>

2.53 (a) 11055, (b) 2108s, (c) A8B.

2.54 2044.403;

2.55 2101.23,

2.56 0.1030303 - - -

2.57 (a) 30071, (b) 126634

2.58 (a) 5349, (b) 18724

2.59 (a) 0.345, (b) 0.31463146 - - -4

2.60 (a) 110001111000010101,, (b) 100011.00001011111,

2,61 (a) 2574y, (b) 1067, (c) 13.264

2.62 7, 13,6, 15,13, 5, 11, 12, 16

2.63 (a) 103672, (b) 3240653, (c) 403.2637,

2.64 (a) 543072, 543073s; (b) 664422, 664423¢; (c) 1117775, 1120004
2,65 (a) 16325, (b) 4555505

2.66 (a) 3C7s, (b) B4D:s

2,67 (a) 999, (b) 19036

2.68 0.4CCCC---

2.69 (a) 1011100111100100, (b) 10100001100011111110110

2.70 (a) 3B6C;s, (b) 1CTE;s, (c) 3E.BCi6

271 C, 11, D, A, 6, 1C, 10, 12, D -

2,72 (a) E42Bss, (b) 943C9Bi6, (c) 72.ASDEs
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2.73
2.714
2,75
2.76
2.71
2.78
2.79

2.80

2.81
2.82
2.83
2.84

2.85

2.86

2.87

2.88
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(a) A2CF6.6, A2CF756; (b) DSB19E,6, D5B19F6; (¢) SE4D3CFF 6, SE4D3D00;6
(a) 33896, (b) 408B13,

(a) 697, (b) 3485

(a) 285. (b) 49017

(a) 726, (b) 8149

(a) 0011 1001 0101, () 01110000 0010 0100 0110

(a) 0110 1100 1000, (») 101000110101 0111 1001

Cuando un digito decimal se aumenta en uno, su codigo XS-3 se aumenta en uno. Asi,

1001 1100 0110 0100-9s Complemento de A
+0001 = +1
1001 1100 0110 0101 - 10s Complemento de A

(a) 000100 001000 000011 001001, (b) 04 1003 11

Doce; hay un caracter en blanco.

(a) 1100100 0110001 0101001 1110011 0100110 1010010, (b) 0100011 1010100 1111001 1010010.
La M, ya que 0100101 contiene un nimero impar de 2s.

(a) 11000011 11010011 11000001 11100100 11000100 11001001 11000001, (b) C3 D3 C1 E4 C4 C9
C1, (c) 111000011 011010011 011000001 111100100 011000100 111001001 011000001.

{(2) 10100011 10101100 10100001 10110101 10100100 10101001 10100001, (b) A3 AC Al B5 A4
A9 A1, (¢) 110100011 110101100 010100001 010110101 010100100 110101001 016100001.

(@) THHIOet P11 TY HHEEO10T 11001001

(B)Y  HTLOOTT LHELOEEE 110101 1101100}

(¢) HITIOOLL LIOTEL LHHiO10T Tiitoot

(@) 00TLOMIT 0101 Y001 1106, (5 00TL0HEL 0101 1001 1101, (¢) 0011 0111 0101 1001 1111



Capitulo 3

Aritmética del computador

3.1 CONCEPTOS MATEMATICOS BASICOS

En esta seccidén discutiremos diversos conceptos matematicos que son necesarios en el estu-
dio de la aritmética del computador.

Numeros aproximados; Digitos significativos

Un dispositivo para medir o calcular, tal como una calculadora de escritorio, un microme-
tro, o aiin un computador electronico moderno, puede manejar solamente un numero finito de
digitos en un momento dado. Asi, un niimero registrado puede representar una cantidad sblo
aproximadamente. Por ejemplo, la altura de un estudiante puede registrarse como 187 centi-
metros, siendo que su verdadera altura podria ser media unidad mis, o sea 187.5 cm. También
resultan nimeros aproximados cuando se usan fracciones decimales que terminan para repre-
sentar numeros irracionales, por ejemplo

V2=1.414 7 =3.1416

(A veces se usa ~ para aproximadamente igual.)

La exactitud de un niimero aproximado A se mide, por lo comin, con el namero de digitos
significativos en A. Necesitamos el adjetivo “significativo”, ya que algunos nimeros usan Os
tan sblo para colocar el punto decimal. Por ejemplo, una onza se puede aproximar en el siste-
ma métrico como

28 gramos o como 0.028 kilogramos

En ambos casos, la aproximacion usa dos digitos significativos; los 0s en 0.028 no son significa-
tivos, sino que simplemente localizan el punto decimal. Las reglas formales para los digitos sig-
nificativos son las siguientes:

Regla 1: Un digito no nulo siempre es significativo.
Regla 2: El digito 0 es significativo si se encuentra entre otros digitos significativos.
Regla 3: El digito 0 nunca es significativo cuando estd precedido por digitos no nulos.

Considere cualquier nimero aproximado no nulo A. El digito més significativo de A es el
primer digito significativo (el que estid mis hacia la izquierda); serd siempre el primer digito no
nulo de A (por la Regla 3). El digito menos significativo de A es el Gltimo digito significativo
(el que esta mas hacia la derecha). Excepto en un caso ambiguo, discutido en el ejemplo 3.1(d)
el digito menos significativo de A sera el Gltimo digito de A, cero o no. Los digitos significati-
vos de A son todos los digitos entre e incluyendo el mas y el menos significativo.

EJEMPLO 3.7

(a) Considere los nimeros 3.14, 1234, 56.607, 880.077. Todos los digitos son significativos; asi que estos
nameros contienen 3, 4, 5, y 6 digitos significativos respectivamente.

(b) Considere el nimero 0.000 345. Por la Regla 3, el nitmero contiene solamente tres digitos significativos,
el 3,el 4,yel 5.

(¢) Los Os finales son todos significativos si el niimero aproximado tiene un punto decimal intercalado. Asi,
7.7700, 7770.0, y 0.000 777 00 contiene cada uno cinco digitos significativos, los tres 7s y los dos Os fina-
les. Los Os iniciales en el tercer niimero no son significativos. -
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(d) El niimero A = 56 700 000 tiene Os finales pero no tiene punto decimal intercalado. El 7 o uno de los Os
finales puede ser el digito menos significativo; pero sin informacion adicional sobre A, no podemos decir
cudl es el caso. Tal ambigliedad se evita escribiendo el niimero en notacidn cientifica o en forma expo-
nencial normalizada; estas formas se discuten en la seccion 3.2,

Observacion: De todos los nimeros decimales que se pueden almacenar (en forma codifi-
cada) en una sola localizaciéon de memoria de un computador, sea M el mayor numero de digi-
tos significativos. Entonces al niumero de digitos significativos de M se le lama precision del
computador.

Redondeo de nimeros

Frecuentemente queremos aproximar un valor numérico por medio de otro niimero, que
tenga menos digitos decimales o que tenga un numero dado de digitos significativos. Esto se
logra cominmente quitando uno o mas de los digitos menos significativos y luego redondean-
do el nimero que queda. Las reglas para redondeo, en donde “digito de prueba” se refiere al
primer digito (el que estd mas hacia la izquierda) de los que se quitan, son:

Aproximacién por defecto. Si el digito de prueba es menor de 5, los digitos precedentes no
se cambian.

Aproximacién por exceso. Si el digito de prueba es mayor que 5 o es un 5 seguido por lo
menos de un digito no nulo, el digito precedente se aumenta en 1 (llevando un 1 si el digito
precedente es un 9).

Regla sume si impar. Si el digito de prueba es 5 seguido solamente de Os, el digito prece-
dente no se cambia si es par, pero se incrementa en 1 si es impar.

Bajo estas reglas, el maximo error de redondeo sera la mitad del valor de posicién del alti-
mo digito que quede.

EJEMPLO 3.2

{a) Redondee cada numero a dos cifras decimales: 1,734 82, 3.1416, 0.0037, 0.5677, 258.678, 0.00911. Ei
digito de verificaciéon (subrayado) es el digito en el tercer puesto decimal. Los tres primeros nimeros se
aproximan por defecto, ya que el digito de prueba es menor que 5; los tres G!timos nliimeros se aproximan
por exceso, ya que el digito de prueba pasa de 5. Asi los nimeros redondeados son: 1.73, 3.14, 0.00,
0.57, 258.68, 0.01.

(6) Redondee cada niimero a una cifra decimal: 1.152, 22.250070, 3.35, 36.6500, 7.85. 9.9500. El digito
de prueba, que aparece en la segunda posicion decimal es 5 en todos los nameros. Los primeros dos ni-
meros se aproximan por exceso, ya que el digito de prueba 5 estd seguido por digitos no nulos. La Regla
sume si impar se aplica a los cuatro Gltimos nimeros, ya que cada digito de prueba 5 esta seguido por Os.
El tercero y el lltimo niimeros se aproximan por exceso, ya que los digitos precedentes, 3 y 9, son impa-
res; pero el cuarto y el quinto ndmeros se aproximan por defecto, ya que los digitos precedentes, 6y 8,
son pares. Asi, los niimeros redondeados son 1.2, 22.3, 34, 36.6, 7.8, 10.0.

(c) Redondee cada nimero a 3 digitos significativos: 0.77777, 5.4321, 66.6503, 888.5, 333.5. 111 500. El
digito de prueba (subrayado) es el cuarto digito significativo. Los nimeros redondeados son: 0.778, 5.43,
66.7, 888, 334, 112000. La regla sume si impar se aplico en los Gitimos tres nimeros.

Truncamiento

Muchos calculos aritméticos en el computador resultan con mds digitos de los que se pue-
den almacenar en las localizaciones de memoria. En lugar de redondear los nimeros, la mayoria
de los computadores se programan simplemente para suprimir los digitos menos significativos.
A esta operacion se le llama truncamiento. Por ejemplo, cada uno de los siguientes nimeros ha
sido truncado a 3 digitos significativos.

Nuamero 88.77 —7.898% 999111 ~(.012 345
Valor truncado 88.7 -7.89 999 -3.m23
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Observe que los numeros positivos siempre resultan disminuidos en valor cuando son trunca-
dos, mientras que los nimeros negativos siempre se aumentan en valor.

El error de truncamiento puede ser casi igual al valor de posicién total del ultimo digito
que quede. Por ejemplo, si truncamos $24.99 a su cantidad en pesos, obtenemos $24, un error
de 99¢. Asi, el maximo error de truncamiento es el doble del maximo error de redondeo (rela-
tivo a la misma posicién decimal). Adn mas, si un nimero grande de nimeros positivos varios
se truncan al mismo nimero de decimales, el error promedio deberia ser la mitad del error de
posicidn del ultimo digito que quede, mientras que el error de redondeo promedio seria cero
(los errores negativos de las aproximaciones por defecto tienden a cancelar los errores positivos
de las aproximaciones por exceso).

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero puede verse intuitivamente como la magnitud, sin tener en
cuenta el signo. Denotamos el valor absoluto de un nimero a por lal. Formalmente definimos
lal como el mayor de los nimeros a y —a; o sea,

a (a>0)
lal={ 0 (a=0)
~-a (a<0)
Observemos que la! = I-—al > 0 para todo nimero a, y que lal es positivo siempre que a no sea
cero.
EJEMPLO 3.3

(a) Encuentre el valor absoluto de 15, —8, 3.25, 0, —2,22, —0.075. Escriba sencillamente ia parte numérica
del niimero: |15] = 15, {-8| = 8, {3.25) = 3.25, |0l = 0, [-2.22] = 2.22, |-0.075} = 0.075.

() Evalde @) |3~ 8|, i) |7 - 2. Gii) [3] - |8}, Gv) —]-5].

G [3-8=1]-5|=5 (i) |3|-18|=3-8=-5
iy [7-2=15]=5 ) —I-5[=~()=-5

3.2 FORMA EXPONENCIAL

Por razones de brevedad, un nimero muy grande o un nimero muy pequeiio se puede es-
cribir a veces como un nimero multiplicado por una potencia de 10. Por ejemplo, 28 000 000
000 se puede escribir 28 miles de millones o 28 X 10°, y 0.000 000 033 44 se puede escribir
3.344 X 1078, En realidad, todo niimero se puede escribir en forma de un nimero veces una
potencia de diez, llamada forma exponencial. Asi,

567 =5.67 x 10? 0.005=5.00x 1073 25 =0.25x 10?
Tal forma no es Gnica, por ejemplo
567 = 0.0567 x 10* = 0.567 x 10° = 56.7 X 10* = 56 700 x 1072

AGn mis, se tiene que 567 = 567 X 10° (en donde 10° = 1). Observe que la Unica diferencia
entre las formas exponenciales equivalentes es la posicion del punto decimal y el exponente de
diez. Esto resulta del hecho de que al multiplicar un nimero decimal por una potencia de 10
sencillamente se traslada el punto decimal en el nimero.

Considere ahora cualquier nimero no nulo A. Podemos escribir A univocamente como un
namero M multiplicado por una potencia de diez, A = M X 10", en donde el punto decimal
aparece directamente en frente del primer digito no nulo en M. A esto se le llama formaexpo-
nencial normalizada de A. Al nimero M se le llama mantisa de A, y al exponente n se le llama
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exponente de A. Observamos que .1 < M < 1 para todo A positivo, y que —1 < M < — .1 para
todo A negativo.

EJEMPLO 3.4 En la tabla 3-1 aparecen varios nimeros escritos en forma exponencial normalizada, con una
lista explicita de 1a mantisa y el exponente de cada namero.

Observe primero que tanto la mantisa como el exponente pueden ser positivos negativos. Normalmente
escribimos un 0 en frente del punto decimal en la forma normalizada, para lectura mas facil y para prevenir
posible pérdida del punto decimal cuando se copia el nimero.

Observacion 1: Otra forma exponencial frecuentemente usada es la llamada notacion cien-
tifica. En esta forma exponencial, el punto decimal aparece directamente después del primer
digito no nulo. Por ejemplo,

Nitmero decimal 999 111 0.006 66 0.75 22.33
Notacion cientifica 9.991 11 % 10? 6.66x 1073 7.5% 107! 2.233x 10

El mérito principal de la notacidon cientifica, fuera de su brevedad, es que no hay ninguna
ambigiiedad sobre los digitos significativos de un nimero; todo digito en la mantisa es signifi-
cativo. (Esto también es cierto para nimeros en forma exponencial normalizada.)

Tabla 3-1

Nuamero decimal Forma exponencial normalizada Mantisa Exponente

2222 0.2222x 10° 0.2222 3
0.0033 0.33x 1072 0.33 ~2
~44.44 —0.4444 x 10° -0.4444 2
0.55 0.55x 10° 0.55 0
~-0.000 06 -0.6x107* -0.6 -4

Observacion 2: La entrada numérica al computador debe representarse como una sola linea
de caracteres. Asi, la letra E seguida de un entero, n, se usa cominmente para denotar multi-
plicacion por 10™.

EJEMPLO 3.5

11.22E3 significa 11.22x 10°= 11220
3.456E-5 significa  3.456 x 107° = 0,000 034 56
0.00556677E04  significa  0.005 566 77 x 10* = 55.6677
—-0.003 33E+2 significa —0.003 33 x 10> = —0.333

La mayoria de los computadores restringen el exponente para que sea un entero con signo o sin él, de maximo
dos digitos.

Forma exponencial binaria

Los numeros binarios, como los niimeros decimales, se pueden escribir en forma exponen-
cial, usando potencias de dos en lugar de potencias de diez. Asi, cada nitmero binario no nulo
tiene una Gnica forma exponencial normalizada, en la cual el punto binario aparece antes del
primer bit 1. Esta forma tnica da una tnica mantisa M, y un Gnico entero n que representa el
exponente de dos. Cualquiera de estos nimeros puede ser positivo o negativo, y el exponente
n también puede ser cero. AGn mads, el computador cominmente almacena una mantisa como
un namero fijo de bits truncando o agregando Os al niimero original.
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EJEMPLO 3.6 La tabla 3-2 da algunos nimeros binarios en forma exponencial normalizada, cada mantisa con
exactamente 5 bits.

Tabla 3-2
Niamero binario | Forma exponencial normalizada Mantisa Exponente
1010.1 0.10101 x 2* 0.10101 4
0.001111 0.11110x 272 0.11110 -2
-111 -0.11100 x 2* -0.11100 3
0.1 0.10000 x 2° 0.10000
-0.01010101 -0.10101 x 2°! -0.10101 -1

3.3 REPRESENTACION INTERNA

Ahora vamos a discutir como se representan nimeros dentro de un computador usando co-
dificacidon binaria directa, la cual codifica un nimero completo como un todo. (La codifica-
cion BCD, que codifica un nimero digito por digito, se discutio en el capitulo 2.)

La codificacion binaria directa requiere que un nimero se almacene en las localizaciones
del computador como un nimero fijo de bits. Una lista de bits se trata como una unidad lla-
mada palabra, y al nimero de bits se le llama longitud de la palabra. Para fijar las ideas, supon-
dremos, a no ser que se diga lo contrario, que nuestros computadores usan palabras de longitud
fija 32.

Representacion entera

Los enteros, o niimeros en punto fijo, son nimeros que no tienen punto decimal. Un ente-
ro J se representa en la memoria de un computador por medio de su forma binaria si J es posi-
tivo, y por medio de su complemento a 2s (o sea, el complemento a 2s de su valor absoluto) si
J es negativo.

EJEMPLO 3.7 El computador almacena 423 = 110100111, en una localizacién de memoria de 32 bits agre-
gando suficientes Os al principio de su forma binaria:

423 oforojojol---j0joj1|1jo0f1{o0jo01l1j1;1

El computador almacena —423 en una localizaciéon de memoria tomando el complemento a 1s de la anterior
representacion de 423 y sumandole un 1:

=423 111yt q---qrjrjotorjoi1f1lojo1

En la primera representacion los puntos representan Os omitidos; en la segunda, 1s omitidos.

El computador puede saber si un entero J en la memoria es positivo o negativo mirando el
primer bit. Si el primer bit es 0, entonces J es positivo; si el primer bit es 1 entonces J es nega-
tivo. De acuerdo con ésto, el entero mds grande (positivo) que se puede almacenar en una loca-
lizacion de memoria de 32 bits es

ot111---11111

31 unos

6 2% -- 1, que es aproximadamente dos mil millones. Andlogamente, el entero (negativo), mas
pequeio que se puede almacenar en una localizacién de memoria de 32 bits es —2°%!, o aproxi-
madamente menos dos mil millones.
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-

Representacion punto flotante

Los niimeros en punto flotante (también llamados niimeros reales) tienen puntos decimales
intercalados. Tales nliimeros se almacenan y procesan en sus formas exponenciales binarias. La
localizacion de memoria se divide cominmente en tres campos, o bloques de bits. Un campo,
el primer bit, se reserva para el signo del nimero (usualmente 0 para + y 1 para —); un segundo
campo, para el exponente del nimero; y el Gltimo campo, para la mantisa del nimero. La
fig. 3-1 muestra los campos usuales de una localizacion de memoria de 32 bits. Con un cam-
po de mantisa de 24 bits, la precision del computador (sec. 3.1) es 8 (digitos decimales sig-

nificativos).
signo _“] exponente mantisa

it— ] 7bis 24 bits
Figura 3-1
Queda por discutir la manera como el exponente entero, n, de un nimero en punto flotan-
te se representa en su campo. Unos pocos computadores almacenan n en su forma binaria
cuando n es positivo o cero, y como su complemento a 2s cuando n es negativo; o sea, de la
misma manera como se guardan en la memoria los enteros en punto fijo. Sin embargo, la mayo-
ria de los computadores representan n por su caracteristica, n + 2™, en donde ¢ es el nimero
de bits en el campo del exponente. La tabla 3-3 muestra la relacion entre el verdadero expo-
nente de n y su caracteristica cuando t = 7. Observe que un campo de exponente de 7 hits pue-

de representar exponentes desde —64 hasta 63, lo cual quiere decir que el computador puede
almacenar niimeros en punto flotante entre 27 y 293,

Tabla 3-3
Exponente 64 | -3 | -62 | -61 | - -1 ] o 1] 63
verdadero
Caracteristica 0 1 2 3 s 63 64 65 s 127

EJEMPLO 3.8 Dado A = —419.8125. Convirtiendo A a forma binaria resulta
A = ~-110100011.1101;
Asi, la forma exponencial normalizada de A es
A =-0.1101000111101 x 2°
Siendo 9 el verdadero exponente de A, su caracteristica de 7 bits es
9464 ="73= 1001001,

Asi, A serd almacenado en la localizacion de memoria de 32 bits como sigue.

signo de A-——l caracteristica mantisa

1jrjojojr|njotrrjr|tjofryojojof1j1}i}1j0y41j0j0j0j---]0]0
1 bit————————T 7 bits 24 bits

Observe que (i) el primer bit es 1, 1o cual indica que A es negativo; (ii) el primer bit del campo de la caracteris-
tica es 1, 1o cual indica que el exponente de A es no negativo; y (iii) se agregarn suficientes Os al final de la man-
tisa para completar un campo de mantisa de 24 bits.
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3.4 ARITMETICA DEL COMPUTADOR

Los computadores normalmente ejecutan calculos aritméticos con niimeros en forma expo-
nencial; podemos llamar a esto aritmética de punto flotante o aritmética real. Sin embargo,
algunos lenguajes de programacion, tales como el FORTRAN, hacen posible que el computa-
dor ejecute un tipo separado de aritmética para numeros almacenados como enteros en punto
fijo. Estudiamos este tipo de aritmética de enteros primero, y luego, con mucho mas detalle,
estudiaremos la aritmética de punto flotante.

Aritmética de enteros

La principal propiedad de la aritmética de enteros es que el resultado de cualquier opera-
cién con enteros debe ser un entero. Por medio de la adicidn, substraccion, y multiplicacion
de enteros, obtenemos los resultados usuales. Por ejemplo,

12+5=17 12-5=7 12x5=60
Sin embargo, en la division de enteros, el resultado se obtiene truncando el cociente usual a un
entero. Por ejemplo,

12+-5=2 7+-8=40 -9+-2=-4
Asi, la division de enteros es diferente de la division ordinaria, y, en la aritmética de enteros, la
regla ordinaria

en general no es cierta.

Aritmética de punto flotante (Real)

Ahora todos los nimeros se almacenan y procesan en forma exponencial. Sea P la preci-
sién del computador (sec. 3.1). El principal hecho para recordar es que el resultado de cual-
quier operaciéon es normalizado y que la mantisa se redondea o se trunca a P digitos. Para ilus-
trar, vamos a suponer en los ejemplos siguientes que todas las mantisas se han truncado (no
redondeado) a P = 4 digitos decimales; representamos los nlimeros en forma exponencial deci-
mal mds bien que en la forma exponencial binaria que en realidad se usa en el computador.

Adicion real. Si dos niimeros que se van a sumar tienen el mismo exponente, las mantisas
se suman y se usa el mismo exponente.

0.2356 x 10* + 0.4123 x 10* = 0.6479 x 10*

0.5544 x 102 + 0.7777 x 10* = 1.3321 x 10? = 0.1332 x 10°

Aqui, el Oltimo valor se obtiene normalizando y truncando la suma de las mantisas. Por otra
parte, si los dos nimeros tienen exponentes diferentes, entonces uno de los niimeros debe
renormalizarse de tal manera que ambos tengan el mismo exponente antes de que se efectie la
adicion. Normalmente, el computador ajusta el exponente mas pequefio. Por ejemplo,

0.1166 x 102 + 0.8811 x 10° = 0.001 166 X 10* + 0.8811 X 10* = 0.882 266 x 10* ~ (.8822 x 10*
El dltimo valor se obtiene de nuevo por truncamiento.
La substraccion real es similar a la adicion real.
0.8844 x 107% — 0.3322x 1072 =(.5522 % 1072
0.7777 x 10* — 0.7531 x 10°> = 0.0246 X 10° = 0.2460 x 107

Observe que en la segunda substraccion se pierde un digito significativo, de tal manera que la
mantisa final, .2460, contiene un 0 no significativo.

0.6666 x 107 — 0.3333 x 107 = 0.6666 % 10° — 0.033 33 x 10° = 0.633 27 X 10> ~0.6332 X 10* ~

De nuevo se ha efectuado truncamiento.
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Multiplicacion real. Ahora multiplicamos las mantisas y sumamos los exponentes.

(0.3355 x 10%) X (0.4466 % 10*) = 0.149 834 30 x 10° =~ 0.1498 x 10°

(0.1111 x 10%) x (0.2222 x 10%) = 0.024 686 42 x 10° = 0.2468 x 10°

(0.4444 x 107%)x (0.3579 x 10?) = 0.159 050 76 x 10-3 ~ 0.1590 x 10~
Como siempre, los resultados de los calculos se renormalizan, si es necesario, y se truncan a
P = 4 digitos significativos.
Division real. Ahora dividimos las mantisas y restamos los exponentes. La division se efec-
tia solamente hasta P digitos significativos.
(0.4444 x 107) + (0.1357 x 10*) = 3.271 x 10° = 0.3271 x 10*
(0.3333 x 107%) + (0.6543 x 10%) =~ 0.5089 x 10°*

(0.8877 x 10%) + (0.2121 x 10*) = 4.185x 107 = 0.4185 x 107!
3.5 ERRORES

Como el computador retiene un niimero limitado de digitos significativos, la mayoria de
los valores numéricos almacenados y de calculos son s6lo aproximaciones de los valores verda-
deros. Asi que es ventajoso tener alguna idea de error absoluto y error relativo.

La diferencia entre el verdadero valor y el valor aproximado de una cantidad se llama error
absoluto (en la aproximacién). Esto es, si A es una aproximacion del valor de A, entonces
e = A— A es el error absoluto. (Algunos textos definen error absoluto como el valor aproxi-
mado menos el valor verdadero.) La razon entre el error absoluto y el valor verdadero.

e=A—A—

A A
se llama error relativo. Los errores relativos se expresan frecuentemente como porcentajes.

EJEMPLO 3.9 Si A = 1.427, encuentre el error absoluto y el error relativo cuando (a¢) A es redondeado a
1.43, (b) A es truncado a 1.42.

{a) El error absoluto e es la diferencia
e=1427-143=-0.003
El error relativo r es la razon

_e_—0003_
TA 1427 0.0021
Asi Ir]=0.21.
) e=1427-1.42=0.007
e 0.007
= A= 1a9- 0.0049

Asi |rl = 0.49%, que es mas de dos veces el error relativo en (a).

Considere cualquier valor numérico A. Aun sin saber el verdadero valor de A, podemos
colocar una cota en el error relativo, r,, cuando A es redondeado o truncado.

Teorema 3.1 Cuando A es redondeado a P digitos decimales significativos, entonces,
[ra] <0.5x 10-7*
Cuando A es truncado a P digitos decimales significativos, entonces
' ’AI < 10~P+t

Para P = 4, el teorema da |r, | < 0.001 para redondeo o truncamiento de cualquier nimero A.

Fuera del redondeo y del truncamiento, hay otras fuentes de error en el computador. Men-
cionamos algunas de éstas en los proximos ejemplos.



CAP. 3] ARITMETICA DEL COMPUTADOR 67

EJEMPLO 3.10 (Propagacion de errorres). Supongamos que un computador trunca todos los valores numéri-
cos a P = 4 digitos decimales. Entonces A = 2/3 se almacenaria como 0.6666, con un error relativo de

- (2/3) - 06666 _

73 0.0001

Sumando A a si mismo seis veces da

0.6666
+ 0.6666
1.333
+ 0.6666
1.999
+ 0.6666
2.665
+0.6666
3.331
+ 0.6666
3.997

Cada vez la suma se trunca a 4 digitos. La suma verdadera es 6(2/3) = 4. De aqui que el error relativo sea

4-3.997
P = ——

2 =0.00075

que es mas de siete veces el error relativo original.

EJEMPLO 3.11 (Errores de conversion). Una fraccion decimal que termina puede convertirse en una fraccion
binaria que no termina (véase, por ejemplo, el problema 1.15), que necesariamente debe ser truncado para que
sea almacenado en el computador. El error que resulta, aunque muy pequeiio, puede propagarse a medida que
el nimero se use repetidamente en los calculos.

EJEMPLO 3.12 (Cancelacion substractiva). Supongamos que queremos encontrar la diferencia, D = A — B,
de dos niimeros casi iguales, A y B; digamos

A =22288 B =222.11
Si el computador trunca todos los valores numéricos a 4 digitos decimales, A y B se almacenaron como
A =02228x10° B=02221x10°

por lo tanto, D = 0.0007 X 10° = 0.7000 (un digito significativo!). El verdadero valor es D = 0.77. Porlo
tanto, el error relativo r es

0.7000

077 " Ol%

r=

Esto es mas de 90 veces la cota 0.1% en errores de truncamiento cuando P = 4. La cancelacion substractiva
(pérdida de digitos significativos cuando dos niimeros casi iguales se restan) es origen de algunos de los errores
mas serios en calculos con computadores.

Problemas resueltos

CONCEPTOS MATEMATICOS BASICOS

3.1 Determine el digito mas significativo, el digito menos significativo, y el nimero de digi-
tos significativos en ~

222.333 8.008 0.0555 0.002 200 440 000
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3.2

3.3

3.4

3.5

3.6
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Los digitos mas y menos significativos se han subrayado:
222.333 8.008 0.0555 0.002 200 440 000

Observe que el digito mas significativo es el primer digito no nulo, y, excepto en el Gltimo nimero, el
digito menos significativo es el Gltimo digito, cero o no cero. En el iltimo nimero, el digito menos
signiticativo 0 ya se indicd por medio de una barrasuperior. Asi, los niimeros tienen 6, 4, 3,4,y 4
digitos significativos, respectivamente.
Encuentre el niimero de digitos significativos de A = 234 000 000.

Este es el caso ambiguo, en donde se tienen Os finales pero no hay punto decimal intercalado; A
puede tener cualquier nimero entre 3 y 9 digitos significativos.
Redondee

555.666 2222.333 333.00 44.665 9.9950 0.005 000
(a) a dos cifras decimales, (b) a 4 digitos significativos.

(a) El digito en el tercer puesto decimal es el digito de prueba. Usando las reglas para redondeo, obte-
nemos:

555.67 2222.,3 333.00 44.66 10.00 0.00
La regla Sume si impar se aplica a los Gltimos tres nimeros.
(b) El quinto digito significativo es el digito de prueba. Asi que obtenemos:
555.7 2222 333.0 44.66 9.995 0.005 000

¢(En qué se diferencia la prictica de redondeo comin y corriente al procedimiento de
este libro? '

La mayoria de la gente aproxima por exceso cuando el digito de prueba es 5, sin aplicar la regla
Sume si impar.
Trunque
222.333 5.5555 0.044 44 -7.7777 —0.009 999 99
(a) a un entero, (b) a 4 digitos significativos.

(@) Sencillamente quite 1a parte fraccionaria del nlimero, lo que da
222 5 0 -7 Q

(b) Quite todos los digitos después del cuarto digito significativo, obteniendo
2223 5.555 0.044 44 =7.777 -0.009 999

Evalte [7l, |-7], |-11], [0}, |-1], |13}, |~13]; (6) [3- 5], [-3+ 5], |-3-5].
(a) El valor absoluto es la magnitud del nimero sin tener en cuenta el signo:

7=7 |-71=7 |-1l=11  Jo{=0 |-1|=1 |13|=13 |-13]=13
(b) Evalie primero dentro de los signos de valor absoluto:

3-5|={-2|=2 |-3+5|={2|=2 |-3-5/=1-8/=8

FORMA EXPONENCIAL

3.7

Escriba de nuevo los siguientes nimeros decimales sin exponentes:

(@) 222x10° (c) —-444x10? (e) 0.0666 x 10°
(b) 333x10°° (d) 0.00555x 107 (H -0.777x10°
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Multiplicar un niimero decimal por 10" es equivalente a correr el punto decimal n posiciones a la
derecha, si n es positivo, o |n| posiciones a la izquierda, si n es negativo. Asi que:

(@) 22200 (c) —44400 (&) 666
(b) 0.000333 (d) 0.000005 55 (f) -0.777

3.8  Escriba los siguientes niimeros en forma exponencial normalizada:(a) 11.22, (b) —555.666,

(c) 0.007 77, (d) —0.000 088, (e) 0.0. Diga la mantisa y el exponente de cada numero.
Corra el punto decimal hasta que preceda el primer digito no nulo, y se obtiene la mantisa. Luego,

multiplique la mantisa por aquella potencia de diez que restablezca el punto decimal a su posicion origi-
nal (véase el problema 3.7). El exponente de esa potencia es el exponente de la forma.

Nitmero

Forma normalizada

Mantisa

Exponente

(a)
4)
(c)
()

11.22
—555.666

0.007 77
~0.000 088

0.1122x 10°
~0.555 666 x 10°

0.777 x 1072
-0.88x 1074

0.1122
-~0.555 666

0.777
~-0.88

2
3
-2
-4

(e) Para el nimero cero, el exponente es indeterminado y, por lo tanto, no se define una forma expo-
nencial normalizada para este nimero.

3.9 Escriba los nimeros del problema 3.8 ¢n notacidn cientifica.

Escriba cada nimero en forma exponencial, con el punto decimal directamente después del primer
digito no nulo. Asi, (z) 1.122 X 10', (b) —5.556 66 X 102, (c) 7.77 X 1073, (d) —8.8 X 1075, (e} El
nmero cero no tiene notacion cientifica explicita excepto dejando el nimero tal cual. Por lo tanto,
uno supone gque 0.0 es un namero aproximado de un digito significativo (el segundo 0).

3.10 Encuentre el valor de cada nimero decimal, escrito en forma E de computador:
(a) 3.33E+03 (c) 0.7E6
(b) 55.5E-4 (d) -88E-02
Aqui E seguido de un entero n significa multiplicacién por 10™.

(a) 3.33E+03=3.33x10"= 3330 (c) 0.7E6 = 0.7 x 10° = 700 000
(b) 55.5E—4=7555x%107*=0.00555 (d) —-88E-02=-88x10""=-0.088

REPRESENTACION INTERNA

3.11 Encuentre la representacion interna de (a) 907, (b) -—907, si el computador usa una loca-
lizacidon de memoria de 32 bits para almacenar cada nimero.

(a) Primero encuentre la forma binaria de 907:

Residuos
907
453
226
113

(-3
o
o OO O O
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3.12

3.13

3.14

ARITMETICA DEL COMPUTADOR [cAP. 3

Asi que, 907 = 1110001011,. La forma binaria aparecera con Os agregados a la izquierda para lle-
nar el lugar de memoria:

907 (010:0(0[0]0JO|0O]---10701071[1[1]0}j0[O}T10]T1]1

(b) Reemplace cada 0 por 1y cada 1 por 0 en la representacion de 907 con 32 bits, y luego simele 1.
Esto nos da la representacion de —907:

=907 {1ty fry - frprirfotolojtrirliforrjofl

En otras palabras, —907 se almacena como el complemento a 2s de 907.

¢ Como sabe el computador si un entero N en la memoria es positivo o negativo?
Si el primer bit es 0, entonces N es positivo; si el primer bit es 1, entonces N es negativo.

Encuentre la representacién interna de A = 93.625, suponiendo una localizacion de me-
moria de 32 bits.

Primero convierta a A a forma binaria (véase la seccion 1.3).

PARTE ENTERA PARTE FRACCIONARIA
Residuos 0.625

Asi que, A = 1011101.101,. Ahora escribimos A en forma exponencial normalizada:
A =0.1011101101x 27

Asi la mantisa de A es M = 0.1011101101 y el exponente de A es 7. Simele 2¢ = 64 a 7 para obtener
la caracteristica, 71. La forma binaria de 71 es 1000111,. Por lo tanto, A aparece en la memoria co-
mo sigue:

signo___—l caracteristica

oftfoiotoqrifejrjorr|rtrfojrjerioltrqojofofof---f0{0i0

mantisa

El primer bit es 0, ya que A es positivo. Observe que se agregan Os al final de la mantisa para llenar el
lugar de memoria.

;Como sabe el computador si un exponente n en la memoria es positivo o negativo?

Si el primer bit del campo de la caracteristica es 1, entonces n es positivo (o cero); si el primer
bit es 0, entonces n es negativo.

ARITMETICA DEL COMPUTADOR
3.15 Supongamos que el computador estd programado para efectuar aritmética de enteros en

punto fijo. ;Qué valores se obtienen para (a) 4+9, 6—11, 4x5, —4+7, =2-6, ~7x 3?
(b) 8/3, 24/5, 6/7, ~-30/7,—-4/9, —11/2?
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(a) La adicion, substraccion y multiplicacion de enteros da los mismos resultados de las operaciones
aritméticas usuales, Asi que:

13 -5 20 3 -8 =21

(b) El resultado de la division de enteros es la parte entera del cociente usual. (Por parte entera de un
entero negativo, entendemos el entero no positivo a obtenido al quitar todos los digitos que siguen
al punto decimal. En algunos textos matematicos, se toma a — 1 como la “parte entera” si el nu-
mero dado es no entero.) Asi que:

2 4 0 -4 0 -5

3.16 Muestre como efectiia el computador las siguientes adiciones en punto flotante (en don-
de las mantisas se han truncado a P = 4 digitos decimales):

(@) 0.5566x 10° + 0.7777 % 10° (b) 0.3344x 10? + 0.8877 % 10°!

(@) Los exponentes son iguales. Asi que las mantisas se suman, guardando el exponente comin, y lue-
go la suma se renormaliza, si es necesario.

0.5566 x 10°> + 0.7777 x 10> = 1.3343 x 10° ~ 0.1334 x 10*

(b) Los exponentes son diferentes. El punto decimal en la mantisa que corresponde al exponente
menor se corre para hacer los dos exponentes iguales. Ahora se sigue el procedimiento de ().

0.3344 x 10> + 0.8877 x 107 = 0.3344 x 10* + 0.000 887 7 x 10 = 0.335287 7 X 10% = 0.3352 x 10?

3.17 Muestre como efecta el computador las siguientes substracciones en punto flotante
{en donde las mantisas se han truncado a P = 4 digitos decimales):

(a) 0.7744x 1072 — 0.6666 x 1072 (b) 0.8844x 1072 - 0.2233 x 10°

(@) Los exponentes son los mismos. Asi que las mantisas se restan, manteniéndose el exponente
comin, y luego se renormaliza la diferencia, si es necesario.

0.7744 x 1072 — 0.6666 % 1072 = 0.1078 x 1072

(b) Los exponentes son diferentes. El punto decimal en la mantisa que corresponde al exponente
menor se corre para igualar los dos exponentes. Ahora se sigue el procedimiento de (a).

0.8844 x 1072 — 0.2233 x 10° = 0.008 844 x 10° — 0.2233 x 10° = —0.214 456 x 10° = —0.2144 % 10°

3.18 Muestre como efectiia el computador los siguientes calculos en punto flotante (en donde
las mantisas se han truncado a P = 4 digitos decimales):

(@) (0.2255x 10?)x (0.1234 x 10 (b) (0.8833 x 10%) = (0.5555 x 10°)

(@) En la multiplicacion, las mantisas se multiplican y los exponentes se suman. De nuevo, los resulta-
dos se renormalizan, si es necesario.

(0.2255 % 10%) % (0.1234 x 10") = 0.025 826 70 x 10° ~0.2582 x 10°

(b) En la division, las mantisas se dividen hasta obtener P = 4 digitos significativos, y los exponentes se
restan.

(0.8833 x 10 = (0.5555 x 10%) = 1.590 X 1072 = 0.1590 x 10~

ERRORES

3.19 Supongamos que se ha redondeado 91 637 146 millas, la distancia media entre la tierra y
el sol, a 92 000 000 millas. Encuentre el error absoluto y el error relativo de esta aproxi-
macion,

El error absoluto, e, es la diferencia entre el verdadero valor y el vaior aproximado: -
e = 91 637 146 — 92 000 000 = —392 854 millas
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El error relativo, r, es 1a razon entre el error absoluto y el valor verdadero:

_ ~392854millas _

"= 51637 14Gmillas ~ 000429 = -0.429%

Observe que el error relativo no tiene dimension.

3.20 Los valores numéricos A y B se almacenan en el computador como aproximacion A y B,
que luego se multiplican. Sin tomar en cuenta un nuevo error de truncamiento o de
redondeo, demuestre que el error relativo del producto es la suma de los errores relati-
vos de los factores.

Tenemos

_A-A_

A== A=A(l-ra)

B[
o

1-

Igualmente, B = B(1 - ry). se sigue que
AB = AB(1-ra)(1-rs) = AB[1— (ra + ra) + rars] = AB[1l — (ra + )]

Ya que el producto de las dos cantidades pequefias ry y rp sera insignificante en comparacion con su
suma. Por consiguiente, r4p =r4 + rg, que es lo que se nos pedia demostrar. Uno frecuentemente ex-
presa este resultado con la afirmacion de que cuando se multiplican centidades, sus errores porcentuales
se suman.

Problemas suplementarios

CONCEPTOS MATEMATICOS BASICOS
3.21 Determinar el digito mas significativo, el menos significativo, y el nimero de digitos significativos en(a)

44.44, 30 303, 6.6707, 5.005; (b) 0.222, 0.000 333 3, 00011, 0.008 008; (c) 2.220 00, 3300.000, 0.004 440
55 500 000.

3.22 Redondee 22.4444, 1.234 567, 333.777, 0.0654321, 0.005678 (a) a 2 decimales, (b) a 3 decimales,
(c) a4 digitos significativos.

3.23 Redondee 0.44500, 7.775, 66.665 000, 8.885 020, 2.3350 (a) a 2 decimales, (b) a 2 digitos significa-
tivos.

3.24 Trunque 44.44, 30 303,6.6707, 5.005, —0.044 488 8 (2) a un entero, (b) a 4 digitos significativos.

3.25 Sea TRUN (Q) la parte entera del niumero Q. Resuelva la ecuacion
2 X TRUN (N/2)=N

3.26 Evalie
(@) J4-9| () |-4+9) () 13-5-l6-2
®) -4-9 (@ |-4-19 N |-6l-13-12|

FORMA EXPONENCIAL

3.27 Escriba de nuevo sin exponente:
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3.28

3.29

3.30

3.31

3.32

(a) 44.44x 10 (¢) —0.066x 107 (e) 88.99% 10°
(b} 55.55% 107 (d) 0.00077x 107? () 1.234x 107

Escriba cada niimero en forma exponencial normalizada:

(a) 333444 (c) 0.0006677 (e) 222000
(b) —1.2345 (d) -0.8899 (fy -6.03

Encuentre 1a mantisa y el exponente de cada uno de los nitmeros en el problema 3.28.
Escriba en notacién cientifica cada uno de los nimeros en el problema 3.28.

Encuentre el valor de cada uno de los niimeros escritos en forma E de computador: (a) 222.2E+2, (b)
—3.3E-03, (c) 0.4E4, (d) 0.5E-5.

Dé 1a forma exponencial normalizada binaria de cada uno de los nimeros binarios: (a) 111.000111, (b)
0.0011001100, (c) 1010.1010, (d) 0.1111.

REPRESENTACION INTERNA

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37

3.38

En cada uno de los problemas 3.33 a 3.38, suponga que el computador almacena cada namero en un
lugar de memoria de 32 bits.

Encuentre 1a representacion interna de (a) 118, (b) —118.

Encuentre la representacion interna de (a) 397, (b) —397.

Encuentre 1a representacion interna de A= —50.375.

Encuentre la representacion interna de B = 0.093 75

Encuentre la representacion interna de C = 0.2

Supongamos que un exponente n se representa en un campo de 7 bits como sigue. El primer bit se
reserva para el signo, 1 para +, 0 para —. En el campo de 6 bits restante, n es representado en su forma

binaria si n es positivo, y como su complemento a 2s si n es negativo. Demuestre que ésta es exacta-
mente la misma representacion dada al almacenar la caracteristica de 7 bits de n, C = n + 64.

ARITMETICA DEL COMPUTADOR

3.39

3.40

3.41

3.42

Si el computador ha sido programado para efectuar aritmética de enteros en punto fijo, ;qué valores se
obtienen para (a) 6+ 10,2~ 7, 3% (=5), —4— 8, —4— (6—3)? (b} 11/4, —15/3, 8/11, 123/4, —26/8, ~5/8?

En la aritmética de enteros, el cociente J/K de dos enteros J y K es menor o igual que el cociente usual.
(¢ Verdadero o falso?)

En los problemas 3.41 a 3.44, suponga que el computador trunca las mantisas hasta P = 4 digitos deci-
males.

Dé los resultados de las tres adiciones en punto flotante: (a) 0.2233 x 10% + 0.6688 x 10", (b) 5.666 + 44.55,
(c) 111.77 + 55.666.

Efectiie las siguientes substracciones en punto flotante: (@) 0.9922 x 107* — 0.4477 x 1072, (b)
33.666 — 2.7777, (c) 0.8888 x 10? ~ 0.2222 % 10°. -~
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3.43 Dé los resultados de las siguientes multiplicaciones en punto flotante: (a) (0.5432 x 10%) x (0.3333 x 107%),
(b) 222.88x 1.1177.

3.44 Efectie las siguientes divisiones en punto flotante: (a) (0.2233 x 10" %)+ (0.6611 x 16°), (b)111.99 + 44.888.

ERRORES

3.45 DadoA = 66.888, encuentre el error absoluto e y el error relativo r si (a) A ha sido redondeado a 66.89,
(b) A hasido truncado a 66.88.

3.46 Dado A = 66.888 y B = 66.111. Cuando el computador calcula la diferencia D = A— B (en donde las
mantisas han sido truncadas a P = 4 digitos), ;cuéles son los errores absolutos y relativo?

3.47 Encuentre una cota al error absoluto cuando se suman dos niimeros aproximados.

Respuestas a los problemas suplementarios

3.21 (a) 44.44, cuatro;30 303, cinco; 6.6707, cinco; 5.003, cuatro.
(b) 0.222, tres;0.000 333 3, cuatro;00 011, dos; 0.008 008, cuatro.
(c) 2.22000, seis; 3300.000, siete; 0.004 440 0, cinco; 55 500 000, seis.
3.22 (a) 22.44,1.23, 333.78, 0.06, 0.00
(b) 22.444, 1.235, 333.777, 0.065, 0.006
(c) 22.44,1.235, 333.8, 0.065 43, 0.005 678
3.23 (a) 0.44, 7.78, 66.66, 8.89, 2.34; (b) 0.44, 7.8, 67, 8.9, 2.3
3.24 (a) 44, 30303, 6, 5, 0; (b) 44.44, 30 300, 6.670, 5.005, ~0.044 48
3.25 N/2 = entero, o N = entero par,
3.26 (a)5,(b)13,(c) S, (d) -5, (e) -2, (f) 3

3.27 (a) 444 400, (b) 0.000 5555, (¢) —6.6, (d) 0.000 000 77, (e) 88.99, () 0.000 1234

3.28 (@) 0.333444x 10° (c) -0.6677x 1072 (e) 0.222000x 10°
() -0.12345x 10" (d) -0.8899 x 10° H -03x10"

3.29 (a) 0333444, n=3 (c) -06677,n=-3 (e) 0.222000,n=6
(b) -0.12345,n=1 (d) -0.8899, n=0 ) -03,n=-1

3.30  (a)3.33444x 107, (b) —1.2345, (c) 6.677 x 107*, (d) —~8.899 X 10*, (e) 2.220 00 x 10%, (f) —3 % 102
3.31  (a) 22220, (b) —0.0033, (c) 4000, (d) 0.000 005

3.32  (a) 0.111000111 x 2%, (b) 0.11001100 X 2%, (c) —0.10101010 x 2* (d) 0.1111 x 2°

3.33 (@) [O|O|O}---f0OO}2|21]2}0O|L1]1]0O

(b)) t1 {11 {---11]1|0({0f0|1{0{1 (0
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3.34 (@) |[0{0{0]|---JOJO|1]1 OO0 [L |1 0}1
® [tjifrlb--ililojolatrjrfoloirjr

33 j1f1lo0jofol1|ty0j1i1j0tOj1l0|0)1(1{0]0 10O 01010

3.36 olof1j1y1i{1{0}j1{11110j0}0]0]0;0 0jo|o

3.37 00|11 }1{1}1{oj1j1)0(0}1|1}0j0)1}1}{0])0 1j1|0}0

3.39 (a)1e, -5, -15, -12, -7; (b) 2, -5, 0, 30, -3, 0

3.40 Falso; para un cociente negativo, el truncamiento generalmente da un niimero mayor.

3.41 (a)0.2901 x 10%, (b) 0.5021 x 1¢?, (c) 0.1673 x 10°

3.42 (a) 0.5445x 1072, (b) 0.3088 x 10?, (c) ~0.1333 x 10°

3.43 (a)0.1810 x 1072, (b) 0.2488 x 10?

3.44 (a)0.3377x 107, (b) 0.2493 x 10’

3.45 (a)e=-0.002, r=-0.00299%; (b) e = 0.008, r = 0.01196%

346 D=0777,D=0.71,¢=0007, r =0.90%

3.47  leasn|=lea + en|<lea| +|es]|

75



i Capitulo 4

Logica, tablas de verdad

4.1 INTRODUCCION

Un computador puede ser programado para tomar decisiones basadas en si ciertos enuncia-
dos —por ejemplo, “El nimero que se ha computado es mayor que 100”— son verdaderos o
falsos. A la verdad o falsedad de un enunciado se le llama valor de verdad; un enunciado es
verdadero o falso, pero no ambas cosas. Algunos enunciados son enunciados compuestos, es
decir, estan integrados por subenunciados y varias conectivas.

EJEMPLO 4.1

(a) “Las rosas son rojas y las violetas azules” es un enunciado compuesto por los subenunciados “las rosas son
rojas” y “las violetas son azules”.

(b) “El es inteligente o estudia todas las noches” es, implicitamente, un enunciado compuesto por los sub-
enunciados “El es inteligente” y “estudia todas las noches”.

{¢) “¢Para donde va?”’ no es un enunciado ya que no es ni verdadero ni falso.

La propiedad fundamental de un enunciado compuesto es que su valor de verdad esta com-
pletamente determinado por los valores de verdad de sus subenunciados junto con la manera
como estan conectados para formar el enunciado compuesto. Comenzamos con un estudio de

algunas de estas conectivas. En este capitulc usaremos las letras p, g, r (en minisculas o ma-
yisculas, con o sin subindices) para denotar enunciados.

4.2 CONJUNCION, p 1 ¢

Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar con la palabra ‘“y”’ para formar un enun-
ciado compuesto llamado la conjuncién de los enunciados originales. Simbolicamente,
pArg
denota la conjuncion de los enunciados p y ¢, que se lee “p y q¢”.
La tabla de verdad dei enunciado compuesto p » q esta dada por la siguiente tabla:

En este caso, la primera linea es una manera abreviada de decir que si p es verdadero y g es ver-
dadero, entonces p A g es verdadero. Las otras lineas tienen significados analogos. Considera-
mos que esta tabla define precisamente el valor de verdad del enunciado compuesto p » ¢
como una funcién de los valores de verdad de p y de q. Observe que p A q es verdadero sola-
mente en el caso en que ambos subenunciados sean verdaderos.

EJEMPLO 4.2 Considere los cuatro enunciados siguientes:
(i) Paris esta en Franciay 2+2=4. (iii‘) Paris estd en Inglaterray 2+ 2=4.

(ii) Paris esta en Franciay 2+ 2=5. (iv) Paris estd en Inglaterray 2+ 2 =35,

76
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Solamente el primer enunciado es verdadero. Cada uno de los otros enunciados es falso ya que por lo menos
uno de sus subenunciados es falso.

4.3 DISYUNCION, pvgq

Dos enunciados pueden combinarse con la palabra “o” (en el sentido de ““y/o”) para for-
mar un nuevo enunciado gue se llama la disyuncion de los dos enunciados originales. Simboli-
camente,

pvq
denota la disyuncibén de los enunciados p y q y se lee “p o ¢”.

El valor de verdad de p v ¢ estd dado por la siguiente tabla de verdad, que consideramos de-

fineapvq:

p
\4
\4
F

Observe que p » q es falso solamente cuando ambos enunciados son falsos.

EJEMPLO 4.3 Considere los cuatro enunciados:

(i) Paris estien Franciao 2+2=4,
(ii) Paris estaen Franciao 2+ 2=5.
(iii) Paris estd en Inglaterrao 2 + 2 #4.
(iv) Paris esta en Inglaterrao 2+ 2=5.

Solamente (iv) es falso. Cada uno de los otros enunciados es verdadero ya que por lo menos uno de sus sub-
enunciados es verdadero.

Observacion: La palabra espafiola “0” se usa comunmente de dos maneras. Algunas veces
se usa en el sentido de “p o g o ambos”, mejor dicho, por lo menos una de las dos alternativas
ocurre, como antes se sehald, y algunas veces se usa en el sentido de “p o ¢ pero no ambos”,
mejor dicho, exactamente una de las dos alternativas ocurre. Por ejemplo, la frase “El estudia-
ra en la Universidad Nacional o en la Universidad Catdlica” usa el “o0” en el segundo sentido
llamado disyuncién exclusiva. A no ser que se diga otra vosa, la ““0” se usara en el primer sen-
tido. Esta observacién hace sobresalir la precision que ganamos con nuestro lenguaje simboli-
co: p v q esta definido por su tabla de verdad y siempre significa “p y/o q”’.

4.4 NEGACION, ~ p

Dado cualquier enunciado p, se puede formar otro enunciado, llamado la negacién de p,
escribiendo “Es falso que. . .” antes de p o, si es posible incertando en p la palabra “no”. Sim-
bélicamente,

~p

denota la negacion de p (se lee “no p”’).
La tabla de verdad de ~ p est4 dada por la siguiente tabla:

py~pP
\ F -
FiV
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-~

En otras palabras, si p es verdadero entonces ~ p es falso, y si p es falso entonces ~p es verda-
dero. Asi, el valor de verdad de la negacidén de cualquier enunciado es siempre el opuesto del
valor de verdad del enunciado original.

EJEMPLO 4.4 Considere los siguientes enunciados

(a) Paris estd en Francia. d) 2+2=5.
(b) .Es falso que Paris estd en Francia. (e) Esfalsoque2+2=35,
(¢) Paris no esta en Francia. f) 2+2+#5.

Entonces (b) y (c) son cada una la negacion de (a); y (e) y (f) son cada uno la negacion de (d). Ya que (a) es
verdadero, los enunciados (b) y (c) son falsos; y como (d) es falso, los enunciados (e) y (f) son verdaderos.

Qbservacion: La notacion logica para las conectivas “y”, “0” y “no” no es estandar. Por
ejemplo, algunos textos usan

p&q.p-q o pqg para pnrg
Pty para pvq
p.pop para -p

4.5 PROPOSICIONES Y TABLAS DE VERDAD

Con un uso repetido de las conectivas logicas (», v, ~ y otras que se discutiran adelante),
podemos construir enunciados compuestos que son mas elaborados. En el caso en que los sub-
enunciados p, g, . .. de un enunciado compuesto P(p, q,...) sean variables, lamamos al enun-
ciado compuesto una proposicion.

Ahora el valor de verdad de una proposicion depende exclusivamente de los valores de ver-
dad de sus variables, mejor dicho, el valor de verdad de una proposicion se conoce una vez que
se conozcan los valores de verdad de sus variables. La tabla de verdad de la proposicion ~
(p ~ ~q), por ejemplo, se construye como sigue:

P |q |~q ‘ pPrq | ~(pr~q)
VIV F F \%
VIF |V \Y F
F iV F F v
FI|F |V F A%
Observe que las primeras columnas de la tabla son para las variables p, q, . . . y que hay sufi-

cientes lineas en la tabla para permitir todas las posibles combinaciones de V y F para estas
variables. (Para 2 variables, como en el caso anterior, se necesitan 4 lineas; para 3 variables se
necesitan 8 lineas; y, en general, para n variables se necesitan 2" lineas.) Hay pues una colum-
na para cada etapa “elemental” de la construccion del enunciado el valor de verdad de cada pa-
so es determinado por las etapas anteriores con las definiciones de las conectivas a, v, ~. Final-
mente, obtenemos la tabla de verdad de la proposicién, que aparece en la Gltima columna.

Observacién: La tabla de verdad de la proposicion anterior consiste precisamente en las
columnas bajo las variables y la columna bajo la proposicion:

plal~r-a
vi]v v
V|F F
F{V A%
FIF \%

Las otras columnas se usaron solamente en la construccién de la tabla de verdad.



CAP. 4] LOGICA, TABLAS DE VERDAD 79

Otra manera de construir la tabla de verdad anterior para ~ (p n ~ q) es la siguiente. Pri-
mero se construye la siguiente tabla:

~ p » ~ 9

Tma<| S
m<m<| 9

Paso
Observe que la proposicion se escribe en la linea superior a la derecha de sus variables, y que
hay una columna bajo cada variable o conectiva de la proposicion. Los valores de verdad se
colocan entonces en la tabla de verdad en varios pasos como sigue:

pl19|~ ( A~ ~ 9q) rlgq |~ (p » ~ @
ViV v A VAR \'s F |V
VI|F v F VI|F A VIF
F (v F A FlV F F|V
F |F F F F|F F VIF
Paso 1 1 Paso 1 211
(a) ®)

plal|~ ( ~ ~ g pla|~ (@ ~ ~ 9
v |v VIF|F{V Viv V]|V IFI|F |V
V IF VIVIVI|F F(VI{F|{V VIV IF
F {V FI{F|F |V FIF|{V{F |F|F [V
F |F F|F|VI|F FI|FI|V|F |F|VI|F
Paso 1131211 Paso "4 11 1312 |1

{c) d)
La tabla de verdad de la proposicién estd formada, pues, por las columnas originales bajo las
variables y la Gltima columna colocada en la tabla, mejor dicho, el Gltimo paso.

4.6 TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES

Algunas proposiciones P(p, q, . . .) contienen solamente V en la Gltima columna de sus ta-
blas de verdad, es decir, son verdaderas para cualquier valor de verdad de sus variables. A tales
proposiciones se les llama tautologias. Analogamente, una proposicion P(p, g, . ..) se llama
contradiccién si contiene solamente F en la Gltima columna de su tabla de verdad, o sea, es fal-
so para cualquier valor de verdad de sus variables. Por ejemplo, la proposicion “p o no p”, es
decir, p v ~ p, es una tautologia y la proposicion “p y no p”, es decir, p A ~ p, es una contra-
diccién. Esto se verifica construyendo sus tablas de verdad.

p|~p lpvw p|~pjp/~~p
VI|F \' V| F F
F|V v FlV F

Observamos que la negacién de una tautologia es una contradicciéon ya que siempre es falsa, y

1a negacidén de una contradiccién es una tautologia ya que siempre es verdadera. .
Ahora, sea P(p, q, ...) una tautologia, y sean P, (p, q,...), P (D, q,...), ... proposiciones

cualesquiera. Como el valor de verdad de P(p, g, ...) no depende de los valores de verdad par-
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ticulares de sus variables p, q, ..., podemos reemplazar p por P;, q por P,, ... en la tautologia
P (p, q, ...) y tenemos aln una tautologia. En otras palabras:

Principio de substitucion: Si P(p, q, . ..) es una tautologia, entonces P(P,, P,, ...) es una
tautologia para proposiciones cualesquiera P, P,, ...

EJEMPLO 4.5 Por la anterior tabla de verdad, p v ~ p es una tautologia. Reemplazando p por ¢ A r obtene-
mos la proposicion (¢ A r) v ~ (g A r) que, por el Principio de substitucion, también debiera ser una tautologia.
Esto se verifica con la siguiente tabla de verdad:

q| rlqm |~(qm) |<qAr>v~(qAr)

mTm <<
m<m <
mmm <
<< <m
<<<<

4.7 EQUIVALENCIA LOGICA: ALGEBRA DE PROPOSICIONES

Se dice que dos proposiciones P(p, q, ...) y @(p, q,...) son légicamente equivalentes, o sen-
cillamente equivalentes o iguales, denotado por

P(p’qs)EQ(P»qv)

si tienen idénticas tablas de verdad. Por ejemplo, considere las tablas de verdad de ~(p r ¢) y
~pv~q:

plq[nwl*(mq) plaf-r |- |~PV~‘1
vivl v F viv|ie | F F
VIF| F v VIF|F |V v
FIV] F v Flv|v |F v
F|F| F \ FIF| Vv |V \

Como las tablas de verdad son las mismas, mejor dicho, ambas proposiciones son falsas en el
primer caso y verdaderas en los otros tres casos, las proposiciones ~(p q) y ~p v ~q son 1ogi-
camente equivalentes y podemos escribir:

~(pnrg)=~pv~q

EJEMPLO 4.6 Considere el enunciado
“Es falso que las rosas son rojas y las violetas son azules™.

Este enunciado se puede escribir en la forma ~ (p A ¢) en donde p es “las rosas son rojas” y q es “las violetas
son azules”. Sin embargo, por las tablas de verdad anteriores, ~(p v q) es logicamente equivalente con ~pv ~ q.
Asi, el enunciado dado tiene el mismo significado que el enunciado.

““Las rosas no son rojas, o las violetas no son azules.”

Las proposiciones satisfacen muchas cy1ivalencias logicas, o leyes, fuera de ias descritas an-
teriormente. Algunas de las leyes m.'s i’'nnortantes, con sus nombres se dan en la tabla 4-1. En
la tabla, t denota una tautologia y f denota una contradiccion.

4.8 ENUNCIADOS CONDICIONAL Y BICONDICIONAL

Muchos enunciados, particularmente en la matematica, son de la forma ‘“Si p entonces q”.
Tales enunciados se llaman enunciados condicionales y se denotan por

P-q
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Tabla 4-1. Leyes del Algebra de proposiciones

Leyes de idempotencia
la. pvp=p 1b. pap=p
Leyes asociativas
2a. (pvq)vr=pv(qvr) 2b. (prg)ar=pa(gar)
Leyes conmutativas
3a. pvg=gqvp 3b. pag=qnp
Leyes distributivas
da. pv(@an=(pvgrlpvr) 4b. prlgvr={prg)v(pnrr)
Leyes de identidad
Sa. pvf=p 5b. pat=p
6a. pvi=t 6b. paf=f
Leyes de complementos
Ja. pv~p=1t 7b. pr~p=f
8a. ~t1=f 8b. ~f=1t
Ley de involucién
9. ~~p=p
Leyes de DeMorgan
10a. ~(pvqa)=~pr~q 10b. ~(prg)=-~pv~q

El condicional p - q frecuentemente se lee “p implica ¢’ o

“p sOlo si g,

Otro enunciado comin es la forma “p si y s6lo si ¢”’. Tales enunciados denotados por

p<q
se llaman enunciados bicondicionales.

Los valores de verdad de p - g y p ¢ q se dan en las siguientes tablas:

Pplq|p—q Pl 4alpeq
vViv({ Vv vVivi v
VIF| F VIF| F
F|V] V F{V]| F
FIFI V FIF| V

81

Observe que el condicional p — g es falso solamente cuando la primera parte p es verdadera y
la segunda parte g es falsa. En caso de que p sea falso, el condicional p - g es verdadero sin
importar el valor de verdad de g. Observe también que p ¢ g es verdadero cuando p y q tienen

los mismos valores de verdad y falso en los demds casos. (Para la relacion entre los enunciados
bicondicional y condicional, véanse los problemas 4.15 y 4.

16.)

Ahora considere la tabla de verdad de la proposicion ~p v gq:

qu INP I’”PVq

VIV | F \%
VI|F | F F
F|V ]|V \4
FIF |V v

Observe que la anterior tabla de verdad es idéntica a la tabla de verdad de p »> q. Asi quep - ¢

es logicamente equivalente a la proposicion ~ p v q:
p—q=~pvq

En otras palabras, el enunciado condicional “Si p entonces q” es logicamente equivalegte al
enunciado “No p o q”, que solamente usa las conectivas v y ~ y, por lo tanto, ya era parte de

nuestro lenguaje.



82 LOGICA, TABLAS DE VERDAD [CAP. 4

-~

Considere la proposicion condicional p -+ q y las otras proposiciones condicionales simples
que contienenp y gq:

q->p, ~p=>~q 'y ~q4->~p
Estas proposiciones se llaman respectivamente la reciproca, inversa, y contrarreciproca de la
proposicion p > q. En seguida presentamos las tablas de verdad de las cuatro proposiciones.

Condicional | Reciproca | Inversa | Contrarreciproca
P4 p=4q q-=>p ~p>~q ~q-=>~p
Vv A% v \Y% v
VIF F A v F
FlV A% F F v
FI1F \Y% v v v

Observe que un enunciado condicional y su reciproco o inverso no son logicamente equiva-
lentes. Por otra parte, se puede ver que un enunciado condicional y su contrarreciproco son
logicamente equivalentes. Enunciamos este resultado formalmente:

Teorema 4.1: Un enunciado condicional p — ¢ y su contrarreciproca ~ g = ~ p son logica-
mente equivalentes.

EJEMPLO 4.7
(a) Considere los siguientes enunciados sobre ur tridngulo A:

p > q: SiA esequilatero, entonces A es isosceles.
q > p: Si A esisOsceies, entonces A es equilatero.

En este caso p > g es verdadero, pero su reciproco g = p es falso.

(b) Seax un entero. Demuestre: (p = g). Si x? es impar entonces x es impar.
Demostramos que la contrarreciproca ~¢ - ~ p, “Si x es par, entonces x? es par”, es verdadera. Sea
x par; entonces, x = 2n en donde n es un entero. Por lo tanto,

x2=@2n)(2n) = 2(2n?)

también es par. Como la contrarreciproca ~q - ~p es verdadera, el enunciado condicional original
p —> q es también verdadero.

4.9 ARGUMENTOS

Un argumento es una relacion entre un conjunto de proposiciones P, P,, ... ,P,, llamadas
premisas, y otra proposicion @, llamada la conclusion; denotamos un argumento por

P,P,.....P,+Q

Se dice que un argumento es vdlido si las premisas dan {como consecuencia) la conclusién; mas
formalmente, damos la siguiente

Definicion: Un argumento Py, P,, ..., P, F Q esvalido si @ es verdadero cada vez que las
premisas P;, P,, ..., P, sean verdaderas.

Un argumento que no es valido se llama falacia.

EJEMPLO 4.8
(a) El siguiente argumento es valido:

p.p—q + g (Ley de independencia, modus ponendo ponens.)

La demostracion de esta regla se sigue de la siguiente tabla de verdad.
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Ya que p es verdadero en los casos (lineas) 1 y 2, y p —> ¢ es verdadero en los casos 1, 3 y 4; se sigue que
P Y q ~> q son verdaderos simultineamente en el caso 1. Como en este caso ¢ es verdadero, el argumento
es valido.

b) El siguiente argumento es una falacia: p > q, ¢ + p. Ya que p = ¢ y ¢ son ambos verdaderos en el caso
gu
(linea) 3 en la anterior tabla de verdad, pero en este caso p es falso.

Ahora las proposiciones Py, P,, . .., P, son verdaderas simultaneamente si y solo si la pro-
posiciébn Py A P, an ... A P, es verdadera. Asi el argumento P, P,, ..., P,  Qesvalidosiy
sOlo si @ es verdadero cada vez que P, an P, a ... P, sea verdadero o, equivalentemente, si y
sOlo si la proposicion

(PiAPyn AP)~Q
es una tautologia. Establecemos este resultado formalmente.

Teorema 4.2: El argumento Py, P,, ... ,P, + Qesvalidosiysolosi(Py; A P, an... AP,)~> Q
es una tautologia.

En el siguiente ejemplo aplicamos este teorema.

EJEMPLO 49 Un principio fundamental del racionamiento 16gico dice:

“Si p implica q y g implica r, entonces p implica r”.
O sea, el siguiente argumento es valido:

p—>q.q-rkp-r (Ley del Silogismo)

Este hecho se verifica con la siguiente tabla de verdad que muestra que la proposicion

p=g)nig-n]->(p—r)
es una tautologia:
plalrijle - @ ~ (g - N - (p - n
VIVIV IV V[V IV ]|V ]V |V Viv |Vviv
VIVIF |V VIV I|F|{VIF F V]V |F |F
VIF |V A% F|F |F |F |V |V Vivivi]v
VI|IFIF v F|F |F |F({V F VIV IF |F
FIVivVv F viviviviv iv VIF V]|V
F|VIF F V|V ]|F |V |F F VIF {VIF
FI{F |V F VIF |VIF IV {V [V IF |V]|V
F|IFIF F V{IF |V {F |V F V |F {V|F
paso 1 2111331 |2 1 4 11 2 {1

Equivalentemente, el argumento es valido ya que las premisas p > ¢ y g = r son verdaderas simultineamente
solo en los casos (lineas) 1, 5, 7y 8, y en estos casos 1a conclusion p —> r también es verdadera. (Observe que la
tabla de verdad requiere 2> = 8 lineas, ya que hay tres variables p, ¢ yr.)

Es necesario destacar que la validez del argumento no depende de los valores de verdad o
del contenido de los enunciados que aparecen en el argumento, sino solamente de la estrud¢tura
formal del argumento. Esto se ilustra con el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 4.10 Considere el siguiente argumento:

S;: Siun hombre es soltero, es infeliz.
S,: Siun hombre es infeliz, muere joven.

S: Los solteros mueren jovenes.

En este caso el enunciado S debajo de la linea denota la conclusion del argumento, y los enunciados S; y S,
por encima de la linea denotan las premisas. Afirmamos que el argumento S;, S, + S es valido. Y que el argu-
mento es de la forma

p=qg,q>rkp—r

en donde p es “El es soltero”, g es “El es infeliz” y r es “El muere joven”;y por el ejemplo 4.9 este argumento
(Ley de Silogismo) es valido.

4.10 IMPLICACION LOGICA"
Se dice que una proposicion P(p, q, . ..) implica l6gicamente una proposicion @, g, .. .),
escrito
P(p.q,..)> Q(p.g,..)

si Q(p, q, ...) es verdadera cada vez que P(p, q,...) sea verdadera.

EJEMPLO 4.11 Afirmamos que P implica lo6gicamente p v ¢q. Considere las tablas de verdad depy de p v g en
la tabla de abajo. Observe que p es verdadera en los casos (lineas) 1y 2, y en estos casos p v ¢ también es ver-
dadera. En otras palabras, p implica logicamente p v q.

Ahora si Q(p, g, . . .) es verdadera cada vez que P(p, q, ...) sea verdadera, entonces el argu-
mento

P(p.q,..)FQ(p.q,...)

es valido, y reciprocamente. AGn mais, el argumento P + @ es valido si y sblo si el enunciado
condicional P > @ es siempre verdadero, o sea, si es una tautologia. Establecemos este resulta-
do formalmente.

Teorema 4.3: Para proposiciones cualesquiera P(p, q, . . ) ¥ Q(p, g, . . .) los tres enunciados
siguientes son equivalentes:
(i) P(p, q,...) implica logicamente a Q(p, q, . ..).
(ii) El argumento P(p, q,...) + Q@ (p, q, .. .) es valido.
(iii) La proposicion P(p, q, ...) > @(p, q, .. .) es una tautologia.

SiP=Qy Q= P, entonces Py @ deben tener la misma tabla de verdad, y por lo tanto
P = Q. El reciproco también es cierto. Asi, la nociéon de implicacion logica estd intimamente
ligada a la de la equivalencia 16gica.
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Sea p “Hace frio” y sea ¢ “Esta lloviendo”. Dé una frase verbal sencilla que describa

cada uno de los siguientes enunciados:
0 ~p @ prg () pveg @) gv-~p

®)

~PA~q,

En cada caso, traduzea A,v y ~ para que se lea “y”, “o0” y “Es falso que” o “No”, respectivamen-

te, y luego simplifique la frase en espafiol.

(1) No hace frio.
(2) Estd haciendo frio y estd lloviendo

(4) Estd lloviendo o no esta haciendo frio.
(5) Ni estd haciendo frio ni esté lloviendo.

(3) Esta haciendo frio o esta Hoviendo. (6) No es verdad que esté lloviendo.

Sea p “El es alto” y sea q “El es buen mozo”. Escriba cada uno de los siguientes enun-
ciados en forma simbdlica usando p y q. (Suponga que “El es bajo” significa “El no es

alto”, o sea~p.)

(1) Eles altoy buen mozo.
(2) El es alto pero no buen mozo.

(4) El no es ni alto ni buen mozo.
{5) Eles alto, o es bajo y buen mozo.
(8) Es falso que el sea bajo o buen mozo. (6) No es cierto que él sea bajo o no buen mozo.

I prg 3 ~(~pvyq) (5) pv(~pnrg)
2 pr~q @ ~pr~q © ~(~pv~q)
PROPOSICIONES Y SUS TABLAS DE VERDAD
4.3 Eneuentre ia tabla de verdad de ~p A g.
p|q|~p|~pf\q pPlal~ p » ¢
vV i]v F F VIVIF |V IFIV
V |F F F V |FIF |V |F|F
Fiv]vVv \’ F |V |V IF |V [V
F |F \' F F IF IV IF IFI|F
Paso |2 |1 |3 |1
Método 1 Método 2
4.4 Encuentre la tabla de verdad de~(p v g).
p|q|pvq|~(pvq) plal~- (¢ v @
ViV]| Vv F VIVIF{V]V |}V
VIiF v F VIFIF|V]|V]F
F|V}I V F FIVIF|F|V |V
F|F F v F{F|VI]F|{F |F
Paso 1 311 12 11
Método 1 Método 2
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4.5 Encuentre la tabla de verdad de~(p v ~q).

p|q|~q'PV~q|~(pv~q) plgl~ ( v ~ @
VIV ]| F \'Z F VIVIF]VIV]F}V
VIF |V \Y F V|IFIF|V{V]V]I]F
F{V ]| F F \' F|V|VIF]FI|F|]V
FIF| V \' F F|F{F{F|V|V]|F
Paso 4 1}3f21}1

Método 1 Método 2

(Observe que esta tabla de verdad es idéntica a 1a del problema 4.3)

TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES
4.6  Verifique que la proposicion p v ~(p A ¢) es una tautologia.
Construya la tabla de verdad de p v ~(p A q):

p l ql pAql"'(pAq) |pV~(pAq)

vivi v F '
V|IF| F v v
Flv{ F v v
FIF| F 4 '

Como la tabla de verdad de p v ~(p A q)es V para todos los valores de verdad de p y de g, entonces
es una tautologia.

4.7 Verifique que la proposicion (p A g) A ~(p v @) es una contradiccion.
Construya la tabla de verdad de (p Ag@) A ~(p v q):

P |q lpMI|PV¢J|~(PVq) |(pAq)A~(pvq)

Viv] V \' F F
V]|F| F \% F F
F|I|V] F A F F
F|F]| F F \4 F

Como la tabla de verdad de(p A g) A ~(p v q) es F para todos los valores de verdad de p y de g, entonces
es una contradiccion.

EQUIVALENCIA LOGICA

4.8 Demuestre que la disyuncién distribuye sobre la conjuncion, o sea, demuestre la ley dis-
tributiva pvi{gar)=(pvg)a(pvr).
Construya las tablas de verdad requeridas.

pla|r|gar|pvi@nsr) |pveg (pvg)a(pvr)

~
<
-

mmmau<<<<
mMmL<<TT<<
mam<m<n<
mmm<<Tm<
Prmmid<gsgs<
mmaddg <<
mamS <<
mmmdg g

Como las tablas de verdad son idénticas, las proposiciones son equivalentes.
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4.9 Demuestre que la operacién de disyuncién se puede escribir en términos de las operacio-
nes conjuncion y negacion. Especificamente, pvg=~(~p A ~q).

Construya las tablas de verdad requeridas

| q |pvq|~p| ~q |~pv~q | ~(~pr~q)

p
\4
A4
F
F

m<T<
P <<
<<'mm
<m<Tm
<mmm

e s IEIE R

Como las tablas de verdad son idénticas, las proposiciones son equivalentes.

4.10 Simplifique cada proposicion usando la tabla 4-1: (a) pv(p A q), (b) ~(pv @) Vv (~p A q).

(@) Equivalencia
1) pviprg)=(prt)v(prq)
()] =pa(tvq)
3) =pnat
@ =p
(b) Equivalencia
1) ~(pva)v(~prg)=(~pr~q)u(~phrg)
) =~pa{~qvq)
3) =~pnat
@) =-~p
NEGACION

(1)
2
(3
)

Razon,

Ley de identidad
Ley distributiva

Ley de identidad
Ley de identidad

Razén
Ley de DeMorgan
Ley distributiva
Ley de complemento
Ley de identidad

4.11 Demuestre las leyes de DeMorgan: (a) ~(p Aq)=~pv~q; () ~(pvq)=~pAr~q.

En cada caso contruya las tablas de verdad requeridas.

(a)

P4 |pAq|~(pAq) |~p |~q |~pV~q

vivi] v F F F F
VIF| F \4 F v v
FIV]| F v v F v
F|F| F A v v v
1 1
®) plajpval~teva) | ~p| ~a [~Pr~q
vivi v F F F F
VIF| V F F \' F
FIVy V F A F F
FIF{ F v v \ v
t ]
4.12 Verifique: ~ ~p =p.
P|~P I'NNP
18K )
FIV F

1
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4.13 Use los resultados de los problemas 4.11 y 4.12 para simplificar los siguientes enunciados.

(a) No es cierto que su madre sea inglesa o que su padre sea francés.
(b) No es cierto que él estudie fisica pero no matematica.

(¢) No es cierto que las ventas estén bajando y los precios subiendo.
(d) No es cierto que no esté haciendo frio o que esté lloviendo.

(a) Sea p “Su madre es inglesa” y sea g “Su padre es francés”. Entonces el enunciado dadoes~ (p v
q). Pero ~ (p v g)=~pr ~q. Porlo tanto, el enunciado dado es logicamente equivalente con el
enunciado “Su madre no es inglesa y su padre no es francés”.

(b) Sea p “El estudia fisica” y g “El estudia matematicas”. Entonces el enunciado dado es ~ (p A
~q). Pero~ (paA~q)=~pv~~g=~pv q. Asique el enunciado dado es logicamente
equivalente al enunciado “El no estudia fisica o estudia matematicas”™.

(¢) Como ~ (pa g)=~pv ~ g,el enunciado dado es 16gicamente equivalente al enunciado ‘‘Las ven-
tas estan subiendo o los precios estan bajando”.

(d) Como ~(~p v q) =p a ~ g, el enunciado dado es 16gicamente equivalente al enunciado “Esta ha-
ciendo frio y no esta lioviendo”.

CONDICIONALES Y BICONDICIONALES

4.14 Escriba de nuevo los siguientes enunciados sin usar la condicional.

4.15

4.16

(a) Si hace frio, él se pone sombrero,
(b) Si la productividad sube, los sueldos suben.
Recuerde que “Si p entonces q¢” es equivalente con “Nop og”;0sea,p—og=~pvgqg.
(a) No esta haciendo frio o él se pone el sombrero.
(b) La productividad no sube o los sueidos suben.

(a) Demuestre que “p implica g y g implica p” es ldgicamente equivalente con la bicon-
dicicnal “p siy sOlosig”;0sea,(p—=g)r{g—>p)=p<gq.

(b) Demuestre que la bicondicional p < g se puede escribir en términos de las tres conec-
tivas originales v, A y ~.

(@) p | q |p~+q |n—*q|q—»pl(p~>q)A(q—>p)
vivi v v |V A%
VIF F F A\ F
Flv] F Vv | F F
F!F \' \" \" v
1 1

(b) Ahorap—oq=~pvq y q—p=-~qvp;porlo tanto por (a)
peqg=(p>q)r(g->p)=(~pvq)r(~-qvp)

Demuestre que p ¢ ¢ = (p v ¢) > (p A q) (¢) comparando las tablas de verdad, (b) por el
algebra de proposiciones.

| q i p<—>q|nvq|pw|(pvq)—>(pw)

mT<< |
m<m <
P T T <
T<<<
mmm <
Ld M <
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) Equivalencia

(1) pog=(~pvglr(~qvp)

2) =[(~pvg)r~qlvi(~pvag)rp]

3) =[~grg)v(~gr~pIv(prg)v(pr~p)
“) =[fv~gr~pviprg)vf]

5) =(~qr~p)v(prq)

) =s[~(pv@)lviprq)

0 =(pvq)=>(prq)

(1)
(2)
(3)
4)
(5)
(8)
)
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Razon

Problema 4.15(d)

Ley distributiva

Leyes conmutativa y distributiva
Ley de complemento

Ley de identidad

Ley de DeMorgan

Seccion 4.8

4.17 Determine las tablas de verdad de (@) (p—q)=>(p rq). (D) (p—=q)v ~(p—~q).

(@) P qlp*qlpw‘(/’*q)*(pw)
ViV v v v
VIF[ F | F v
Flvi v | F F
FIr| v | ¥ F
() plalw » @& v ~ (p « ~ g
VIVIVIVIVIVIVIVIFIF |V
VIie|VvirFlrlFir|VIVIV]F
F{VIF|{VIVIVIFIF|VI[F!lV
FIF|F|V|F|lVI|VIF|FIV|F
Paso [ 1 (2] 1{stafi|alfatn

4.18 Determine la contrarreciproca de cada enunciado.

(a) SidJuan es poeta, entonces es pobre.

(b) Solamente si Marcos estudia pasara el examen.

(c) Es necesario que haya nieve para que Luis pueda esquiar.
(d) Si x es menor que cero, entonces x no es positivo.

(a) La contrarreciproca de p > g es ~ g =~ p. Asi que la contrarreciproca de (¢) es

Si Juan no es pobre, entonces no es poeta.

(b) El enunciado dado es equivalente a “Si Marcos pasa el examen, entonces estudioé”. Asi que la con-

trarreciproca de (b) es

Si Marcos no estudia, entonces no pasara el examen.

(¢) El enunciado dado es equivalente a “Si Luis esquia, entonces es porque nevo”. Asi que la contra-

reciproca de (¢) es

Si no nieva, entonces Luis no esquia.

(d) La contrarreciprocade p > ~ ges~~ g — ~p =g~ ~ p. Asi que la contrarreciproca de (d) es

Si x es positivo, entonces x no es menor que cero.

ARGUMENTOS E IMPLICACION LOGICA

4.19 Muestre que el siguiente argumento es valido: p < ¢,q +p.

Método 1

Construya la tabla de verdad a la derecha. Ahora p < g es verdadero en los casos (lineas) 17 4,y
g es verdadero en los casos 1 y 3; asi que p < ¢ y ¢ son simultaneamente verdaderos soio a1 el caso 1.
en donde p también es verdadero. Asi, el argumento p<>q, g + p es valido.
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Método 2
Construya la tabla de verdad de [(p < g) » q]— p:

p | q |p->q |(pﬁq)Aq|[(p~q)Aq]—>p
viv| v \% \%
vV|F| F F \'
F|V]| F F v
FIF| V F A

Como [(p<>q) A q]— p es una tautologia, el argumento es valido.

4.20 Verifique la validez del siguiente argumento:

Si estudio, no perderé matematicas.
Si no juego basquetbol, entonces estudio.
Pero perdi matematicas.

.......................................

Por lo tanto, jugué basquetbol.

Primero traduzca el argumento a su forma simbélica. Sean p “Yo estudio”, g “Pierdo matemati-
cas” y r “Juego basquetbol”. Entonces el argumento dado es como sigue:

p—>~q ~ropqtr

Para verificar la validez del argumento, construya las tablas de verdad de las proposiciones dadas
pP>7™q,~r2pqrr:

plalr |~q|\p>~q|~r|~r=p
viviv ] F F F v
ViV|F | F F v \
VI F[v ]|V v F L
VIF|F |V \ \’ v
FIV|iV |F \’s F \%
FIV|F|F \' s F
FIF|v{vV \' F v
FIF|F |V v v F

Ahora las premisas p > ~ q, ~r -> p y q son verdaderas simultaneamente s6lo en el caso (linea) 5,
y en ese caso la conclusion r también es verdadera; asi que el argumento es valido.

4.21 Demuestre que p ¢ g implica logicamente p > gq.
Método 1
Construya las tablas de verdaddep o gy p > q:

pla]preqalr-q

Viv] v A4
VI|F F F
F |V F v
FIFl V v

Ahora p < q es verdadero en las lineas 1 y 4, y en estos casos p ~ ¢ también es verdadero. Asi que
p < q logicamente implicap - q.
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4.22

Método 2

Construya la tabla de verdad de (p © q) > (p = q). En ella se muestra que esta proposicion es una
tautologia; asi que, por el teorema 4.3, p ¢ ¢ implica logicamente p > q.

Método 3
Use el problema 4.15(a) y el algebra de proposiciones.
(reg=>(p-=lp>9)r@->p)l->(p~9)
=~[(p>q)r(g->plvip~9g)
=[~(p=>q)v~@->plvip~q)
=tv~(g-p)

=¢

(Este método se podria haber aplicado en los problemas 4.19 y 4.20.)

Demuestre que p <+ ~ g no implica l6gicamente p - q.

Método 1
Construya las tablas de verdad dep ©~~qgyp—>q:

p| q|~q |p<+~q|p—>q

VIV ] F F v
VIF{| V v F
FIVI F \' \4
FIFILl V F v

Recuerde que p < ~ ¢ implica logicamente p — ¢ si p > q es verdadero cada vez que p < ~ g es verda-
dero. Pero p < ~ q es verdadero en el caso (linea) 2 en la tabla anterior, y en ese caso p -> g es falso,
Asf que p ¢ ~ ¢ no implica 16gicamente p —> q.

Método 2

Construya la tabla de verdad de la proposicion (p « ~ ¢) > (p = g). Esta no serd una tautologia;
asi que, por el teorema 4,3, p ¢ ~ ¢ no implica logicamente p — g.

Problemas suplementarios

ENUNCIADOS Y ENUNCIADOS COMPUESTOS

4.23

4.24

425

Sean p “Marcos es rico y ¢ “Marcos es feliz”. Escriba cada una de las siguientes proposiciones en forma
simbolica.

(a) Marcos es pobre pero feliz.

(b) Marcos ni es rico ni feliz.

(c) Marcos o es rico o es infeliz.

(d) Marcos es pobre 0 si no él es tanto rico como infeliz.

Sean P “Luis lee La Prensa”, q; “Luis lee El Mundo”,y r “Luis lee El Universal”. Escriba lo siguiente
en forma simbblica.

(a) Luis lee La Prensa o El Mundo, pero no El Universal.

(b) Luis lee La Prensa y El Mundo, o él no lee La Prense y El Universal.

(c) No es cierto que Luis lee La Prensa pero no El Universal.

(d) No es cierto que Luis lee E! Universal o E! Mundo pero no La Prensa,

Sea p “Aurora habla francés” y g “Aurora habla danés”. Dé una frase verbal sencilla que describa lo
siguiente: -

@pvagdyprg(c)p r~q,d)~p v ~q,(e)~~p, (f) ~(~p r~q)
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TABLAS DE VERDAD, EQUIVALENCIA LOGICA
4.26  Encuentre la tabla de verdad de cada proposicion:

(@ypv~q, (b) ~pr~q,(c) ~(~p A q),(d) ~(~p v ~q)
4.27 Encuentre la tabla de verdad de cada proposicion:
@ (pr~q)vr () ~pviga~r),(c)(pv~rIa(gv~r)
4.28 Demuestre que la conjuncion distribuye sobre la disyuncién: p a(gvr)=(parg)v(p ar).

4.29 Demuestre que p v (pA q) = p construyendo las tablas de verdad apropiadas.

4.30 Demuestre que ~(p v q) v (~p A g) = ~p construyendo las tablas de verdad apropiadas.

4.31 (a) Expresev en términos de Ay ~.
(b) Exprese a en términos de v y ~.

4.32 Demuestre las siguientes equivalencias usando las leyes del algebra de proposiciones de la tabla 4-1:

@pnrpva)=p. BY(prg)v~p=~pvq (c)pr(~pvg)=pargq

NEGACION
4.33  Simplifique: (a) ~(p A ~q), (b) ~(~p Vv q), (c) ~(~p r~q).

4.34 Escriba la negacion de cada uno de los siguientes enunciados de 1a manera més sencilla posible.

(a) El es alto pero buen mozo.

(b) El es rubio o de ojos azules.

(c) El ni es rico ni feliz.

(d) El perdi6 su trabajo o no fue a trabajar hoy.

(e) Ni Marcos ni Luis son infelices.

(f) Aurora habla espaiiol o francés pero no aleméan.

CONDICIONALES, BICONDICIONALES

4.35 Encuentre la tabla de verdad de cada proposicion: (a) (~p v q)~>p, (b) g (~q A p).
4.36  Encuentre la tabla de verdad de cada proposicion: (a) (pe<> ~q)=>(~p 7 g), (b) (~q v p)<>(g—> ~p).
4.37 Demuestre: (@) (pAq)>r=(p>r)v(@->n. (b)p~>(g->r)=(pr~r)>~q.

4.38 Determine la contrarreciproca de cada enunciado:
(a) Siél tiene, coraje él ganara. (b) Solo sino estd cansado, ¢l ganara.
4.39 Encuentre:

(a) La contrarreciprocade p —g. (¢) La contrarreciproca de lareciprocade p—>~gq.
(b) La contrarreciprocade ~p—gq. (d) Lareciproca de la contrarreciproca de ~p —>~q.

ARGUMENTOS, IMPLICACION LOGICA
4.40  Verifique la validez de cada argumento:(a) ~p—>gq,p + ~q; (b) ~p—>q,q + p.

4.41 Verifique la validez de cada argumento: (@) p—~>q, r>~qt ro~p; () p>~q,~r—>~q+ p>~r.
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4,42 Traduzca a forma simbdlica y verifique la validez del argumento:

4.43

4.44

4.45

4.23

4.24

4.25

4.26

(@)

(]

(©

@

Demuestre que (a) p A g implica logicamente p, (b) p v ¢ no implica l6gicamente p.

Demuestre que (¢) g implica 10gicamente p ~> ¢, (b) ~p implica logicamente p ~ g.

Si 6 es par, entonces 2 no divide a 7.
O 5 no es primo, 6 2 divide a 7.
Pero 5 es primo.

Por lo tanto, 6 es impar (no par).

Las rosas son rojas.
Las rosas son azules.

Por lo tanto, las rosas son rojas si y solo si son azules.

Si trabajo, no puedo estudiar.
O trabajo, o paso matematicas.
Pasé matematicas.

Por lo tanto, estudié.

Si trabajo no puedo estudiar.
O trabajo, o paso matematicas.
Trabajé.

Por lo tanto, pasé matematicas.

93

Determine aquellas proposiciones que implican légicamente (a) una tautologia, (b) una contradic-
cion.

Respuestas a los problemas suplementarios

(@y~pnrg, (b)~pr~q (c)pv~q (d)~pvipr~qg)

@ @vpr~r B (prg)v~(par)ic)~(pr~n(d)~{(rvg)r~p]

(a) Aurora habla francés o danés.

(b) Aurora habla francés y danés.

(c) Aurora habla francés pero no danés.

(d) Aurora no habla francés o no habla danés.

(e) No es cierto que Aurora no hable francés.

(f) No es cierto que Aurora no hable ni francés ni danés.
p | q | pv~q | ~pr~q | ~(~prq) | ~(~pv~q)
vViv v F \% \%
V | F v F v F
F v F F F F
F F v v \' F
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4,27

4.31

4.33

4.34

4.35
4.36
4.37

4.38

4.39

4.40

441

4.42

4.45

LOGICA, TABLAS DE VERDAD

plajr |@]® ] @
vi]|iviv|v F A
V|V |F|F v v
v I|F |v ]|V F F
vI|F |F |V F s
F A% \' \4 \' F
F |V IF | F v v
F|lF [V ]V \% F
F|F |F | F v v

@pvg=~(pr~q), b)prg=~(~pv~q)
(@) ~pvg (d)pr~q(c)pve

(c) Elesrico o es feliz.
(f) Aurora habla aleman, pero ni espafiol ni francés.

(a) VVFF, (b) FFFV
(@) VEVV, (b) FVFV
(Ayuda: Construya las tablas de verdad apropiadas.)

(a) Sino gana, entonces no tiene coraje.
(b) Si esta cansado, entonces no ganara,

(@) g—>~p,(b) ~q—>p,(c) ~p—>4q, (d) p—>q
(@) falacia, (b) valido.
(a) valido, (b) falacia.

(@) p—>~q,~rvq,r+ ~p;vilido. (c)p—>~q,pvrrt g; falacia.
(b) p,q + p<>g;vilido. (dyp->~aq,qvrpt r;vilido.

(a) Toda proposicién implica l6gicamente una tautologia.

(b) Solamente una contradiccion implica idgicamente una contradiccion.

[CAP. 4



Capitulo 5

Algoritmos, diagramas de flujo,
programas en seudocddigo

5.1 INTRODUCCION

Un algoritmo es una lista paso por paso de instrucciones para resolver un problema parti-
cular.

EJEMPLO 5.1 El Banco Nacional quiere calcular y registrar el INTERES en una hipoteca de una casa para un
cliente. Suponiendo que el BALANCE de la hipoteca y la TASA de interés aparecen en el registro del cliente,
un algoritmo adecuado es el siguiente:

PASO 1. Obtenga el NOMBRE, BALANCE y TASA del registro del cliente.
PASO 2. Calcule: INTERES = BALANCE X TASA.
PASO 3. Registre el NOMBRE y el INTERES en el archivo de intereses.

Estamos usando la palabra registro para designar una coleccion de datos relacionados, o sea, datos de un clien-
te dado; y archivo es una coleccion de registros similares.

Hay dos maneras de representar un algoritmo fuera de escribir una lista numerada de ins-
trucciones. Una manera, la mas comin, es por medio de un diagrama de flujo, en el cual los
pasos esenciales del algoritmo se representan por cajas de varias formas geométricas y el flujo
de los datos entre los pasos se indica por flechas, o lineas de flujo. La fig. 5-1 es un diagrama de
flujo del algoritmo del ejemplo 5.1.

Aunque el diagrama de flujo pueda parecer redundante en este caso, frecuentemente es una
herramienta indispensable para formular tipos complejos de algoritmos.

Otra manera de representar un algoritmo es escribirlo en un lenguaje de seudocédigo, que
se discutira al final del capitulo.

Supongamos ahora que gueremos ejecutar un algoritmo usando un computador electroni-
co. Esto se puede hacer traduciendo el algoritmo (de su diagrama de flujo o forma en seudoco-
digo) a un programa de computador escrito en algun lenguaje de alto nivel, tal como BASIC,

Comience

/Lea NOMBRE,BALANCE,TAsy

l

INTERES = BALANCE X TASA

/ Escriba NOMBRE, INTERESEE/

Figura 5-1

95
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-~

COBOL, o FORTRAN. Comenzamos este capitulo con una discusion general de programas de
computador,

5.2 PROGRAMAS DE COMPUTADOR; VARIABLES, CONSTANTES

El computador resuelve un problema particular por medio de un programa de computador,
que es una lista de enunciados, el cual da instrucciones detalladas para el computador. Tales
instrucciones deben, eventualmente, darse al computador en su propio lenguaje de maquina.
Sin embargo, los programas de computador usualmente se escriben en algin lenguaje de alto
nivel (FORTRAN, COBOL, BASIC, .. .) A estos se les llama lenguajes de compilador; un com-
pilador es un programa especial que traduce un programa escrito en un lenguaje de alto nivel a
lenguaje de maquina. El programa original se llama programa fuente, y el programa traducido
se llama programa objeto. La fig. 5-2 indica esta transicion.

Programa Programa
fuente objeto

Programa

escrito en Instrucciones

" | Traduccion del .
un lenguaje] ——————— | en lenguaje

de compilador de miquina
alto nivel

Figura 5-2

Cada lenguaje de programacion tiene su propio conjunto de caracteres, que incluyen los
10 digitos, las 26 letras, y caracteres especiales (véase la sec. 2.6). Este conjunto de caracteres,
junto con la sintaxis del lenguaje, se usa para escribir un programa. Cualquiera que sea el len-
guaje, los conceptos de nombres de variables y constantes son pertinentes.

Nombres de variables

El término variable en la terminologia de computadores normalmente significa (i) un lugar
de memoria en la memoria del computador reservado para un campo de datos especifico
(datos individuales). Alternativamente, una variable puede significar (ii) el campo de datos
mismo que se almacena en el lugar de memoria correspondiente. A cada variable (en cualquier
sentido) en un programa de computador, se le da un nombre o rotulo, llamado nombre de los
datos o nombre de la variable. Normalmente, se escogen nombres que indique el tipo de cam-
po de datos que representan. Por ejemplo, TASA se puede usar para denotar la tasa por horas
de pago de un empleado en una compaiiia. Puede entonces hablarse de la “variable TASA” ode
la localizacién de almacenamiento TASA, o de la direccién TASA. Observe que el valor de
TASA en el sentido (ii) puede cambiarse durante la ejecucién del programa. Por ejemplo,
TASA puede ser $8.25, $9.00, $9.75, . . ., dependiendo del empleado en particular.

Cada lenguaje de programacion tiene sus propias reglas para formar nombres de variables,
por ejemplo, en BASIC no se puede exceder de dos caracteres, o de seis caracteres en FOR-
TRAN. Los nombres de variables generalmente se forman con caracteres alfanuméricos, con el
primer caracter siempre alfabético. AGn mas, ciertas palabras (por ejemplo DATA, STOP, IF,
LET en BASIC) tienen un significado especial en el lenguaje, y por lo tanto, no se pueden esco-
ger como nombres de variables. A éstas se les llama palabras reservadas del lenguaje.

Constantes

Una constante en un programa de computador es un valor de datos que no cambia durante
la ejecucion del programa. A las constantes se les llama a veces literales. Hay basicamente dos
clases de constantes, que aparecen en casi todos los lenguajes de programacion.
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Constantes numéricas: Una constante numeérica es un nimero con o sin signo, con o sin
punto decimal, por ejemplo:

999 +2058 -111 333.22 —0.12345 +67.89

A las primeras tres, que no tienen punto decimal, también se les llama enteros. Las constantes
numéricas normalmente incluyen nimeros en forma exponencial, tales como

1.23E03 0.444E-2 33.77El

(véase la sec. 3.2). Hacemos resaltar que en las constantes numeéricas no pueden aparecer ni co-
mas ni blancos. Por ejemplo, 2 345 789 y 25 333.6 no son aceptables como constantes numé-
ricas. Cada lenguaje de programacion tiene también reglas que limitan el nimero de digitos que
pueden aparecer en una constante.

Constantes no numéricas. Una constante no numérica es sencillamente una cadena de
caracteres del conjunto de caracteres del lenguaje; a tales constantes se les llama a veces mensa-
jes o comentarios. Se indica una constante no numérica colocando su nombre entre comillas
sencillas:

‘ENCUENTRE EL PROMEDIO’ ‘TASA’
‘088-24-096° ‘SER O NO SER’

Observe que ‘TASA’ indica que la TASA es una constante no numérica, mientras que TASA
(sin comillas) es un nombre de variable.

Observacién: Algunos lenguajes de programacion permiten algunas clases especiales de
constantes. Por ejemplo, el FORTRAN permite las constantes 16gicas verdadero y falso, repre-
sentadas por

.TRUE. y .FALSE.
respectivamente. El COBOL permite constantes figurativas tales como
ZERO SPACE QUOTE

todas con sus significados obvios (cero, espacio y entre comillas).

5.3 DIAGRAMAS DE FLUJO Y SU LENGUAJE

Un diagrama de flujo es una representacion visual de un algoritmo. En efecto, los diagra-
mas de flujo se usan frecuentemente en el planeamiento, desarrollo y estructuraciéon de un
algoritmo para resolver un problema complejo. Al diagrama de flujo se le considera como una
parte esencial de la documentacion en la traduccion del algoritmo original a un programa de
computador.

Formalmente, un diagrama de flujo es un diagrama formado por simbolos (cajas) y fle-
chas, o lineas de flujo, que conectan los simbolos entre si. Los simbolos denotan los pasos
esenciales del algoritmo y las flechas indican la logica del algoritmo, o el flujo de datos de un
paso del algoritmo a otro. Los diagramas de flujo se dibujan de tal manera que la direccion del
flujo sea hacia abajo o de izquierda a derecha. Con estas convenciones, se pueden omitir las
puntas de las flechas, dandose lineas de flujo como en la fig. 5-4.

Los simbolos mismos son de formas estandarizadas que indican el tipo de accion que se
estd efectuando en ese paso del algoritmo. En efecto, cada paso estd rotulado por su paso de
algoritmo, escrito dentro del simbolo. Estos pasos de algoritmo se pueden expresar en un len-
guaje universal de diagramas de flujo, que, afortunadamente, se puede aprender en menos de
una hora.

En la figura 5-4 aparecen los seis simbolos mas frecuentemente empleados en los diagramas
de flujo. Discutimos estos simbolos individualmente, junto con los enunciados que aparecen
dentro de ellos.
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Simbolo Nombre

Terminal

: Entrada/salida

Procesamiento

Decision
O Conector

Figura 5-3

Simbolos de terminales
El simbolo ovalado se usa para indicar el principio o el fin de un algoritmo por medio de

ici® o CPared

respectivamente. Es claro que un diagrama de flujo s6lo puede contener un simbolo Inicie; sin
embargo, puede contener mas de un simbolo de Pare, ya que el algoritmo puede contener ra-
mas alternativas. A veces, se omiten los simbolos de Inicie y/o Pare si es claro en donde se ini-
cia y/o termina el algoritmo.

Este simbolo también se usa para indicar una pausa en el algoritmo; por ejemplo, puede ser
necesario cambiar los formatos en una impresora de salida. De aqui que al simbolo a veces se
le rotule “Pausa”.

Simbolo Entrada/Salida
El paralelogramo se usa para indicar una operacion de entrada o de salida. Especificamen-

te, escribimos
/Lea A,B,C, D7

para indicar que deben entrar datos en los lugares de memoria A, B, C, y D, en ese orden. Ob-
serve que los enunciados de entrada comienzan con la palabra “Lea” y también que va seguida
por nombres de variables separadas por comas. Analogamente,

/ Escriba X, Y, Z /

indica que los datos en los lugares de memoria X, Y, Z deben salir. El enunciado de salida co-
mienza con la palabra “Escriba” y también va seguido de nombres de variables separados por
comas. También podemos dar mensajes escribiendo el mensaje entre comillas sencillas; por
ejemplo

/ Escriba ‘NO HAY SOLUCION/

indica que debe salir el mensaje “No hay solucién”.
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Simbolo de procesamiento

Se usa el rectangulo para indicar una operacion de procesamiento. Este puede ser un enun-
ciado de asignacion, definido abajo, o puede ser una macroinstruccion, cuya traduccion al len-
guaje de programacién requeriria, por otra parte, una lista completa de enunciados de compu-
tador; por ejemplo

Encuentre el promedio
Alfabetice nombres y la desviacion
estandar de los salarios

son macroinstrucciones.
El enunciado de asignacion tiene la forma

variable = expresién aritmética

O sea que solamente puede aparecer un nombre de variable a la izquierda del signo igual, =, pe-
ro toda expresion aritmética que use variables, constantes, y operaciones aritméticas puede
aparecer al lado derecho del signo igual. (Las expresiones aritméticas incluyen variables indivi-
duales o constantes como casos especiales.) Otra forma aceptable para un enunciado de asigna-
cion es

variable <« expresién aritmética

en la cual la flecha hacia atras < se usa en lugar de! signo igual.

EJEMPLO 5.2
(a) Suponga que queremos sumar los nimeros (constantes numéricas) A, B,y C. No podriamos escribir

A+B+C

ya que la suma debe colocarse en un lugar de memoria definido. Podemos escribir

SUMA=A+B+C

que envia el resultado de la suma para ser aimacenado en el lugar de memoria SUMA. No podriamos escri-
bir

A+B+C =SUMA

ya que en el lado izquierdo del enunciado de asignacion solo puede aparecer un nombre de variable.

(b) Suponga que queremos incrementar el valor de la variable K en 1. Podriamos lograr esi» escribiendo

Incremente el valor
deKenl

Afirmamos que también se puede lograr esto escribiendo

K=K+1

w

Observe que este no es un enunciado matematico, ya que K en realidad no es igual a K + 1. Sin embargo,
como un enunciado de asignacion, le dice al computador que le sume 1 al niimero que en el momento esté
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almacenado en el lugar K y luego que asigne esta suma al lugar K. El resultado total es incrementar el
valor almacenado en Ken 1.

EJEMPLO 5.3 La figura 5-4 es un diagrama de flujo para encontrar la suma S, el promedio A, y el producto P
de los tres nimeros X, Y,y Z. Observe que los tres enunciados de asignacion se colocan en un simbolo de pro-
cesamiento. Observe también que las puntas de las flechas se han omitido, ya que la direccion del flujo es

obviamente de arriba hacia abajo.
( Inicie )

{ LeaX,Y,Z |

S=X+Y+2Z
A=8/3
P=XxYxZ

Escriba S, A, P

Figura 5-4

Simbolo de decision

Una de las propiedades poderosas de un computador es su capacidad para decidir si dos
valores son iguales, y si no son iguales, para decidir cudl es el mayor. O sea, el computador
puede determinar el valor de verdad de enunciados que usen una de las seis relaciones matema-
ticas simbolizadas en la tabla 5-1. En la practica, al computador se le presenta no un enuncia-
do verdadero/falso, sino una pregunta que tenga una respuesta “Si” o ‘“No”; por ejemplo

Es A= B? Es K< 25? Es VENTA > $5000?

Al computador también se le puede programar para que conteste preguntas que usen una o mas
conectivas logicas “y”, “0”, y “no” o preguntas en que haya mis de dos respuestas posibles;
por ejemplo,

Es X< 50y Y< 75? Es D positivo, negativo, o cero?

Tabla 5-1

Simbolo Significado

Igual

Diferente

Menor que
Menor o igual que
Mayor que

Mayor o igual que

V VKA
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Con cada pregunta, el computador puede ser programado para que tome un curso diferente de
accién dependiendo de 1a respuesta. A un paso en un algoritmo o programa que conduce a mas
de una posible continuacion, se le llama decisién.

El simbolo en forma de diamante se usa para indicar una decision. La pregunta se coloca
dentro del simbolo, y cada respuesta alternativa a la pregunta se usa para rotular la flecha de
salida que conduce al préximo paso apropiado del algoritmo. Observamos que el simbolo de
decision es el Gnico simbolo que puede tener mas de una salida.

EJEMPLO 5.4 La figura 5-5 muestra un diagrama de flujo que lee dos nimeros, A y B, y que imprime en
orden decreciente, después de asignar el nitmero mayor a GRANDE y el niimero menor a PEQUENO. Observe
las dos flechas que salen de la decision “Es A < B?”, una rotulada “no” y la otra rotulada “si”’. Por convenien-
cia de notacion, frecuentemente se omite en las preguntas la palabra “Es”.

( Inicie )

{ Lea A,B ;
20 A <k i

GRANDE = A GRANDE = B
PEQUEROQO = B PEQUENO = A
Escriba 7
‘ PEQUERO, GRANDE /
Pare
Figura 5-5

EJEMPLO 5.5 (Ecuacion cuadratica). Recuerde que las soluciones de 1a ecuacion cuadratica
ax’+bx+c=0

en donde @ # 0, estan dadas por la férmula cuadratica

= -b+Vb - dac
- 2a

La cantidad D = b? — 4ac se llama el discriminante dela ecuacién. Si D es negativo, entonces no hay solucio-
nes reales. Si D = 0, entonces hay una sola solucion real (doble), x = —b/2a. Si D es positivo, la formula da
dos soluciones reales diferentes. La fig. 5-6 es un diagrama de flujo que entra los coeficientes A, B, C de la
ecuacion cuadratica, y da las soluciones reales, si hay. Observe que hay tres respuestas para la pregunta “Signo
de D?”; cada una conduce a salidas diferentes.

Simbolo conector

Un diagrama de flujo que es largo y complejo puede requerir mas de una hoja de papel, lo
cual quiere decir que ciertas lineas de flujo no se pueden dibujar; o que el diagrma puede con-
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Lea A,B,C

D=B’-4xAxC

negativo positivo

-B+VvD

B Xl=—2a

Escriba X=oxa _B-vD

‘NO HAY X2=—5a
SOLUCIONES

REALES’ Escriba
‘SOLUCION

UNICA’, X

f Escriba X1, X2 ;

Pare )

Figura 5-6

tener lineas de flujo que se cruzan, lo cual puede causar confusidén. El simbolo conector o sim-
bolo de conexibén, un pequeifio circulo, se usa para remediar tales situaciones. Especificamen-
te, se supone que existe una linea de flujo entre cualquier par de simbolos conectores que
hayan sido rotulados idénticamente, de tal manera que el flujo sale del diagrama de flujo en
uno de los conectores (conector de salida) y entra por el otro conector (conector de entrada).
Para cada rotulo de conector, hay un Unico conector de entrada, pero puede haber mas de un
conector de salida. La fig. 5-25 es un diagrama de flujo que usa conectores.

Simbolo de preparacion

Este simbolo indica la preparacién para algiin procedimiento inicializando ciertas variables.
Muchos programadores indican una preparacion por medio del simbolo de procesamiento.
Usamos el simbolo de preparacion en la sec. 5.5.

5.4 CICLOS

Supongamos que queremos leer, procesar y sacar los resultados a partir de los datos de un
registro. El diagrama de flujo de tal procedimiento aparece en la fig. 5-7(a). Ahora suponga-
mos que se quiere repetir este procedimiento para cada registro en un archivo. A tal operacion
repetitiva se le llama ciclo, y al manejo de cada registro se le llama iteracion. Se podria visuali-
zar un ciclo dibujando una flecha del ultimo paso en el procedimiento al primer paso, como en
la fig. 5-7(b), pero esto no indicaria un mecanismo para salir del ciclo. Ahora discutiremos una
manera de controlar un ciclo, y en la sec. 5.5 discutiremos otra manera.

Registro fin de archivo

Normalmente un sistema de procesamiento de datos usa un registro con datos especiales al
final de cada archivo. A esto se le llama registro de fin de archivo o EOF (End-of-file). De esta
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Lea los datos
del registro

Procese
los datos

Salida
de resultados

(@)
Figura 5-7

del registro

Fin del
archivo?
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Comience

Lea los datos
del registro

Procese
los datos

Salida
de resultados

Lea los datos

Procese
los datos

Salida de
resultados

®

Figura 5-8
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manera, después de leer cada registro al computador, se le hace una de las siguientes preguntas
equivalentes:

El ciclo de la fig. 5-7(b) se puede controlar mediante una de tales decisiones, como se muestra
en la fig. 5-8. Esta claro que el ciclaje termina cuando se hayan leido y procesado todos los
registros.

5.5 INICIALIZACION: CONTADORES, ACUMULADORES, CICLOS DO

Frecuentemente necesitamos asignar un valor inicial a una variable, tal vez en preparacion
para~algin tipo de proceso. .Tal “ipicializacién” tiene lugar, en particular, con contadores, acu-
muladores y cierto tipo de ciclos.

Contadores

Para contar el nimero de registros procesados por el diagrama de flujo de la figura 5-8, ini-
cialmente podriamos fijar una variable, digamos CONTEO, haciéndola cero, y luego incremen-
tamos en 1 CONTEO cada vez que se procesa un registro; obtendriamos el valor de CONTEQ
al salirnos del ciclo. Resulta claro segun la fig. 5-9 que el valor final de conteo sera exacta-
mente igual al nimero de registros que han sido procesados. A una variable como CONTEQ
se le llama contador. Observe que el contador requiere una inicializacion como preparacion
para el ciclo; asi que usamos el simbolo de preparacién en la fig. 5-9.

Acumuladores

Supongamos que una comparifa quiere encontrar su némina total semanal, o sea, la suma
de los salarios semanales de todos sus empleados, como aparecen en la lista del archivo de per-
sonal. Si solamente hay tres empleados, con salarios X, Y, Z, entonces es claro que la suma S
se puede encontrar usando el enunciado de asignacion

S=X+Y+Z

como en el ejemplo 5.3. Por otra parte, con muchos empleados, encontramos la suma de los
salarios como se muestra en la fig. 5-10. O sea, escogemos una variable, digamos SUMA, e ini-

cialmente fijamos.
SUMA=0

Luego, usando el enunciado de asignacidon

SUMA=SUMA+SALARIO

podemos sumar los salarios a SUMA unos después de otros, a medida que vayan entrando de
los registros. A una variable como SUMA se le lama acumulador, por razones obvias. Observe
gue el acumulador SUMA requiere una inicializacion como una preparacién para sumar los
salarios, de donde se sigue el uso del simbolo de preparacion.
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CONTEO =0 >

l

——7/ Lea registro

Fin
del
archivo

Escriba
CONTEO

Procesamiento
de los datos

l

Salida de los
resultados

CONTEO=CONTEO-+1]

L

Figura 5-9

SUMA=SUMA+SALARIO

L 1 .

Figura 5.10
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Ciclos DO

La figura 5-11(¢) muestra un ciclo por medio del cual cierto procedimiento se ejecuta exac-
tamente, N veces, siendo el valor de N un entero positivo fijo. El ciclo usa una variable K, esen-
cialmente un contador. Inicialmente fijamos

(k1)

Después de cada ciclo, incrementamos K en 1, usando

K=K+1

y luego vemos si K excede el valor limite N, por

Si la respuesta en “No”, el procedimiento se repite. Después de N iteraciones se obtiene una
respuesta “Si”, y salimos del ciclo. Este tipo de ciclo ocurre tan frecuentemente, que se le da
el nombre, ciclo DO, y su diagrama de flujo tiene una abreviacion, fig. 5-11(b). A la variable K
se le llama indice del ciclo DO, y al procedimiento, que es iterado, se le llama cuerpo del ciclo.

Entrada al ciclo Entrada al ciclo

Procedimiento Procedimiento
K=K+1 L — =
Salida del ciclo
| no
si
Salida del ciclo
(a) (®)
Figura 5-11

En la figura 5-11(b), el valor inicial del indice y su incremento son ambos 1. Esta no es
una restriccion obligatoria. Si, en lugar, se usa un enunciado como

<DOK=2a10dea3>
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entonces el valor inicial sera 2, 10 el valor limite, y 3 el incremento. Asi, primero ejecutamos
el ciclo con K = 2. Luego incrementamos K en 3, y ejecutamos el ciclo con K = 5. De nuevo,
incrementamos K en 3, y ejecutamos el ciclo con K = 8, y salimos del ciclo. Frecuentemente
se requieren ciclos DO de este tipo mas general cuando el indice K también figura en el cuerpo
del ciclo.

EJEMPLO 5.6 Encuentre los enteros impares positivos que no excedan a N, junto con sus cuadrados, en don-
de N es un entero mayor que 1 que entra al programa.

La figura 5-12(a) es un diagrama de flujo de un programa pertinente. Observe que el valor inicial de K es
1, el incremento es 2, y el valor por compiarar es N. El ciclo DO equivalente aparece en la fig. 5-12(b).

[Con ][]

=)

DoK=1aNdea?2

r
1 e

- — L= K? ! L = K?

i i —

| L Escnlia K,L / : [ Escriba K, L /

' |

| =K+ —— -

: K=K+2 - {P

|

!_no ( Pare )

(a) ®)
Figura 5-12

5.6 PROGRAMAS EN SEUDOCODIGO

Un diagrama de flujo puede resultar dificil de leer, de modificar, o de revisar para un algo-
ritmo que sea suficientemente complejo para no aceptar una estructura simple, de arriba hacia
abajo. Por consiguiente, se ha desarrollado un lenguaje de programacién en seudocodigo, que
da una alternativa para presentar algoritmos.

El programa en seudocddigo esta compuesto por una lista de enunciados. Algunos dé”estos
enunciados estan entre los que se usan en los diagramas de flujo, por ejemplo, los enunciados
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de lectura, los enunciados de escritura, los enunciados de asignacion, las condiciones. Sin em-
bargo, para indicar la légica de un algoritmo, el programa en seudocodigo usa tres tipos de
organizacion: (i) logica secuencial, (ii) 10gica de seleccidn, y (iii) 1ogica de iteracién, en lugar de
flechas o lineas de flujo.

Logica secuencial

Bajo esta 14gica, las instrucciones de un programa en seudocodigo se ejecutan en orden, de
arriba hacia abajo (véase la fig. 5-13). Aunque no es necesario tener un enunciado de Inicie o
un enunciado de Pare (ya que el programa comienza arriba y termina abajo), frecuentemente
sefialamos que se ha completado el programa escribiendo FIN al final del programa. Por ejem-
rlo, un programa en seudocddigo equivalente al diagrama de flujo de la fig. 5-1 podria aparecer
como sigue:

lea NOMBRE, BALANCE, TASA
INTERES = BALANCE X TASA
escriba NOMBRE, INTERES

FIN

Algunas veces se comienza el programa con un titulo como “Calculo de interés™.

Programa en seudocodigo

Proceso A
Proceso B

Diagrama de flujo equivalente

|

Proceso A

1

Proceso B

1

Figura 5-13 Logica secuencial

Loégica de seleccion

Esta logica emplea varias estructuras llamadas estructuras IF, cada una de las cuales es esen-
cialmente una seleccién de una de varias alternativas. Cada una de tales estructuras comienza
con un enunciado de la forma

IF condicion
y termina con el enunciado
I'NDIF

La condicién en el enunciado inicial por 1o ¢yman se puede poner en forma de una pregunta
con respuesta “Si” o “No”.

Alternativa sencilla. La estructura apropiada se lama estructura IFTHEN; su logica se ilus-
tra en la fig. 5-14. Sila condicion se cumple (IF), entonces (THEN) se ejecuta el procedimien-
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to A, la codificacion del cual puede requerir uno o mas enunciados; en caso contrario, se salta
el procedimiento A, y se transfiere el control al primer enunciado que siga al enunciado ENDIF.

Programa en seudocodigo

Condicién IF
[Procedimiento A)
ENDIF

Diagrama de flujo equivalente

Condicion?

si

Procedimiento A

Figura 5-14 Estructura IFTHEN.

EJEMPLO 5.7 El siguiente programa en seudocodigo, que calcula el SUELDO de un empleado dada su TASA
por hora de pago y el nimero de HORAS trabajadas, usa una estructura IFTHEN:

lea NOMBRE, TASA, HORAS

SUELDO = HORAS X TASA

IF HORAS > 40

SUELDO = SUELDO + (HORAS—40) X 0.5 X TASA
ENDIF

escriba NOMBRE, SUELDO

FIN

En otras palabras, el SUELDO es igual a HORAS multiplicado por TASA, pero si el empleado ha trabajado
horas extras (mas de 40 horas), entonces hay un pago adicional con una tasa de la mitad para aquellas horas
que pasen de 40.

Observe que el procedimiento IF se ha indentado, una convencion de seudocodigo que hace los programas
mucho mas faciles de leer.

Alternativa doble. Se usa una estructura IFTHENELSE para decisiones con dos alternati-
vas diferentes. Su logica se muestra en la fig. 5-15. Observe que un enunciado ELSE separa dos
procedimientos. Como se indica en el diagrama de flujo, si (IF) la condiciéon se cumple, enton-
ces (THEN) se ejecuta el procedimiento A (por encima del enunciado ELSE); en caso contrario
(ELSE) se ejecuta el procedimiento B (por debajo del enunciado ELSE).
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Programa en seudocodigo Diagrama de flujo equivalente
IF condicion

[Procedimiento A} Condicion?
ELSE
[Procedimiento B]

ENDIF si

Procedimiento A Procedimiento B

Figura 5-15 Estructura IFTHENELSE.

EJEMPLO 5.8 En seguida se muestra un programa en seudocodigo para el ejemplo 5.4' (cuyo diagrama de flujo
aparece en la fig. 5.5).

lea A, B

IFA<B
GRANDE = B
PEQUENO = A

ELSE
GRANDE = A
PEQUERNO = B

ENDIF

escriba PEQUERO, GRANDE

FIN

Observe de nuevo como los bloques de procedimiento se indentan para lectura mas facil.

Alternativas multiples. Decisiones que involucran mas de dos alternativas pueden manejar-
se por medio de estructuras IF anidadas, en las cuales una estructura IF esta contenida en la
componente de procedimiento de otra estructura IF. Un ejemplo es la estructura ELSEIF,
cuya forma y logica aparecen en la fig. 5-16. Estas estructuras ELSEIF usan uno o mis enun-
ciados de la forma

ELSEIF condicion

entre los enunciados [F y ELSE. Observe que solamente se ejecutard, uno de los procedimien-
tos, el que sigue a la primera condicién que se cumpla. Si ninguna de las condiciones se cum-
ple, entonces se ejecuta el procedimiento en seguida del enunciado ELSE. Si este procedimien-
to es vacio, entonces el enunciado ELSE se puede omitir. (Véase el problema 5.46)

EJEMPLO 5.9 En seguida presentamos un programa en seudocodigo para el ejemplo 5.5 (el diagrama de flujo
esta en la fig. 5-6).
lea A,B,C
D=B"~-4XAXC
IFD >0
X1 = (=B + vD)/(2 X A)
X2 = (=B — VD)/(2 X A)
escriba X1, X2
ELSEIF D = 0
X = —B(2 X A)
escriba ‘SOLUCION UNICA’, X
ELSE
escriba ‘NO HAY SOLUCION REAL’
ENDIF
FIN

De nuevo observe que los bloques de procedimiento estan indentados.
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Programa en seudocodigo Diagrama de flujp equivalente

IF condicion (1)
[Procedimignto A, ]

ELSEIF condicion (2)
[Procedimiento A, ]

Condicion (1)? ProcedimientoA,

ELSEIF condicion (m)
[Procedimiento A,, ]
ELSE
[Procedimiento B])
ENDIF

|ProcedimientoA .,

Procedimientc A

Condicion (m)?

Procedimiento B

Figura 5-16 Estructura ELSEIF.

Programa en seudocodigo Diagrama de flujo equivalente
DO K = INV a VFIN de a INCR l
Procedimiento < K = INV >

(Cuerpo del ciclo)
ZNDDO

Procedimiento
(Cuerpo del ciclo)

!

K=K + INCR

no

Figura 5-17 Esctructura DO.
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Iteracion logica
Esta 16gica se refiere a las estructuras con ciclos, de los cuales hay de fres tipos. Un tipo, al

que ya se le hizo diagrama de flujo en la sec. 5.5, comienza con un enunciado DO, que tiene
la forma

DO K = 1toN o DOK=INVto VFIN by INCR
Otro tipo comienza con un enunciado DOWHILE (Haga mientras), que tiene la forma
DOWHILE condicién
y el tercer tipo comienza con un enunciado DOUNTIL (Haga hasta que), que tiene la forma
DOUNTIL condicion

Todos los tres tipos terminan con el enunciado ENDDO, que indica el fin del ciclo.

La forma y logica de la estructura DO aparece en la fig. 5-17. En este caso a K se le llama
tndice del ciclo; a INV, valor inicial; a VFIN, valor final o valor de prueba, y a INCR, incre-
mento. (Por convencion cuando INCR = 1 se puede omitir el “by INCR” del enunciado DO.)
Observe que el cuerpo del ciclo se ejecuta primero con K = INV, el valor inicial. Después
de cada iteracion, K se incrementa en INCR y se compara con VFIN. Las iteraciones terminan
tan pronto como K exceda a VFIN. E] diagrama de flujo de la fig. 5-17 supone que INCR es
positivo; si INCR es negativo, de tal manera que K vaya disminuyendo de valor, entonces las
iteraciones terminan tan pronto como K < VFIN. Véase el problema 5.16(d).

EJEMPLO 5.10 El siguiente programa en seudocodigo logra el objetivo del ejemplo 5.6:

leaN

DOK = 1aNdea2
L =K?
escribaK, L

ENDDO

FIN

La forma y logica de la estructura DOWHILE aparece en la figura 5-19. Como estas estructu-
ras son ciclos, debe haber un enunciado antes de la estructura que inicializa la condicion que
controla el ciclo, y debe haber un enunciado en el cuerpo del ciclo que cambia la condicidn,
para que eventualmente las iteraciones terminen. Las iteraciones contindan en el ciclo DOW-
HILE hasta que la condicién no se cumpla, mientras que las iteraciones continuan en el ciclo
DOUNTIL hasta que se cumple la condicion. Esta es una diferencia menor, ya que siempre se

Programa en seudocddigo Diagrama de flujo equivalente

DOWHILE condicién
Procedimiento
(cuerpo del ciclo)

ENDDO

condiciéon?

Procedimiento
(cuerpo del ciclo)

S |
——

Figura 5-18 Estructura DOWHILE.
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Programa en seudocédigo  Diagrama de flujo equivalente

DOUNTIL condicion l
{ Procedimiento ] Procedimiento
(cuerpo del cicio)

ENDO

(cuerpo del ciclo)

;Condicion?

Figura 5-19 Estructura DOUNTIL.

puede poner la negacién de la condicidén original. Mds importante es el hecho de que la condi-
cién en el ciclo DOWHILE se prueba al principio del ciclo, mientras que la condicion en el
ciclo DOUNTIL se prueba al final del ciclo. Por lo tanto, el cuerpo del ciclo DOUNTIL siem-
pre se ejecuta por lo menos una vez, mientras que el cuerpo del ciclo DOWHILE puede ser que
no se ejecute nunca.

EJEMPLO 5.11 Cualquiera de los dos programas siguientes en seudocddigo lograra el objetivo del ejemplo 5.6
(véase la fig. 5-12).

lea N lea N

K=1 K=1

DOWHILEK < N DOUNTILK > N
L =K L = K?
escriba K, L escriba K, L
K=K+ 2 K=K+ 2
ENDDO ENDDO
FIN FIN

Observe que los programas son idénticos, excepto que las condiciones que controlan las iteraciones son cada
una la negacion de la otra.

EJEMPLO 5.12 Supongamos que el archivo del personal de una compaiiia contiene los nombres y edades de
todos sus empleados, y que la compafiia quiere una lista de todos sus empleados que tengan menos de 30 afios.
El siguiente programa en seudocddigo logra el objetivo:

lea NOMBRE, EDAD del registro
DOUNTIL Fin del archivo

IF EDAD < 30

escriba NOMBRE

ENDIF

lea NOMBRE, EDAD del siguiente registro
ENDDO
FIN

Observe que el primer enunciado de lectura inicializa la condicién que controla el ciclo, y el segundo enuncia-
do de lectura cambia la condiciébn. Observe también la doble indentacion, una para la estructura DO y una
para la estructura IF contenida dentro del ciclo. (Suponemos implicitamente que el archivo contiene datos de
por lo menos un empleado; de otra manera necesitariamos un ciclo DOWHILE.)

Observacion 1: La programacién estructurada es una metodologia que hace hincapié en
una estructura de arriba hacia abajo para un programa de computador, en lugar de una transfe-
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rencia de control hacia atras y hacia adelante dentro del programa. Esta metodologia ha resul-
tado en la introduccion de varios tipos de estructuras en los diferentes lenguajes de programa-
cién que son muy similares a las anteriores estructuras en seudocddigo. Asi, la expresion en
seudocodigo de un algoritmo encaja muy bien con las técnicas de programacion estructurada.

Observacion 2: “Codificar” usualmente significa traducir un algoritmo en un lenguaje de
programacién bien definido. Los seudocédigos, asi como los diagramas de flujo, pueden ser
usados como una ayuda para escribir programas en casi cualquier lenguaje de programacion.
En otras palabras, los programas en seudocddigo (como los diagramas de flujo) son esencial-
mente independientes del lenguaje.

Problemas resueltos

PROGRAMAS DE COMPUTADOR; VARIABLES, CONSTANTES

5.1 Un compilador es una maquina que traduce un programa escrito en lenguaje de maquina
a un lenguaje de alto nivel tal como BASIC, COBOL, o FORTRAN. (Verdadero o fal-
s0?)

Falso, por dos razones. Primero que todo, un compilador no es una maquina, sino un programa.
Segundo, el compilador traduce un programa escrito en un lenguaje de alto nivel a lenguaje de maquina.

5.2 ;Qué quiere decir programa fuente y programa objeto en la programaciéon de computa-
dores?

Programa fuente se refiere al programa original, escrito en lenguaje de alto nivel. Al traducir las
instrucciones al lenguaje de maquina, el programa fuente se convierte en programa objeto.

5.3 Los diferentes lenguajes de programacion usan diferentes conjuntos de caracteres. (Ver-
dadero o Falso?)

Verdadero. Aunque todo lenguaje de programacion incluye un conjunto de caracteres de 10 digi-
tos y 26 letras; normalmente, éstos admiten una seleccion de caracteres especiales diferentes.

5.4  ;Cuales de los siguientes son aceptados como nombres de variables (a) en BASIC? (b)
en FORTRAN?
i) X (iii) TASA (v) 4H (vil) A (ix) K*
i) X2 (iv) INTERES (vi) X/B (viit) A9 (x) EDAD

{a) (i), (ii), (vii}, y (viii). Los nombres de variables en BASIC son o una sola letra o una letra seguida
por un digito.

(b) (), (i), (i), (vii), y (x). Un nombre de variable en FORTRAN consiste de uno a seis caracteres
alfanumeéricos, siendo el primer caracter una letra.

5.5  ;Por qué es lo siguiente no aceptable como constantes numéricas?
(a) 5,000,000 (b) $55.50 (c) 33444555 (d) 75¢ (e) 4.6E234

(@) Contiene comas. (b) Contiene un signo de pesos. (c¢) Contiene espacios en blanco. (d) Contiene el
signo de centavos. {e) El exponente excede de dos digitos.

5.6 En una expresion aritmética sin paréntesis, la fuerza de la operacion determina el orden
en que se efectiian. En Basic (0 en FORTRAN, con ** en lugar de 1), los simbolos para
las cinco operaciones fundamentales y sus fuerzas son las siguientes:

La mas fuerte: 1t exponenciacion
La siguiente mas fuerte: * multiplicacion [ division
La mas débil: + adicion — substraceion
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5.7

Dentro de un grupo de igual fuerza, las operaciones se efectuian de izquierda a derecha.
El orden de la fuerza se ignora si se introducen paréntesis en la formula en BASIC; en-
tonces la(s) expresion(es) en paréntesis es(son) evaluada(s) (siguiendo el orden de fuerza)
antes que cualquier otra cosa. Dé férmulas en BASIC para

b+c

2 2

(@) x*+2xy+y (¢) a+t >d
3_ a2 a_c

(b) x*—4x*+7x+6 (d) 5 32

Observe primero que solamente se pueden usar letras mayusculas y que todas las expresiones se de-
ben escribir en una linea.

(a) X124+ 24X+ Y+Y12
(d) X13—4xX12+7%X+6
(¢) A+(B+C)/(2+D)
(d) A/B—C12/(3%A)

Refiriéndonos al problema 5.6, evaliie cada una de las siguientes expresiones en BASIC:

(@) 3+2+6-12/3 (c) 4%312/2-213+1
(b) (3+2)x(6-12)/3 (d) (43)12/21(3+1)

(a) Primero, 2%6 = 12y 12/3 = 4,loqueda
3+12-4
Luego, 3 + 12 =15, y, finalmente, 15 — 4 = 11.
(b) Primero,3+2=5y6—12=—6,loqueda
5%(—6)/3
Luego, 5%(—6) = —30, y, finalmente, (—30)/3 = —10.
(c) Primero,312 = 9y 213 = 8,loqueda
4x9/2—-8+1
Luego, 4%¥9 = 36y 36/2 = 18,loquedal18—8 + 1.
En seguida, 18 —8 = 10, y finalmente, 10 + 1 = 11.
(d) Primero, 4%3 = 12y 3 + 1 = 4,loque da
1212/214
Luego 1212 = 144y 214 = 16,10 que da 144/16.  Finalmente, 144/16 = 9.

DIAGRAMAS DE FLUJO

5.8

5.9

Un archivo de los nuevos estudiantes de primer afio contiene, entre otros datos, el NOM-
BRE de cada estudiante y el PUNTAJE que obtuvo en el examen de admision. Dibuje
un diagrama de flujo que haga una lista de los estudiantes que tuvieron un puntaje per-
fecto de 100.

La figura 5-20 es uno de tales diagramas de flujo. Hay dos desiciones, una que verifica si PUNTA-
JE = 100 y la otra que encuentra el Fin del Archivo.

Cada registro en el archivo de estudiantes contiene, entre otros datos, el PESO del estu-
diante. Dibuje un diagrama de flujo que encuentre el peso promedio de los estudiantes.
La figura 5-21 es uno de tales diagramas de flujo. Notese la necesidad de un acumulador, SUMA,

para sumar los pesos de los estudiantes, y un contador, N, para numerar los estudiantes. El peso pro-
medio, PROMEDIO, es la SUMA final dividida por el N final.
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Lea NOMBRE, PUNTAJE

Fin del

R Pare
archivo?

/ Escriba NOMBRE/

I

Figura 5-20

Fin del

archivo? PROMEDIO=SUMA/N

1

{ Escriba PROMEDI(J
SUMA=SUMA + PESO

N=N+1

J

Figura 5-21

5.10 Cada registro de un archivo de estudiantes contiene, entre otros datos, la ALTURA del
estudiante. Dibuje un diagrama de flujo que encuentre la altura del estudiante mas alto.

La figura 5-22 es uno de tales diagramas de flujo. Observe que cada vez que leemos una nueva
ALTURA, la comparamos con la variable ALTO. Sila nueva ALTURA es mayor que ALTO, entonces
cambiamos ALTO a la nueva ALTURA. Asi, en un momento dado, ALTO contiene la altura del estu-
diante mas alto que ha sido procesado hasta ese momento. Por io tanto, ALTO contendra la altura
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del (de los) estudiante(s) mds alto(s) cuando hayan sido procesados todos los registros de los estudian-
tes. También asignamos inicialmente ALTO = 0 para comenzar el proceso.

Escriba ALTO 7

Pare

ALTO = ALTURA

Figura 5-22

L Lea SUELDO ]

SUELDO > 30 000?

|CUOTA =250 + 0.015(SUELDO- 30 000)

ICUOTA =150+ 0.01(SUELDO — 20.0000)

W

Escriba CUOTA

CUOTA = 150

Figura 5-23
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5.11 En la tabla 5-2 se dan las cuotas anuales en una asociacion de profesionales. Dibuje un
diagrama de flujo en que entre SALARIO y salga CUOTA.

Tabla 5.2
Sueldo anual Cuota anual
Menos de $ 20 000 $150
Entre $ 20000 y $30000 $150 + (1% del excedente sobre $ 20 000)
Mis de $ 30000 $250 + (1.5% del excedente sobre $ 30 000)

La figura 5-23 da uno de tales diagramas de flujo. De las dos decisiones, la primera pregunta si el
salario excede los $30.000, y la segunda, si excede los $20 000 (pero no los $ 30 000).

5.12 Encuentre las salidas en los segmentos de los diagramas de flujo de la fig. 5-24.

A=5 A=5
B=10 B=10
A_B TEMP - A
B=A A-B
B - TEMP
/ Escriba A, B / [ Escriba A, B /
(a) [¢3]

Figura 5-24

(a) El enunciado A = B asigna el valor actual de B, que es 10, a A. Asi que el valor de A se cambia a
10. El enunciado B = A asigna el valor actual de A, que es 10, a B. Asi que el valor B permanece
10. De esta manera, la salida es 10 y 10; los valores de A y de B no quedan intercambiados con los
dos enunciados.

(b) Ahora los valores de Ay de B se intercambian. Especificamente, TEMP = A asigna el valor original
de A alaposicion “temporal” TEMP, o sea que TEMP = 5. Ahora, A = B asigna ¢l valor de Ba A;
asi que A = 10. Finalmente, B = TEMP asigna el valor original de A, que esta almacenado en
TEMP, a B; asi que B = 5. De esta manera los valores de A y de B se intercambian, y la salida es
10y 5.

5.13 Trace los valores de A y de B a través del diagrama de flujo en la figura 5-25 para encon-
trar las salidas dadas las entradas (¢) A= 10,B=5;(b) A= 3,B=5;(c) A= 5,B= 10.

(¢) ComoA = 10,B = 5,larespuestaa “A < B?” es “No”; asi que se ejecuta A = A% + B, lo que
da

A=10>+5=100+5= 105
Luego se ejecutaB = B + 5 A, lo que da
B=5+5x105=5+525= 530

Asi que lasalidaes A = 105, B = 530.
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= A=A'+B
si
A=A+2xB
A <207 =2 B=B+5xA
si
B=B+10 —{m)aA,B ,
Pare
Figura 5-25

(b) Como A = 3,B = 5,larespuesta a “A < B?” es “Si”’; asi que se ejecuta A = A + 2X B,
lo que da

A=3+2x5=3+10=13
La respuesta a “A < 20?” también es “si”, por lo tanto se ejecuta B=B + 10, 1o que da
B=5+10=15
Asi que la salidaes A = 13, B = 15.

(¢) Como A =5, B = 10,larespuestaa “A < B?” es “Si”; porlo tanto se ejecuta A = A + 2X B,
dando

A=5+2x10=5+20=25
Ahora la respuesta a “A < 207" es “No’’; por lo tanto se ejecuta B = B + 5 X A, dando
B=10+5x25=10+125= 135
Asf que la salidaes A = 25, B = 135.
5.14 Encuentre las salidas del diagrama de flujo de la fig. 5-26, suponiendo como entradas ()
X=2,Y=5;b)X=2,Y=12.

Observe primero que hay tres conectores rotulados A, dos rotulados B, y tres rotulados C. Como
se exige, solamente hay un conector de entrada por cada rotulo.
(@) Como X = 2, Y = 5, la respuesta a “X < 107" es “Si”; por lo tanto se ejecuta X = X + Y, lo que
da ~

X=2+5=7
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La respuesta a “Y < 10?7”” también es “Si”’; porlo tanto se ejecuta Y = Y + X, dando
Y=5+7=12

LuegoZ=X+ Y da
Z=7+12=19

Asi que lasalidaes Z = 19.

Y=Y+5

‘———» X=X+Y X=X+10
PO ()

si si

@__. Y:;X e

Z=X+Y

Pare

Figura 5-26

(b) Como X =2,Y = 12, larespuesta a “X < 10?” es “Si”’; asi que se ejecuta X = X + Y, 1o que da
X=2+12=14

La respuesta a “Y < 10?” es “No”; asi que, a través del conector A, vamos al enunciado Y=Y +
5. Esto da

Y=12+5=17
La respuesta a “Y < 207"’ es “Si”; asi que se ejecuta X = X + 10, dando
X=14+10=24"
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La respuesta a “X < 207?” es “No”; asi que, a través del conector C, vamosa Y=Y + X. Estoda

Y=17+24=41
LuegoZ=X+ Yda
Z=24+41=65
Asi, la salida es Z = 65.
CICLOS DO
5.15 Dibuje un diagrama de flujo con un ciclo DO, al que le entre un entero positivo N y del
que salga
1,11 1 1.1 1 1
(a) 1+§+§+Z+"'+ﬁ (b) 1’§+§—Z+"'_ﬁ

(a) La figura 5-27(a) es uno de tales diagramas de flujo. Observe que el indice K también esta en el
cuerpo del ciclo. Se usa el acumulador SUMA para sumar 1/K desde K = 1 hasta N.

(b) La figura 5-27(b) es uno de tales diagramas de flujo. Ahora necesitamos multiplicar 1/K por (—1)
para asegurarnos de que los valores pares de K contribuyen con sumandos negativos.

SUMA=SUMA+(—1)**'(1/K)

—_—— - - .ﬂ)
{ Escriba SUMA ’ / Escriba SUMA /
(a) ®)

Figura 5-27

5.16 Encuentre el nimero de iteraciones, y el valor de K para cada iteracién, para ciclos DO
encabezados por:

(@) DoK=1a10dea?2 (¢) DoK=5a3dea4
() DoK=5a20dea4 () DoK=15a5dea—4

(a) El valor inicial para K es K = 1. Luego K se incrementa «n 2 cada vez, 1o que da valores impares a
K. Pero el valor final es 10; asi que el ciclo se ejecuta para

K=1 K=3 K=5 K=7 K=9 ~

o sea 5 veces [a no ser que haya una salida anormal, como se discute en el problema 5.17(5)].
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El ciclo se ejecuta para
K=5 K=5+4=9 K=9+4=13 K=13+4=17

0 sea 4 veces.
Ahora el valor inicial 5, ya excede el valor inicial 3. Sila prueba para parar sigue al cuerpo del ci-
clo (como en la figura 5-11), el ciclo se ejecutara una vez, para el valor inicial K = 5. En caso con-
trario, el ciclo no se ejecutara ni una sola vez.
El valor inicial para K es K = 15. Como el incremento —4 es negativo, K se disminuye en 4 des-
pués de cada iteracion. Asi que el ciclo se ejecuta para

K=15 K=15-4=11 K=11-4=7

pero nopara K = 7 —4 = 3, ya que 3 es menor que el valor de prueba 5. Por lo tanto el ciclo se
ejecuta tres veces.

5.17 Encuentre la salida para cada uno de los diagramas de flujo de la fig. 5.28.

(@)

< SUMi%r-O > < SUM.I=O }
r—><DoK=1a10dea2>

‘<Do=1a10dea 2>

, Escriba SUMA 7‘_ / Escriba SUMA /‘—

Pare Pare

@ Figura 5-28 ®)

El enunciado DO indica que el ciclo se va a ejecutar 5 veces, para K= 1, 3, 5, 7, 9. Como lares-
puesta para “K = 6”7 es “No’’ para todos los cinco valores de K, SUMA = SUMA + X se ejecuta
en efecto cinco veces. Tenemos:

(1) ParaK=1,SUMA=0+1=1, _

(2) ParaK=3,SUMA=1+3=4, (4) ParaK =7,SUMA =9 + 7 = 16.

Ahora salimos del ciclo hacia “Escriba SUMA”; y, por lo tanto, la salida es 25. Este es un caso de
salida normal, ya que todas las iteraciones indicadas por el enunciado DO se han completado.

(b) El enunciado DO indica de nuevo que el ciclo se va a ejecutar cinco veces, paraK=1, 3,5, 7, 9.

La respuesta a “K = 7?” es “No” para los primeros tres valores de K; y por lo tanto SUMA =
SUMA + K se ejecuta para estos valores de K:
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(1) ParaK=1,SUMA=0+1=1.
(2) ParaK=3,SUMA=1+3=4.
(3) ParaK=5,SUMA=4+5=9.

ALGORITMOS, DIAGRAMAS DE FLUJO, PROGRAMAS EN SEUDOCODIGO

Pero, al iniciarse la cuarta iteracion del ciclo, la respuesta a “K = 77"’ es “Si”’; y, por lo tanto, por
la fig. 5-28(b), salimos del ciclo hacia “Escriba SUMA”. Asi, la salida es 9, el iltimo valor de
SUMA. Este es el caso de salida anormal, ya que no todas las iteraciones indicadas en el enunciado

DO se completaron.

PROGRAMAS EN SEUDOCODIGO

5.18 La comision de un vendedor es el 5% de sus ventas totales semanales, con una bonifica-

cién de $100 si las ventas pasan de $10 000. Escriba un programa en seudocodigo que

identifique a un vendedor y calcule su COMISION.

Lea NOMBRE, VENTAS
COMISION = 0.05 X VENTAS
IF VENTAS > 10 000
COMISION = COMISION + 100
ENDIF
Escriba NOMBRE, COMISION
FIN

Observe que se uso una estructura IFTHEN,

5.19 Vea la tabla 5-2, (a) Escriba un programa en seudocodigo al que entren NOMBRE,

SUELDO y del que salgan NOMBRE, CUOTA. (Comparelo con el problema 5.11.) (b)
Repita (@) si, en adicidn a la tabla 5-2, hay un tope de $ 400 para la cuota.

() lea NOMBRE, SUELDO
IF SUELDO > 30 000
CUOTA = 250 + 0.015 X (SUELDO — 30 000)
ELSEIF SUELDO > 20 000
CUOTA = 150 + 0.01 X (SUELDO — 20 000)
ELSE
CUOTA = 150
ENDIF
Escriba NOMBRE, CUOTA
FIN

Se usd una estructura ELSEIF porque hay tres alternativas.

(b) lea NOMBRE, SUELDO
IF SUELDO > 30 000
CUOTA = 250 + 0.015 X (SUELDO — 30 000)
IF CUOTA > 400
CUOTA = 400
ENDIF
ELSEIF SUELDO > 20 000
CUOTA = 150 + 0.01 X (SUELDO — 20 000)
ELSE
CUOTA = 150
ENDIF
escriba NOMBRE, CUOTA
FIN

Observe la estructura IFTHEN indentada en la primera alternativa, que limita la cuota a $400,
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5.21

5.22
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Supongamos que ¥ se da como una funciodn de t por
y=20-302-27t+28

Escriba un programa en seudocdodigo que calcule y para valores de t desde— 5 hasta 5 en
pasos de a 0.25 y de t y su correspondiente y.

T=-5
DOWHILET < 5
Y=2XT —2TXT+ 28
escriba T, y
T =T + 0.25

ENDDO

FIN

Observe que T se inicializa antes de la estructura DOWHILE, pero se incrementa dentro de la estruc-
tura.

Escriba un programa en seudocddigo para el algoritmo de la fig. 5-20, que encuentre el
peso promedio para una lista de estudiantes.

SUMA = 0

N=0

lea PESO

DOUNTIL Fin del Archivo
SUMA = SUMA + PESO
N=N+1
lea el proximo PESO

ENDDO

PROMEDIO = SUMA/N

escriba PROMEDIO.

FIN

El primer enunciado de lectura, que inicializa la condicion que controla la estructura DOUNTIL, apare-
ce antes de la estructura; el segundo enunciado de lectura, que cambia la condicion, aparece dentro de
la estructura.

Refiriéndose al problema 5.8, escriba un programa en seudocodigo que haga una listade
los nombres de los estudiantes que tengan un puntaje perfecto de 100, y encuentre tam-
bién el nimero N de tales estudiantes.

De nuevo necesitamos dos enunciados de lectura, uno inicializando la condicion que controla el
ciclo y el otro cambiando la condicion.

N= 0
lea NOMBRE, PUNTAJE
DOUNTIL Fin del Archivo
IF PUNTAJE = 100
ascviha NOMBRE
M=N+1
ENDIF
lea el proximo NOMBRE, PUNTAJE
ENDDO
escriba N
FIN

Observe que N se usa como contador para contar los estudiantes con un puntaje de 100. Debido a que
la estructura IFTHEN es intercalada en el ciclo, hay una doble indentacion en el programa.
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5.23 Cada registro en un archivo de estudiantes contiene, entre otros datos, el NOMBRE del

estudiante y su PESO. Escriba un programa en seudocodigo que encuentre el nombre y
altura del estudiante mas alto. (Comparelo con el problema 5.10.)

En seguida presentamos el programa en seudocodigo, en donde, de nuevo, tenemos dos enunciados
de lectura.

ALTO =0
HOMBREALTO = ‘FULANO DE TAL’
lea NOMBRE, ALTURA
DOUNTIL Fin del Archivo
IF ALTO < ALTURA
ALTO = ALTURA
HOMBREALTO = NOMBRE
ENDIF
lea el proximo NOMBRE, ALTURA
ENDDO
escriba ‘EL ESTUDIANTE MAS ALTO ES’, HOMBREALTO, ‘CON ALTURA’, ALTO
FIN

Aqui, ALTO es una variable numérica, inicializada por ALTO = 0, pero HOMBREALTO es una varia-
ble no numeérica, inicializada por HOMBREALTO = ‘FULANO DE TAL’. Al final de cada iteracion,
ALTO y HOMBREALTO contienen, respectivamente, 1a altura y el nombre del estudiante mas alto,
que se ha procesado hasta el momento; asi que los valores finales de ALTO y HOMBREALTO seran la
altura y el nombre requeridos del estudiante mas alto.

Problemas suplementarios

PROGRAMAS DE COMPUTADOR; VARIABLES, CONSTANTES

5.24

5.25

5.26

5.27

5.28

5.29

5.30

BASIC, COBOL, FORTRAN son (a) lenguajes de compilacion, (b) lenguajes de alto nivel, (c) lenguajes
independientes de 1a maquina, (d) todo lo anterior.

Un compilador traduce un programa fuente a un programa objeto (verdadero o falso?)
Un campo de datos cuyo valor puede cambiar durante el curso de un programa se llama (a) s

mientras que un campo de datos cuyo valor normalmente no cambia durante el curso de un programa
se llama (b)

¢Cuales de los siguientes nombres de variables no son aceptables en BASIC?

(a) B7 (c) 3D  (¢) BONIFICACION (g) Z () NUMERO
() C34 (d) F% (/) EMPLEADO (k) A*B () Y2

¢Cuales de las cadenas de caracteres del problema 5.27 no son aceptables como nombres de variables en
FORTRAN?

;Cudles de los siguientes no son aceptables como variables numéricas?

(@) 333444 () 79999  (e) 234.5E-15 (g) S04
(b) 4,00000 (d) $95.75  (f) 2000 (h) 7.7E111

Escriba una formula en BASIC para cada expresion algebraica:
2ab x

il ~

(@) x*+y’ () 74 © v
b)) (x+yy} (d) ) (+2xy -y
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Escriba una formula en BASIC para ¢"*! (g) usando paréntesis, (b) sin paréntesis.

5.32 Evallie cada expresion en BASIC:

(a) 5+3+8-4/2 (c) 5+3%((8-9)/2) () (5+3)%(8-4/2)
(b) G+3@E-4)2  (d) (G+3((B-42)  (f) 5+(3+8-49)2

5.33 Evaliie cada expresion en BASIC:

(a) 5+213-2»312 (¢) (5+2)13—(2+3)12
(b) 5+21(3-2)+312 (d) 5+(213-2)*312

DIAGRAMAS DE FLUJO, PROGRAMAS EN SEUDOCODIGO

5.34

5.35

5.36

5.37

5.38

5.39

5.40

El perimetro Py el AREA de un tridngulo cuyos lados tienen longitudes a, b, ¢ estan dados por
P=a+b+c¢ AREA = Vs(s —a)(s - b){(s - ¢)

en donde s = (@ + b + ¢)/2. Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo con
entradas g, b, ¢ y salidas Py AREA.

En un almacén de automoviles se usa CODIGO = 1 para un automoévil nuevo, CODIGO = 2 para
automoviles usados y CODIGO = 3 para accesorios aparte. La comision de un vendedor es la siguiente:
el 3% del precio de venta en automoviles nuevos, pero con un maximo de $ 300; el 5% del precio de
venta en automoviles usados, pero con un minimo de $75; el 6% en accesorios. Dibuje un diagrama de
flujo o escriba un programa en seudocodigo con entrada CODIGO y PRECIO y salida COMISION.

El valor por cobrar de llamadas telefonicas locales es el siguiente:

$ 8.00 hasta 100 llamadas
mds 6 ¢ por llamada para las siguientes 100 llamadas
mas 4 ¢ por llamada para llamadas en exceso a 200

Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo con entrada el nimero de llamadas
LOCALES y salida COBRO.

Tres nimeros positivos a, b, y ¢ pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo siempre y cuando
cada nimero sea menor que la suma de los otros dos, o sea

a<b+c b<a+c c<a+b

Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocéodigo con entradas a, b, ¢ y salida “SI” o
“NO”, segin que se pueda formar o no el triangulo.

Escriba las salidas del diagrama de flujo de la fig. 5-25 para las entradas (¢) X = 15, Y = 20; (b) X = 15,
Y=5(c)X=2Y=18

Escriba el programa en seudocddigo correspondiente al diagrama de flujo de la fig. 5-25.

(En cuales de los siguiente simbolos de procesamiento pueden intercambiarse los dos enunciados sin
cambiar los valores resultantes de las variables?

C=A C=A C=A
D=B C=B D=A
(a) ®) (©)
C=A C=A C=A
A=B D=C A=C
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5.41 Encuentre las salidas del siguiente programa en seudocodigo para las entradas (a) A =15, B=22; (b)
A=18,B=7,(c)A=9,B=7,(d)A=2,B=5;(e) A=6,B=3.

lea A, B
IFA<B
IF A<10
X=A+B
ELSE
X=B-A
ENDIF
ELSEIF B<5
X=AxB
ELSEIF A< 15
X=A?
ELSE
X =B?
ENDIF
escriba X
FIN

5.42 Dibuje el diagrama de flujo que corresponde al programa en seudocodigo en el problema 5.41.

ESTRUCTURAS DE CICLOS

5.43 Con referencia al problema 5.8, dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo que
haga la lista de los estudiantes con puntaje de 90 o mas, y que encuentre el nimero y el porcentaje de
estos estudiantes.

5.44 Escriba un programa en seudocodigo usando la estructura DOWHILE que encuentre todas las parejas de
enteros positivos m, n tales que
m?+2n? < 100

5.45 Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo que encuentre el mayor y el menor
de 25 niimeros distintos.

5.46 Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo que encuentre el segundo nimero
mas grande de 25 niimeros distintos.

5.47 Suponga que y es la siguiente funcion de ¢:

y=20-1-371+36

Escriba un programa en seudocodigo del que salga y que corresponda a cada t desde —5 hasta 5 en
pasos de 0.25, y encuentre el maximo y el minimo de los valores calculados de y.

5.48 Recuerde que n! (lea: n factorial) se define para un entero positivo n por

n!=1x2x3%x4x---X(h—-1)xn

Dibuje un diagrama de flujo usando ciclos DO, con entrada n y salida n!.

5.49 Encuentre el nimero de iteracionesy el valor del indice K para cada iteracion si un ciclo DO esta enca-
bezado por:

(@) DoK
(b) DoK

Tabdea2
15a10dea—2

[l

la20dea3 (¢) DoK
4a9dea?2 (d) DoK

it
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Respuestas a los problemas suplementarios

524 (d) 5.27  (b), (c}, (@), (e), (), (h), (i)
5.25 Verdadero 5.28  (c), (d), (f), (h)
5.26 (a) variable, (b) constante 5.29  (b), (), (f), (g), (h)
5.30 (a) X12+Y%2 (d) TT(N+1)
®) X+Y)12 (e) X/(Y*Z)
(c) 2*A*B/(C+D) () (X12+26X+Y-Y1215

5.31 (a) T*x(N+1), (b) T+xN+T

5.32  (a) 27, (b) 16, (c) 11, (d) 16, () 48, (f) 15

5.33  (a) -5. (b) 23, (¢) 307, (d) 59

534 LeaA,B,C 537 LeaA,B,C
P=A+B+C IFA<B+ CyB<A+CyC<A+B
S=P/2 escriba ‘SI’
AREA = V§(S- A}S-B)(S-C) ELSE
escriba P, AREA escriba ‘NO’
FIN ENDIF
FIN

5.35 Lea CODIGO, PRECIO
IFCODIGO = 1 5.38 (a) 55, (b) 60, (c) 63
COMISION = 0.03 PRECIO
IF COMISION > 300

COMISION = 300 539 leaA,B
ENDIF IFA<B

ELSEIF CODIGO = 2 A=A4+2xB
COMISION = 0.05 X PRECIO IF A <20
IF COMISION < 75 B=B+ 10

COMISION = 75 ELSE
ENDIF B=B+5xA
ELSE ENDIF
COMISION = 0.06 X PRECIO ELSE
ENDIF A=A+ B
escriba COMISION B=B+5XA
FIN ENDIF
5.36 lea LOCAL eFS;;ba AB

IF LOCAL > 200
COBRO = 14 + 0.04 X (LOCAL — 200)

ELSEIF LOCAL > 100 540 (a), (c)
COBRO = 8 + 0.06 X (LOCAL — 100) ™ ’

ELSE

BRO = 8
END(I:I(*‘) 5.41 (a)7.(b) 49, (c) 81, (d) 7, (e) 18
escriba COBRO

FIN 5.42 Véase la figura 5.29
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X=A+B

B<>L‘ X=AxB
no
no

X = B? f Escriba

Pare

Figura 5-29

543 N =0
A=0
lea NOMBRE, PUNTAJE
DOUNTIL Fin del Archivo
IF PUNTAJE > 90
escriba NOMBRE
A=A+1
ENDIF
N=N+1
lea el proximo NOMBRE, PUNTAJE
ENDDO
PORCENTAJE = 100 A/N
escriba ‘EL NUMERO DE ESTUDIANTES ES’, A
escriba ‘EL PORCENTAJE DE ESTUDIANTES ES’, PORCENTAJE

o

FIN
544 M =1
N=1

DOWHILE M < 9
DOWHILE N < 7
IFM? + 2 X N? < 100
escriba M, N
ENDIF
N=N+1
ENDDO
M=M+1
ENDDO
FIN
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5.45

5.46

5.47
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lea GRANDE
PEQUENO = GRANDE
DOK = 1a24
lea A
IF GRANDE < A
GRANDE = A
ELSEIF A < PEQUERO
PEQUERO = A
ENDIF
N=N+1
ENDDO
escriba GRANDE, PEQUENO
FIN

(Observe que inicializamos tanto GRANDE como PEQUERO con el primer nimero; asi que el ciclo da
24 vueltas.)

lea PRIMERO, SEGUNDO
IF PRIMERO < SEGUNDO
Intercambie valores en PRIMERO y SEGUNDO
ENDIF
DOK = 1a23
lea A
IF PRIMERO < A
SEGUNDO = PRIMERO
PRIMERO = A
ELSEIF SEGUNDO < A
SEGUNDO = A
ENDIF
ENDDO
escriba SEGUNDO
FIN

(Observe que PRIMERQ y SEGUNDO se inicializaron con los primeros dos niimeros; asi que el ciclo da
solamente 23 vueltas. La macroinstruccion en la terceralinea podriaexpandirse comoen la fig. 5-24(b).

T=-5
MAX =2x T’ -T?-37xT+36
MIN = MAX

DOWHILE T=5
Y=2XT-T*-37xT+36
escriba T, Y
IF MAX <Y

MAX=Y
ELSEIF Y <MIN
MIN =Y
ENDIF
T=T+0.25
ENDDO
escriba MIN, MAX

FIN

(Observe que hemos inicializado MAX y MIN con el primer valor de y.)
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5.48 Veala figura 5-30. Observe que inicializamos PRODUCTO con 1.

PRODUCTO-= 1

PRODUCTO=PRODUCTOXK

—

escnba PRODUCT

Figura 5-30

5.49 (a) Siete veces; para K = 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19. (b) Tres veces; para K = 4, 6, 8. (c) O una vez, para
K = 17, o ninguna vez, dependiendo del compilador. (d) Tres veces; para K = 15, 13, 11,



. Capitulo 6

Conjuntos y relaciones

6.1 INTRODUCCION

El concepto de conjunto aparece en toda la matematica. Como veremos, las propiedades
de los conjuntos son muy parecidas a las propiedades de las proposiciones (capitulo 4) y a las
propiedades de los circuitos logicos (capitulo 7). El capitulo concluye con una investigacion
sobre relaciones; en particular, sobre las relaciones de equivalencia y las funciones.

6.2 CONJUNTOS Y ELEMENTOS

Un conjunto puede ser considerado como una coleccion de objetos, los elementos o miem-
bros del conjunto. Normalmente, usaremos mayusculas, 4, B, X, Y, . .. para denotar conjun-

tos, y minasculas, a, b, x, y, . .. para denotar elementos de conjuntos. El enunciado “p es un
elemento de A”, o, equivalentemente, “p pertenece a A, se escribe
PEA

La negacién de p € A se escribe p € A.
El hecho de que un conjunto se determine completamente cuando se han especificado sus
elementos, es enunciado formalmente como el principio de extension.

Principio de extension: Dos conjuntos A y B son iguales si y solamente si tienen los mis-
mos elementos.

Como siempre, escribimos A = B si los conjuntos A y B son iguales, y escribimos A # B si
los conjuntos no son iguales.

Hay esencialmente dos maneras de especificar un conjunto en particular. Una manera, si es
posible, es hacer una lista de sus elementos. Por ejemplo,

A={a,e i o0 u}

denota el conjunto 4 cuyos elementos son las letras q, e, i, 0, u. Observe que los elementos se
separan por comas y se encierran entre corchetes. La segunda manera es enunciar la propiedad
que caracteriza los elementos del conjunto. Por ejemplo,

B = {x : xes un entero, x >0}

que se lee “B es el conjunto de las x tales que x es un entero y x es mayor que 07, denota el
conjunto B cuyos elementos son los enteros positivos. Una letra, generalmente x, se usa para
denotar un elemento tipico del conjunto; los dos puntos se leen “tales que” y la coma se lee
((y)7‘

EJEMPLO 6.1

(a) El conjunto A de arriba también se puede escribir como

A ={x : x es unaletra del alfabeto espafiol, x es una vocal}
Observe que bZ A, e €Ay pg A.

(b) No podriamos hacer una lista de todos los elementos del conjunto B anterior, aunque frecuentemente es-
pecificamos el conjunto escribiendo

B=(1,2,3,..}

en donde suponemos gue todo mundo sabe lo que queremos decir. Observe que 8 € B, pero —6 £ B.

132
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(c) SeaE = {x :x* — 3x + 2 = 0}. En otras palabras, E consta de aquellos niimeros que son las soluciones
de la ecuacién x> — 3x + 2 = 0, llamado a veces el conjunto solucién de la ecuaciéon dada. Como las solu-
ciones de la ecuacion son 1y 2, también podriamos escribir E ={1, 2}.

@)SeaE={x:x2—3x+2=0},F={2,1} yG=1{1,2,2,1,6/3}. Entonces E = F = G. Observe que
un conjunto no depende de la manera en que se han exhibido sus elementos. Un conjunto permanece
igual si se repiten o reordenan sus elementos.

Aunque podamos hacer una lista de los miembros de un conjunto, es posible que hacerlo
no resulte practico. Por ejemplo, no hariamos una lista de los elementos del conjunto de los
individuos nacidos en el mundo durante el afio 1976 aunque tedricamente es posible hacerlo.
Es decir, describimos un conjunto haciendo una lista de sus miembros s6lo cuando el conjunto
contiene pocos elementos; de otra manera describimos un conjunto por la propiedad que carac-
teriza a sus miembros.

El hecho de que podamos describir un conjunto en términos de una propiedad se enuncia
formalmente como el principio de abstraccion.

Principio de abstracciéon: Dado cualquier conjunto U y cualquier propiedad P, hay un con-

junto A tal, que los elementos de A son exactamente aquellos
miembros de U que tienen la propiedad P.

6.3 CONJUNTO UNIVERSAL, CONJUNTO VACIO

En la aplicacién de la teoria de conjuntos, los elementos de todos los conjuntos que se es-
tén investigando generalmente pertenecen a algin conjunto grande fijo llamado conjunto uni-
versal o universo de discurso. Por ejemplo, en la geometria del plano, el conjunto universal
consta de todos los puntos en el plano; y en estudios de la poblacion humana el conjunto uni-
versal consta de toda la gente del mundo. El simbolo

U

lo usaremos para denotar el conjunto universal a no ser que se diga o se implique otra cosa.
Para un conjunte U fijo y una propiedad P, puede no haber ningin elemento de U que ten-
ga la propiedad P. Por ejemplo, el conjunto
{S = x:x esun entero positivo, x> = 3}.

no tiene elementos ya que ningin entero positivo tiene la propiedad requerida.
El conjunto sin elementos se llama conjunto vacio y se denota por

7

Del principio de extension, se sigue que hay un solo conjunto vacio. En otras palabras,siSy T
son ambos vacios, entonces S = T ya que tienen exactamente los mismos elementos, o sea, nin-
guno.

6.4 SUBCONJUNTOS

Si cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces A se
llama subconjunto de B. También decimos que A estd contenido en B o que B contiene a A.
Esta relacion se escribe

ACB o BDA

Si A no es un subconjunto de B, es decir, si por lo menos un elemento de A no pertenece a B,
escribimos A € Bo B Z A.

EJEMPLO 6.2
(a) Considere los conjuntos -

A={1,3,4.5,89 B={1,2,%57} C={1,5}
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Entonces C C Ay C C Byaque 1y 5, los elementos de C también son elementos de A y de B. PeroB &
A ya que algunos de sus elementos, por ejemplo 2 y 7, no pertenecen a A. Ademais, como los elementos
de A, By C también tienen que pertenecer al conjunto universal U, tenemos que U por lo menos tiene que
contener el conjunto {1, 2, 3,4, 5,7, 8, 9}.

(b) Algunos conjuntos de nimeros ocurren con mucha frecuencia, asi que usamos simbolos especiales para
ellos. A no ser que se diga otra cosa, fijaremos

N = el conjunto de los enteros positivos: 1,2, 3, ...

Z = el conjunto de los enteros: . ..,—2.—1,0,1,2,...
Q = el conjunto de los niimeros racionales.

R = el conjunto de los nameros reales

Los conjuntos anteriores se relacionan de la manera siguiente
NCZCQCR

(¢) El conjunto E = {2,4,6} es un subconjunto del conjunto F = {6,2,4}, ya que cada niimero 2,4y 6
que pertenece a E también pertenece a F. De hecho, E = F. De una manera analoga se puede demostrar
que cada conjunto es subconjunto de si mismo.

Cada conjunio A es un subconjunto del conjunto universal U ya que, por definicion, todos
los miembros de A pertenecen a U. También el conjunto vacio es un subconjunto de A.

Como se indico anteriormente, cada conjunto A es subconjunto de si mismo ya que, tri-
vialmente, los elementos de A pertenecen a A.

Si todo elemento del conjunto A pertenece al conjunto B, y todo elemento del conjunto
B pertenece al conjunto C, entonces claramente todo elemento de A pertenece a C. En otras
palabras, si A C By B C C entonces A C C.

SiA C By BC A, entonces A y B tienen los mismos elementos, o sea, A = B. Reciproca-
mente, si A = B, entonces A C By B C A ya que todo conjunto es subconjunto de si mismo.

Establecemos los anteriores principios formalmente:

Teorema 6.1: (i)  Para todo conjunto, se tiene @ C A C U.
(ii) Para todo conjunto A, se tiene A C A.
(iiil) SiAC ByBC C,entonces AC C.
(iv) A = Bsiysolamente si ACBy BCA.

Observacion: Si A CB, es posible que A = B. Algunos autores escriben A C Bpara indicar
que A es subconjunto de B, y escriben A C B para indicar que A es subconjunto de B, pero no
igual a B.

6.5 DIAGRAMAS DE VENN

Un diagrama de Venn es una representacion pictorica de conjuntos por conjuntos de pun-
tos en el plano. El conjunto universal U se representa por el interior de un rectangulo, y los
otros conjuntos se representan por discos contenidos dentro del rectangulo. Si A C B, enton-
ces el disco que representa a A estard completamente dentro del disco que representa a B como
en la fig. 6-1(a). Si A y B son disyuntos, o sea, si no tienen ningin elemento en comuan, enton-

U U v

OO 4

(@) AcB (b) A y B son disyuntos (c)

Figura 6-1
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ces el disco que representa a A quedara separado del disco que representa a B, como en la fig.
6-1(b).

(Si)n embargo, si A y B son dos conjuntos arbitrarios, es posible que algunos elementos estén
en A, pero no en B; algunos estén en B, pero no en A; algunos estén en ambos, y algunos no
estén ni en A ni en B; as{ que en general representamos a A y a B como en la fig. 6-1(c).

Muchos enunciados verbales se pueden traducir en enunciados equivalentes sobre conjuntos
que se pueden describir por medio de diagramas de Venn. Asi, muchas veces se puede usar
un diagrama de Venn para determinar si un argumento es valido (sec. 4.9).

EJEMPLO 6.3 Examine el siguiente argumento adaptado de un libro de 16gica de Lewis Carroll, el autor de
Alicia en el pais de las Maravillas:

S, : Mis ollas son las Gnicas cosas que tengo de lata.
S,: Encuentro que todos tus regalos son muy utiles.
S5 : Ninguna de mis ollas sirve para nada.

.............................................

S : Los regalos que me haces no son de lata.

Por S, los objetos de lata estdan contenidos en el conjunto de ollas, asi que dibuje el diagrama de Venn en la fig.

6-2.

ollas

Figura 6.2

Por S3, el conjunto de ollas y el conjunto de objetos Gtiles son disyuntos; asi que dibuje 1a fig. 6-3.

objetos de lata
cosas utiles

ollas
Por S,, el conjunto de “tus regalos” es un subconjunto del conjunto de objetos utiles; asi que dibuje la fig. 6-4.

objetos de lata

ollas cosas fitiles

Figura 6-3

Figura 6-4

De acuerdo con la fig. 6-4, la conclusion S se sigue de las premisas, porque el conjunto de “tus regalos” es dis-
yunto del conjunto de los objetos de lata. El argumento dado es por io tanto valido.
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6.6 UNION E INTERSECCION

La union de dos conjuntos A y B, denotada por A U B, es el conjunto de todos los elemen-
tos que pertenecen a A o a B:

AUB={x:x€A o x€B}

Aqui “0” se usa en el sentido de y/o. La fig. 6-5(a) es un diagrama de Vennenelcual AU B
esta sombreado.

La interseccion de dos conjuntos A y B, denotada A N B, es el conjunto de elementos que
pertenecen tanto a A como a B:

ANB={x:xEA x€B)}

La fig. 6-5(b) es un diagrama de Venn en el cual A N B esta sombreado.

(a) AV B esta sombreado (b) A N B esta sombreado
Figura 6-5
EJEMPLO 6.4
(@) Sea A=1{1,2,3,4}, B={3,4,5,6,7}, C={2.3,5,7}. Entonces
AUB={1,2,3,4,5,6,7} ANB=1{34}
AUC={1,2,34,5T7} ANC={2.3}
BUC={2,3,4,5,6,7} BNC={3,57

(b) Sea H el conjunto de los estudiantes hombres de una universidad C, y sea M el conjunto de los estudiantes
mujeres de C. Entonces

HUM=C
ya que cada estudiante de C pertenece a H o a M. Por otra parte,
HNF=90

ya que ningin estudiante pertenece a Hy a M.

La operacién de inclusién de conjuntos estd intimamente relacionada con las operaciones
de unibn e interseccion, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 6.2: Los siguientes enunciados son equivalentes: A C B, ANB=A, AUB=B.

6.7 COMPLEMENTOS

Recuerde que todos los conjuntos bajo consideracion en un momento particular, son sub-
conjuntos de un conjunto universal fijo U. El complemento absoluto o, sencillamente, comple-
mento de un conjunto A, denotado por A, es el conjunto de elementos que pertenecen a U,
pero que no pertenecen a A:

A‘={x:x€U,xEA}

Algunos textos denotan al complemento de A por A' o A. La fig. 6-6(a) es un diagrama de
Venn, en el cual A€ ha sido sombreado.
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El complemento relativo de un conjunto B con respecto a un conjunto A o, sencillamente
la diferencia de A y B, denotada por A \ B, es el conjunto de elementos que pertenecen a A,
pero que no pertenecen a B:
A\NB={x:xE A, x¢ B}

El conjunto A \ B se lee “A menos B”’. Muchos textos denotan A\Bpor A —Bo A~ B. La
fig. 6-6(b) es un diagrama de Venn en el cual A \ B esta sombreado.

(a) A€ estd sombreado () A \ B esta sombreado
Figura 6-6
EJEMPLO 6.5
(@) TomemosaU= {1,2,3,...}, losenteros positivos, como conjunto universal. Sean A = {1, 2, 3,4}
B= {3,4,5,6,7} ,yE= {2,4,6,8,...},los nimeros pares, Entonces
A=1{56,7,8,...} B ={1,2,89 10...}

y E¢= {1,3,5,7,...},los nimeros impares.

(b) Demostramos por medio de los diagramas de Venn que el complemento de la union de dos conjuntos, A y
B, es igual a la interseccion de los complementos de A y de B; es decir,

(AUBY = A° N B*

Del diagrama de Vennpara A U B, en la fig. 6-5(a), vemnos que (A U B)° esta representado por el area som-
breada en la fig. 6-7(a). Para encontrar A° N B, sémbreamos A con lineas en una direccion y B con
lineas en otra direccién, tal como en la fig. 6-7(b). Entonces A N B¢ estd representado por el area con
lineas cruzadas que esti sombreada en la fig. 6-7(c). Como (A U B)° y A° N B° estan representados por
la misma area, son iguales. Esta propiedad de los conjuntos se llama ley de DeMorgan.

2egete et

(a) (A U B)° estd sombreado (b) A€ esta sombreado /7. (¢) A N B€ esta sombreado
B° esta con \N\\.

Figura 6-7

6.8 ALGEBRA DE CONJUNTOS; DUALIDAD

Los conjuntos, bajo las anteriores operaciones de unidn, interseccion, y complemento, sa-
tisfacen las leyes enumeradas en la tabla 6-1. Observe la similaridad entre estas leyes y las del
algebra de proposiciones enumeradas en la tabla 4-1, una similaridad basada en la analogia en-
tre las operaciones entre conjuntos U, N, y complemento, y las conectivas 1ogicas v, », y la
negacién.
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Tabla 6-1 Leyes del Algebra de Conjuntos

Leyes de idempotencia

la. AUA=A b ANA=A
Leyes asociativas
2a. (AUB)UC=AUBUCQC) 2b. (ANB)NC=ANBNO)

Leyes conmutativas
3a. AUB=BUA 3. ANB=BNA

Leyes distributivas
4a. AUBNCO)=(AUB)N(AUC) 4. ANBUCY=(ANB)UANC(C)

Leyes de identidad
Sa. AUD=A Sh. ANU=A
6a. ALU=U 6. AND=0

Leyes de involucion
7. (A)Y =A

Leyes de complemento
8a. AUA“=U 8. ANA =0
9a. U'=0 9%. ¥ =U

Leyes de DeMorgan
10a. (AUBY = AN B° 10b. (ANB) = A UB'

Probablemente el lector se haya preguntado por qué las identidades de la tabla 6-1 vienen
por parejas, como por ejemplo, 2a y 2b. Consideremos ahora el principio que sustenta este
arreglo, Supongamos que E es una identidad del dlgebra de conjuntos. El dual E* de E esla
expresion obtenida al reemplazarcada ocurrenciade U, N,U y @ en E porN,uU, @y U respec-
tivamente. Por ejemplo, el dual de

(UNAYUBNA)=A es (DUAN(BUA)=A

Observe que la pareja de leyes de la tabla 6-1 son duales entre si. Es un hecho-del algebra de
conjuntos, llamado principio de dualidad, que si E es una identidad, entonces su dual E* tam-
bién es una identidad.

6.9 CONJUNTOS FINITOS, PRINCIPIO DE CONTEO

Se dice que un conjunto es finito si contiene exactamente m elementos diferentes en donde
m denota algin entero no negativo. En caso contrario, se dice que el conjunto es infinito. Por
ejemplo, el conjunto vacio y el conjunto de letras en el alfabeto espaiiol son finitos, mientras
que el conjunto de los enteros positivos pares, {2, 4, 6, ...}, es infinito.

Si un conjunto A es finito, n(A) denotara el nimero de elementos de A. Algunos textos
usan # (A) en lugar de n{(A).

Lema: Si A y B son conjuntos finitos disyuntos, entonces A U B es finito y
n(AUB)=n(A)+ n(B)

Demostracion: Al contar los elementos de A U B, primero contamos los que estian en A.
Hay n(A) de éstos. Los tinicos otros elementos de A U B son los que estan en B, pero no en
A. Pero como A y B son disyuntos, ningin elemento de B estd en A, de modo que hay n(B)
elementos que estan en B, pero no en A. Por lo tanto, n(A U B) = n(4) + n(B).
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También tenemos una férmula para n(A U B), aunque A y B no sean disyuntos.
Teorema 6.3: Si A y B son conjuntos finitos, entonces A U By A N B son finitos y
n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)

Podemos aplicar este resultado para obtener una formula semejante para cualquier
namero finito, k, de conjuntos finitos. Asi, para k = 3, tenemos

Corolario 6.4: Si A, By C son conjuntos finitos, entonces tambiénloes AUBU C, y
n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)~n(ANB)-n(ANC)-n(BNC)+n(ANBNC)

EJEMPLO 6.6 Supongamos que 100 de los 120 estudiantes de matematicas de una facultad toman por lo
menos un idioma entre, francés, aleman y ruso. Suponga también que:

65 estudian francés

45 estudian aleman

42 estudian ruso

20 estudian francés y aleman
25 estudian francés y ruso
15 estudian aleman y ruso

Sean F, A y R los conjuntos de estudiantes que estudian francés, alemén y ruso, respectivamente. Queremos
encontrar el nimero de estudiantes que estudian todos los tres idiomas, y encontrar el niimero correcto de
estudiantes en cada una de las ocho regiones del diagrama de Venn en la fig. 6-8(a).
Por el corolario 6.4,
n(FUAUR)=n(F)+n(A)+n(R)-n(FNA)-n(FNR)-n(ANR)+n(FNANR)

Ahora, n(F U A U R) = 100, ya que 100 de los estudiantes estudian por lo menos uno de los idiomas. Substi-
tuyendo,
100 =65+45+42-20-25—15+n(FN ANR)

y por lo tanto, n(F N A N R) = 8, o sea que 8 estudiantes estudian todos los tres idiomas.
Usamos ahora este resultado para llenar el diagrama de Venn. Tenemos:

8 estudian todos los tres idiomas
20 — 8 = 12 estudian francés y aleman pero no ruso
25 — 8 = 17 estudian francés y ruso pero no aleméan
15 — 8 = 7 estudian aleman y ruso pero no francés
65— 12— 8—17 = 28 estudian solamente francés
45— 12—8—17 = 18 estudian solamente aleman
42— 17— 8—17 = 10 estudian solamente ruso
120 — 100 = 20 no estudian ninguno de los idiomas

Asf{ el diagrama completo estd enla fig. 6-8(b). Observe que
28+ 18+ 10 = 56

estudiantes estudian exactamente uno de los tres idiomas.

Figura 6-8
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6.10 CLASES DE CONJUNTOS, CONJUNTO POTENCIA, PARTICIONES

Dado un conjunto S, podemos hablar de algunos de sus subconjuntos. Asi, estariamos con-
siderando un conjunto de conjuntos. Cada vez que se presente esta situacion, para evitar con-
fusiones hablaremos de una clase de conjuntos o una coleccion de conjuntos en lugar de un
conjunto de conjuntos. Si queremos considerar algunos de los conjuntos en una clase dada de
conjuntos, hablaremos entonces de una subclase o de una subcoleccion.

EJEMPLC 6.7 Supongamos que S = {1, 2, 3,4}. Sea 4 la clase de los subconjuntos de S que contienen exac-
tamente tres elementos de S. Entonces

A ={1,2,34,1{1,2 4} {1, 3,4}, {2, 3, 4}]

Los elementos de & son los conjuntos {1.2, 3}, {1,2, 4}, {1,3,4}, y{2,3,4}.
Sea A la clase de los subconjuntos de S que contienen el nimero 2 y otros dos elementos mas de S. Enton-
ces

B=10{1,2,341{1,2,4}, {2,3,4)]

Los elementos de 3 son los conjuntos {1, 2, 3}, {1, 2,4} y {2, 3,4}. Asi B es unasubclase de o, ya que
todo elemento de # es también elemento de of. (Para evitar confusiones, a veces encerramos los conjuntos de
una clase entre paréntesis cuadrados en lugar de corchetes.)

Para un conjunto dado S, a veces hablamos de la coleccion de todos los subconjuntos de S.
Esta coleccion se llama “conjunto potencia” de S, y se denota por #(S). Por ejemplo, si S =
{1, 2, 3}, entonces

P(S)= [0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}. {1, 3}, {2, 3}, §]

Observe que el conjunto vacio @ pertenece a 2(S), ya que @es un subconjunto de S. Analoga-
mente, S pertenece a ?(S). Observe también que P (S) tiene 2° = 8 elementos. Esto es cierto
en general; o sea, si S es finito entonces 2 (S) tiene

2n(S)

elementos. Por esta razon el conjunto potencia de S a veces se denota por 2°.

Ahora sea S un conjunto no vacio. Una particion de S
es una subdivisién de S en subconjuntos no vacios que no
se traslapen*. De manera precisa, una particion de S es
una coleccion {A;} de subconjuntos no vacios de S, tales
que:

(i) Cada a en S pertenece a uno de los A;.

(ii) Los conjuntos de {A;} son mutuamente disyuntos; o
sea, si

Figura 6-9

A; # A; entonces A; N A; = .

Los subconjuntos en una particion se llaman células. La fig. 6-9 es un diagrama de Venn de
una particion del conjunto rectangular S en cinco células A,, 4,, A;, 4; ¥y 45.

EJEMPLO 6.8 Considere las siguientes colecciones de subconjuntos deS = {1,2,...,8,9}:

@) [{1.3.54{2.6}.{4,8,9}

Gi) [{1.3,5},{2.4,6.8},{5,7,9}

Gi)) {{1.3.51.{2,4,6,8},{7.9}]
Entonces (i) no es una particion de S, ya que 7 no pertenece a ninguno de los subconjuntos. Aiin mas, (ii) no
es particion de S, yaque {1, 3,5} y {5, 7, 9} no son disyuntos. Por otra parte, (iii) es una particion de S.

* Es decir, disyuntos dos a dos. (N. del T.)
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6.11 PAREJAS ORDENADAS, CONJUNTOS PRODUCTO
El orden de los elementos en un conjunto con dos elementos no interesa, por ejemplo
{3,5}=1{5, 3}

Por otra parte, una pareja ordenada consiste en dos elementos, de los cuales uno designa el pri-
mer elemento, y el ofro, el segundo. Tal pareja ordenada se escribe (a, b), en donde a es el
primer elemento y b es el segundo. Dos parejas ordenadas (e, b) y (¢, d) son iguales si y sola-
mentesia=cyb=4d.

Considere dos conjuntos arbitrarios A y B. El conjunto de todas las parejas ordenadas
(a, b) en donde a € A y b € B se llama producto, o producto cartesiano, de A y B. Una deno-
minacion corta para este producto es A X B, que se lee “A cruz B”. Por definicion

AxXB={(a,b): a€ A, b& B}

Frecuentemente se escribe A? en lugar de A X A.

EJEMPLO 6.9

(@) R denota el conjunto de los niimeros reales, y por lo tanto R?> = R X R es el conjunto de parejas ordena
das de niimeros reales. El lector esta familiarizado con la representaciébn geométrica de R* por medio de
puntos en el plano, tal como en la fig. 6-10. Aqui, cada punto P representa una pareja ordenada (a, b) de
nameros reales y viceversa; la linea vertical a través de P encuentra el eje x en g, y la linea horizontal a tra-
vés de P encuentra el eje y y en b. R? se llama frecuentemente plano cartesiano.

(b) Sead={1,2,3} yB= {q, b}. Entonces
AxB={1, a). (1, b), (2, a), (2. b), 3, a), (3, b)}

Como A y B no contienen muchos elementos, es posible representar a A X B por un diagrama de coorde-
nadas, como se muestra en la fig. 6-11. Aqui, las verticales a través de los puntos de A y las horizontales a
través de los puntos de B encuentran los 6 puntos que representan a A X B de la manera obvia. El punto P
es la pareja ordenada (2, b).

B P ¥
21 » P
l-.
—3 -2 —1 "J 192 3 a
o |
~y A
1 2 3
Figura 6-10 Figura 6-11

Observe en el ejemplo 6.9(b) que
n(AxB)=6=2-3=n(A)-n(B)

en donde n(4) = nimero de elementos de A. En efecto, n(A X B) = n(A) + n(B) para conjun-
tos finitos cualesquiera A y B. Esto se sigue de la observacion de que, para una pareja ordena-
da (a, b) en A X B, hay n(A) posibilidades para a, y para cada uno de éstas hay n(B) posibilida-
des para b. En particular, si A o B es vacio, entonces A X B es vacio.

Se puede extender la idea de un producto de conjuntos a cualquier niimero finito de con-
juntos. Para conjuntos cualesquiera A, A,, ..., 4,, el conjunto de todas las n-plas ordenadas
(a1,82,...,08,),endonde a,€ A,,a,€A,,...,a,E A, sellama el producto de los conjuntos
A,,..., A, yse denota por ~

A|XA2><"'XA,, o

—

A

1

i
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Asi como escribimos A? en lugar de A X A, también escribimos A" en lugar de A X A X ...

X A, en donde hay n factores todos iguales a A. Por ejemplo, R® = R X R X R denota el espa-
cio tridimensional usual.

6.12 RELACIONES

Sean A y B conjuntos. Una relacién binaria, R, de A en B asigna a cada pareja ordenada
(a, b) en A X B exactamente uno de los siguientes enunciados:

(i) “a estd relacionado con b”, escritoa R b
(ii) ‘“‘a no estd relacionado con b”, escritoa R b

Una relacion de un conjunto A en el mismo conjunto A se llama relacion en A.
Como vamos a tratar principalmente relaciones binarias, la palabra “relacion” significara
relacién binaria a no ser que se diga otra cosa.

EJEMPLO 6.10

(a) La inclusion de conjuntos es una relacion en cualquier clase de conjuntos. Ya que, dada una pareja cual-
quiera de conjuntos Ay B, ACBoACB.

(b) El matrimonio es una relacién del conjunto H de hombres en el conjunto M de mujeres. Ya que, dado
cualquier hombre h € H y cualquier mujer m € M, h esta casado con m o h no esta casado con m,

(¢) El orden, simbolizado por“<"”, o equivalentemente, el enunciado ‘“x es menor que ¥”, es una relacion en
cualquier conjunto de nimeros reales. Ya que, dada cualquier pareja ordenada (e, b) de niimeros reales

a<b o a<b

(d) Una relacion familiar en el conjunto Z de enteros es “m divide a n”’, Una notacién comin para esta rela-
cibn es escribir m |n cuando m divide an. Asi 6 130 pero 7X25.

(e) La perpendicularidad es una relacioén en el conjunto de las rectas en el plano. Ya que, dada cualquier pare-
ja de rectasa y b, a es perpendicular a b o a no es perpendicular a b.

Cualquier relacién R de un conjunto A en un conjunto B define de una manera Ginica un
subconjunto R* de A X B como sigue:

R* = {(a, b) : a estd relacionado con b.} = {(a, b) : aR b}

Reciprocamente, cualquier subconjunto R* de A X B define univocamente una relacién R de
A en B de la siguiente manera:
a R b siempre y cuando (a, b) € R*
En vista de esta correspondencia uno-a-uno entre relaciones R de A en B y subconjuntos de
A X B, redefinimos una relacién como sigue:
Definicién: Una relacion R de A en B es un subconjunto de 4 X B.

El dominio de una relaciéon R es el conjunto de todos los primeros elementos de las parejas
ordenadas que pertenecen a R, y el recorrido de R es el conjunto de todos los segundos ele-
mentos.

EJEMPLO 6.11

(a)gsea A= (1,2, 3},y R= {(1, 2),(1, 3), (3, 2)}. Entonces R es una relacion en A, ya que es un subcon-
junto de A X A. Con respecto a esta relacion,

1R2, 1R3, 3R2 pero IR, 2R1, 2R2 2R3 3R1, 3R3
El dominio de R es {1, 3}y el recorrido de R es {2, 3}.
(b) Sea A = {huevos, leche, maiz} y B = {vacas, cabras, gallinas}. Podemos definir una relacion R de A en
B por (g, b) €R si a es producido por b. En otras palabras,

R = {(huevos, gallinas), (leche, vacas), (leche, cabras)}
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Con respecto a esta relacion
huevos R gallinas, leche R vacas, etc.

(¢) Supongamos que decimos que dos paises son adyacentes si tienen alguna parte de sus fronteras en comun.
Entonces ‘“‘es adyacente” es una relacion R en el conjunto de los paises de la tierra. Asi
(Italia, Suiza) € R pero (Canada, México) £ R

(d) Sea A cualquier conjunto. Una relaciOn importante en A es la igualded,
{(a.a): a € A}
que usualmente se denota por “=". Esta relacion también se llama relacion de identidad en A.
(e) De nuevo, sea A cualquier conjunto. Entonces A X A y el conjunto vacio & también son relaciones en
A, ya que son subconjuntos de A X A. Se llaman relacion universal y relacion vacia, respectivamente.

Sea R una relaciéon de A en B. El inverso de R, denotado por R™*, es la relacion de B en
A, que consta de aquellas parejas ordenadas que, cuando son invertidas, pertenecen a R:

R '={(b,a): (a, b)E R}
Por ejemplo, el inverso de la relacion R = {(1,2),(1,3),(2,3)} en A = {1, 2, 3} es
R'={@2, 1, 31, @3, 2

(también en A). Claramente, si R es cuslquier relacidén, entonces (R™!')"! = R. También, el
dominio de R™! es igual al dominio de R.

6.13 REPRESENTACIONES GRAFICAS DE RELACIONES

Consideramos una relacién S en el conjunto R de los nimeros reales, es decir, S es un sub-
conjunto de R? = R X R. Como R? se puede representar por un conjunto de puntos en el
plano, podemos visualizar S destacando aquellos puntos en el plano que pertencen a §. La
representacion grafica de esta relacidn a veces se llama grdfica de la relacion,

Frecuentemente, la relacidon S consta de todas las parejas ordenadas de nGimeros reales que
satisfacen alguna ecuacion dada

E(x, y)=0

Por lo general, identificamos la relacidén con la ecuacién, es decir, hablamos de “la relacién
E(x, y) = 0”. Por ejemplo, considere la ecuacidn x? + y? = 25. La relacion consta de todas
las parejas ordenadas (x, ¥) que satisfagan la ecuacién. La grafica de la relacion es el circulo
centrado en el origen y con radio 5, que esta dibujado en la fig. 6-12.

Luego consideramos una relaciéon R de 4 en B, en donde A y B son conjuntos finitos. Hay
muchas maneras de visualizar tales relaciones:

(1) Dibuje el diagrama de coordenadas de A X B, tal como en la fig. 6-11.

-5
a2+ y2 =25

Figura 6-12
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(2) Forme un arreglo rectangular cuyas filas sean rotuladas por los elementos de A, y cuyas
columnas sean rotuladas por los elementos de B. Escriba un 1 o un 0 en cada posicion del
arreglo, seglin que a € A esté o no esté relacionado con b € B. Este arreglo se llama matriz
de la relacion.

(3) Escriba los elementos de A y los elementos de B en dos discos disyuntos, y luego dibuje
una flecha de a € A en b € B cada vez que a esté relacionado con b. Esta representacion se
llama diagrama de flechas de la relacion.

EJEMPLO 6.12
(a) Sea R la siguiente relacion de A = {1, 2,3} en B = {a. b}:
R ={(0. a). (1, b). (3. a}}
La figura 6-13 representa esta relacion de las tres maneras anteriores.

(a) (b) (c)
Figura 6-13

(b) La figura 6-14 representa la relacion del ejemplo 6.11(b) de las tres maneras.

gallinas | vacas cabras gallinas
cabras huevos| 0 0 1
vacas leche 1 1 0
huevos leche maiz maiz ° ° °
(a) ()
Figura 6-14

Hay otra manera de visualizar una relacion cuando es un conjunto finito en si mismo. Es-
cribimos los elementos del conjunto y luego dibujamos una flecha de un elemento x en un
elemento y cada vez que x se relacione con y. Este diagrama se llama grafo dirigido de la rela-
ci6n. La fig. 6-15 da el grafo dirigido de la siguiente relacién R en el conjunto A = {1, 2, 3,4}:

R={(1,2).(2,2).(2.4), (3 2). (3 4), (4. ). (4. 3)}

Observe que hay una flecha de 2 en el mismo, ya que 2 esta relacionado con 2 segin R.

Figura 6-15
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6.14 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Una relacidon ~ en un conjunto S se llama relaciéon de equivalencia si tiene las siguientes
tres propiedades:

(1) Para cadaa en S, tenemos a ~ a.
(2) Sia ~ b, entonces b ~ a.
(3) Sia~ byb ~ c,entoncesa ~ c.

La primera propiedad se llama reflexiva; la segunda, simétrica, y la tercera, transitiva. Asi que
una relacién en un conjunto es una relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transi-
tiva.

La idea general detras de una relacion de equivalencia es que ésta nos da una clasificacién
de objetos que son de alguna manera “similares”. De hecho, la relacién = de igualdad en cual-
quier conjunto S es una relacion de equivalencia; es decir, (1) ¢ = a para cada a en S; (2) si
a= b, entonces b = a;y(3)sia=byb=_c,entoncesa = ¢. Veamos otras relaciones de equi-
valencia.

EJEMPLO 6.13

(a) Considere el conjunto L de rectas y el conjunto T de tridngulos en el plano Euclideano. La relacion “es
paralelo a o idéntica a” es una relacion de equivalencia en L, y la congruencia y la similaridad son rela-
ciones de equivalencia en T.

(b) La clasificacion de animales por especies, es decir, la relacion “es de la misma especie que”, es una rela-
cion de equivalencia en el conjunto de los animales.

(¢) La relacion C de inclusion entre conjuntos no es una relacion de equivalencia. Es reflexiva y transitiva,
pero no es simétrica ya que A C B no implica que BC 4.

(d) Sea m un entero positivo fijo. Dos enterosa y b se dice que son congruentes modulo m, escrito
a=b (mod m)
si m divide a ¢ — b. Por ejemplo, para m = 4 tenemos 11 =3 (mod 4) ya que 4 dividea 11 — 3,y 22=6
(mod 4) ya que 4 divide a 22 — 6. Esta relacion de congruencia modulo m es una relacion de equivalencia.

Suponga que ~ es una relacion de equivalencia en un conjunto S. Para cada g en S, sea [a]
el conjunto de los elementos que estan relacionados con a:
[a]={x:a~x}

Llamamos a [a] la clase de equivalencia de @ en S. La coleccion de todas las clases de equiva-
lencia de elementos de S, denotado por S/~, se llama conjunto cociente de S por ~. La propie-
dad fundamental de un conjunto cociente esta contenida en el siguiente teorema.

Teorema 6.5: Sea ~ una relacidon de equivalencia en un conjunto S. Entonces el conjunto
cociente S/~ es una particiéon de S. Especificamente:
(i) Paracadaaen S tenemos a € [a].
(ii) [e]=[b] sty solamentesia ~ b.
(iii) Si[e] # [b], entonces [a] y [b] son disyuntos.

EJEMPLO 6.14
(@) SeaS= {1, 2,3}. Larelacion
R={(1,1),(1,2),2,1),3,3)}
es una relacion de equivalencia en S. Bajo la relacion R,
(11={1.2, 2]=41,2 y (31={3

Observe que [1]=[2]y [1],[3] es una particidn de S.

(b) Sea Rs larelacion en Z, el conjunto de enteros, definida por
x =y (mod5)
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[Véase el ejemplo 6.13(d)]. Hay exactamente cinco clases de equivalencia distintas en Z/R;:
Ap={...,-10,-5,0,5,10,...}
Ar={..,-9,-4,1,6,11,. .}
A,={..,—-8-3,2,7.12,..}
Ay={..,-7,-2,3,8,13,..}
As={...,-6,-1,4,9,14,, .}

Observe que cada entero x, que se puede expresar univocamente de la forma x = 5¢ + ren donde 0 < r
< 5, es un miembro de la clase de equivalencia A,, en donde r es el residuo. Observe que las clases de equi-
valencia son disyuntas por parejas y que

Z=AUAUAUA3UA,

6.15 FUNCIONES

Supongamos que a cada elemento de un conjunto A se le asigna un Qinico elemento de un
conjunto B; la coleccidn de tales asignaciones se llama funcion de A en B. El conjunto A se
llama dominio de la funcién, y al conjunto B se le llama codominio.

Generalmente se usa un simbolo para denotar una funcién. Por ejemplo, sea f una funcion
de A en B. Entonces escribimos

f:A->B

que se lee: “f es una funciéon de A en B, o *f aplica A en B”. Sia € A, entonces hacemos que
fla) (1éase “f de a”) denote el elemento tnico de B que f asigna a a; se le llama imagen de a
bajo f, o valor de f en a. Al conjunto de todos los valores de imagenes se le llama recorrido o
imagen de f.

Frecuentemente, una funcién se puede expresar por medio de una férmula matemaética.
Por ejemplo, considere la funcion que envia cada namero real a su cuadrado. Podemos descri-
bir esta funcion escribiendo

flx) = x*

Aqui a x se le llama variable, y la letra f denota la funcion.

Observacion: Cuandoquiera que se da una funcién por una formula en términos de una va-
riable x, suponemos, a no ser que se diga otra cosa, que el dominio de la funcién es R (o el sub-
conjunto mayor de R para el cual la féormula tiene significado) y el codominio es R.

EJEMPLO 6.15
(¢) Considere la funcidn f(x) = x>, es decir, f asigna a cada nimero veal su cubo. Entonces la imagen de 2 es
8, y asi podemos escribir f(2) = 8.

(b) Sea f tal, que asigne a cada pais del mundo su capital. Aqui, el dominio de [ es el conjunto de paises del
mundo; el codominio es la lista de las ciudades del mundo. La imagen de Francia es Paris; es decir,
[(Francia) = Paris.

(c) La figura 6-16 define una funcionde A= {q, b, ¢, d} en B= {r, s, t, u} de
la manera obvia. Aqui

flay=s.  fB)=u  flc)=r. fld)=s
La imagen de f es el conjunto de valores de imagen, {r, s, u}. Observe ' <]
que ¢ no pertenece a la imagen de / porque ¢ no es una imagen de ningiin q ‘
elemento bajo f. ' 4

(d) Sea A cualquier conjunto. La funcion de 4 en A que asigna a cada
elemento el mismo elemento se llama funcién de identidad en A 'y
generalmente se denota por 1, o simplemente 1. En otras palabras

la(a)=a
para cada elemento ¢ en A. Figura 6-16
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Hay otro punto de vista para considerar funciones. Primero que todo, cada funciéon
f: A - B genera una relacion de A, en B, llamada grafica de f y definida por

Graficade f={(a,b): a€ A, b = f(a)}

Dos funciones f : A » By g : A - B se definen como iguales, escrito f = g, si f(a) = g(a) para
cada a € A; o sea, si tienen la misma grifica. Segln esto, no distinguimos entre una funcién y
su grafica. Ahora, tal relacién tiene la propiedad de que cada @ en A pertenece a una Unica
pareja (g, b) en la relacién, Por otra parte, cualquier relacion f de A en B que tenga propiedad
hace generar una funcién f : A - B en donde f(a) = b para cada (g, b) en f. Por consiguiente,
se puede definir equivalentemente una funcidon como sigue:

Definicién: Una funcidén f : A - B es una relacién de A en B (es decir, un subconjunto de
A x B) tal que cada a € A pertenece a una pareja ordenada Unica (g, b) en f.

Observacion: Puesto que la grifica de f, como se definié antes es una relacion, podemos
representarla graficamente por el método (1) de la sec. 6.13; al dibujo mismo también se le
llama “grafica de f”. La condicién que define una funcién se traduce en la condicion geomé-
trica de que no haya dos puntos en la grafica que queden en la misma vertical.

EJEMPLO 6.16

(@) Considere la funcién f : A — B definida por la fig. 6-16. La grafica de f es el siguiente conjunto de parejas
ordenadas:

Grafica de f = {(a. 5). (b, u), (c. ), (d, 5)}

Esta relacion esta representada en el diagrama de coordenadas de A X B en la fig. 6-17.

a b ¢ d

Figura 6-17

(b) Considere las siguientes relaciones en el conjunto A = {1, 2, 3}:

f={1.3,2.3.6.1)}

g =1{(1.2).3. 1}

h={(1,3),@21,1,2.G. 1}
f es una funcion de 4 en A, ya que cada elemento de A aparece como la primera coordenada en, exacta-
mente, una pareja ordenada de f; aqui f(1) = 3, f(2) = 3y f(3) = 1. g no es una funcién de 4 en A, ya que
2 € A no es la primera coordenada de ninguna pareja en £ y, por lo tanto, £ no asigna ninguna imagen a 2.
(Observe, sin embargo, que g es una funcién de un subconjunto de A en A.) Tampoco h es una funcion de
A en A; ya que 1 € A aparece como la priniera coordenada de dos parejas ordenadas distintas en h, (1, 3)

y (1, 2). Para que h sea una funcién, no puede asignar tanto 3 como 2 al elemento 1 € A.
como 2 al elemento 1 € A.

(c) Por funcion real polinomial, queremos decir una funcién f : R = R de la forma
fX)=ax"+ a1 x""'+- - tax+ao -

en donde ¢; son nimeros reales. Como R es un conjunto infinito, seria imposible representar cada punto
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de la grafica. Sin embargo, la grafica de tal funcién se puede aproximar representando graficamente pri-
mero algunos de sus puntos y dibujando luego una curva suave a través de ellos. Generalmente, los puntos
se obtienen de una tabla en donde se les asignan varios valores a x y se computan los correspondientes va-
lores de f(x). La fig. 6-18 ilustra esta técnica para la fur.cién.

Ffx)=x*~2x-3.

f(x)
|
x| flx) IN
2| 5 I,
-1} o
0| -3 {2
1] -4 !
2| -3 S M
3| o
4| 5

Grafica de f(x) = x2—2x ~ 3
Figura 6-18

Considere la siguiente ecuacibén en las variables x e y:
y=x'-2x-3

Por el estudio, de laseccién 6.13, esta ecuacion genera una relaciéon en R. Debido a que cada
valor de x da un Gnico valor de y, la relacion es una funcidén; de hecho, es la misma funcién que
la funcién de la fig. 6-18. Hablando en términos generales, cada vez que se da una funcién por
medio de una ecuacion de la forma

y = f(x)

decimos que y es una funcién de x, y llamamos a x la variable independiente y a y la variable
dependiente.

Problemas resueltos

CONJUNTOS, OPERACIONES EN CONJUNTOS
6.1  ;Cuales de los siguientes conjuntos son iguales: {r, t, s}, {s, t, r, s}, {t, s, , 1}, {5, 1, 5, t}?

Todos son iguales. El orden y/o la repeticion no cambian un conjunto.

6.2 Haga una lista de los elementos de los siguientes conjuntos; en donde N={1,2,3,.. .}.

(@) A={x:x€EN,3<x<12}
() B={x:xEN, x es par, x <15}
(c) C={x:xEN,4+x=3}

(a) A consta de los enteros positivos entre 3 y 12; de donde,

A={4,56,7,89,10,11}
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6.3

6.4

6.5

6.6

(b) B consta de los enteros positivos pares menores que 15; de donde,
B={2,4,6,810,12, 14}

(¢) No hay enteros positivos que satisfagan la condicidon 4 + x = 3; asi que C no contiene ningin ele-
mento. En otras palabras, C =@,el conjunto vacio.

Considere los siguientes conjuntos:

@ A={1}. B={1,3, C={1,59, D={1.234.5).
E={1,3,57,9, U={1,2,..., 8.9}

Inserte el simbolo correcto C o & entre cada pareja de conjuntos:
(a) 9, A (c) B.C () CD ® DE
) AAB (@ BE (ff CE () DU
(@) @ C A ya que @ es un subconjunto de todo conjunto.
() A C B yaque 1 es el Unico elemento de A y pertenece a B.
(¢) BZ C yaque3C B pero3 & C.
(d) B C E ya que los elementos de B también pertenecen a E.
() CZD yaqued € Cpero9d €D,
(f) C C E ya que los elementos de C también pertenecen a E.
(&) DZ Eyaque 2€ D pero 2¢€E.
(h) D C U porque los elementos de D también pertenecen a U.
En los problemas 6.4 a 6.6, suponga U ={1,2,...,8,9} y
A=1{1,2,3,4,5}
B=1{4,5,6,7}
C=1{5,6,7,8,9}
D={1,3,5,7,9}
E=1{2,4,6,8}
F={1,5,9}

Encuentre: (a) AUBYyANB, (b)) BUDYBND,(c) AUC yANnC

Recuerde que la union X U Y consta de los elementos en o X o en Y (o en ambos), y que la inter-
seccion X N Y consta de los elementos tanto en X como en Y.

(@) AUB={1,2,3,4,567, ANB ={4,5}.
(b) BUD={1,3,4,5,6,7,9.BND={57}.
() AUC=1{1,2,3,4,56,7,89=U ANC={5.

Encuentre: (a) A, B, y D¢; (b)) A\B, B\A, y F\D.

Recuerde que el complemento X° consta de los elementos en el conjunto universal U que no perte-
necen a X, y la diferencia X \ Y consta de los elementos en X que no pertenecen a Y.

(a) A°=1{6,7.8,9}, B ={1,2,3.8,9}, D° ={2,4,6,8} = E.
) A\B={1,2,3}, BN\A={6,7, F\D=0.

Encuentre: (a) AN (BUE), (b)) (BNF)U(CNE), (c) (AN D)\B.

(a) Primero compute BUE ={2,4,5,6,7,8}. Luego AN(BUE)={2,4, 5}

®WBNF=5 yCNE= 68. Asique(BNF)U(CNE)={5,6,8).

(¢) AND={1,3,5}. Ahora (AND)\B ={1,3}. -
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6.7 Muestre que podemostenerA N B = A N sinqueB = C.

Sea A ={1,2}, B={2,3} y C={2,4}. Entonces, ANB={2 yANC={2}. AsiANB=ANC
peroB # C.

ALGEBRA DE CONJUNTOS, DIAGRAMAS DE VENN
6.8 Escriba el dual de cada ecuacién de conjuntos:
(a) (AUB)N(AUB)=AUD ) (ANUV)UBNA)=A
Reemplace cada ocurrenciade U, N, y@por N, U,By Urespectivamente:

(a) (ANB)UANB)=ANU b) (AUBIN(BUA)=A

6.9 Demuestre la identidad (U N A)U (B N A) = A usando la tabla 6-1.

Enunciado Razén
(UNAYUBNA)Y=(ANU)U(ANB) Ley conmutativa 3a.
=ANUUB) Ley distributiva 45.
=ANBUU) Ley conmutativa 3a.
=ANU Ley de identidad 6a.
=A Ley de identidad 5b.

6.10 Demuestre la identidad @ U AYN(BU A) = A,

Este es el dual de la identidad demostrada en el problema 6.9 y, por lo tanto, es verdadera por el
principio de dualidad. En otras palabras, reemplazar cada paso en la prueba en el problema 6.9 por el
enunciado dual nos da una demostracion de esta identidad.

6.11 Sombree el conjunto A N B° en el diagrama de Venn de la fig. 6-19(a).

Sombree A con lineas en una direccion (////), y sombree B, el area por fuera de B, con lineas en la
otra direccion (\\\), como se muestra en la fig. 6-19(b). El 4rea cruzada en la fig. 6-19() es la inter-
seccién, A N B°, que estd sombreada en la fig. 6-19(c). Observe que A NB° = A\ B,

A B
N
(a) (b) Ay B estan sombreadas. (¢) A N B° esta sombreada.
Figura 6-19

6.12 Tlustre la ley distributiva A N (B U C) = (A N B)U (A N C) con diagramas de Venn.

Dibuje tres circulos que intersecten, rotulados A, B y C, como en la fig. 6-20(a). Ahora, como en
la fig. 6-20(b), sombree A con lineas en una direccién y sombree B U C con lineas en otra direccion; el
area cruzada es A N (B U C), como en la fig. 6-20(c). En seguida sombree A N By luego A N C, como
en la fig. 6-20(d); el area total sombreada es (A N B) U (4 N C), como en la fig. 6-20(e).

Como es de esperar por la ley distributiva, A N (B U C) y (A N B) U (4 N C) estén representados
ambos por los mismos conjuntos de puntos.
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(d) ANByANC estan sombreadas (e) (A NB) U (A4 N C) esta sombreada
Figura 6-20

6.13 En una encuesta de 60 personas, se encontrd que 25 leen El Tiempo, 26 leen La Prensa 'y
26 leen E! Mundo. También 9 leen tanto El Tiempo como E! Mundo, 11 leen tanto El
Tiempo como La Prensa, 8 leen tanto La Prensa como El Mundo, y 8 no leen ninguno de
los tres periodicos.

(a) Encuentre el nimero de personas que leen los tres periddicos.

(b) Complete el diagrama de Venn de la fig. 6-21 con los nimeros correctos de lectores
en cada una de las ocho regiones. Aqui, T, P y M denotan los conjuntos de personas
que leen respectivamente El Tiempo, La Prensa y El Mundo.

(c) Determine el nimero de personas que leen exactamente un periddico.

(@) Tenemos n(N UT UF)=60-8= 52, porque 8 personas no leen ninguno de los periddicos. Por el
corolario 6.4 o

ANUTUF)=n(N)+n(T)+n(F)-n(NNT)-n(NNF)-n(TNF)Y+n(NNTNF)
[0} 52=25+26+26-11-9-8+n(NNTNF)
de donde, n(NNTNF)=3,

(b) El diagrama de Venn requerido, fig. 6-22 se obtiene de la siguiente manera:

A A
)| CA
| B

Figura 6-21 Figura 6-22

8
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3 leen los tres periodicos.

11 — 3 = 8leen El Tiempo y La Prensa, pero no todos los tres periodicos.
9 — 3 =6 leen El Tiempo y El Mundo, pero no todos los tres periddicos.
8 — 3= 51leen La Prensa y El Mundo, pero no todos los tres periodicos.
25 — 8 — 6 — 3 = 8 leen solamente E! Tiempo.

26 — 8 — 5 — 3 = 10 leen solamente La Prensa.

26 — 6 — 5 — 3 —= 12 leen solamente El Mundo.

(¢) Tenemos que 8 + 10 + 12 = 30 leen solamente un perioédico.

6.14 Considere las siguientes suposiciones:

S;: Los poetas son gente feliz.
S,: Todo médico es rico.
8, : Nadie que sea feliz es también rico.

Determine la validez de cada una de las siguientes conclusiones: (a) Ningiin poeta es
rico. (b) Los médicos son gente feliz. (¢) Nadie puede ser tanto poeta como médico.

Por S,, el conjunto de los poetas esta contenido en el conjunto de la gente feliz, y por S3, el con-
junto de la gente feliz es disyunto con el conjunto de los ricos. Asi que dibuje el diagrama de Venn de

la fig. 6-23.
o

gente feliz
Por S5, el conjunto de los médicos esta contenido en el conjunto de la gente rica. Dibuje, pues, el
diagrama de Venn de la fig. 6-24. Segin este diagrama resulta evidente que (2) y (c) son conclusiones

validas mientras que (b) no es vilida.

gente rica

Figura 6-23

poetas

gente feliz

Figura 6-24

CLASES DE CONJUNTOS, PARTICIONES
6.15 Determine el conjunto potencia ?(S) de S = {a, b, ¢, d}.
Los elementos de 2 (S) son los subconjuntos de S. Asi que:
P(S)=1S. {a, b.c}, {a. b,d}, {a, c, d}, {b, c, d}. {a, b}. {a, ¢}, {a, d},
{b, c}, {b, d}, {c, d}, {a}, {b}, {c}, {d}, O]

Observe que P (S) tiene 2* = 16 elementos.

6.16 Dado X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Determine cuales de los siguientes son particiones de X:

(@) [{1.3,6},{2,8},15,7,9}] (c) [2,4,5,8},1{1,9}{3,6,7}]
(b [{1,5,7.{2,4,8,9}. (3,5, 6}] (@) [{1,2,7},{3,5}.{4.6,8,9}, {3, 5}]

(a) Noj;porque 4 € X no pertenece a ninguna célula. En otras palabras, X no es la union de las células.
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(b) No; porque 5 € X pertenece a dos células distintas, {1, 5, 7} y {3, 5, 6}. En otras palabras, las
dos células distintas no son disyuntas.

(¢) Si; porque cada elemento de X pertenece exactamente a una célula. En otras palabras, las células
son disyuntas y su union es X.

(d) Si. Aunque 3y 5 aparecen en dos partes, las células no son distintas.

6.17 Encuentre todas las particionesde X = {a, b, ¢, d}
Observe primero que cada particion de X contiene 1, 2, 3, 4 4 conjuntos distintos. Las particiones
son las siguientes:

(1) Ua, b,c. d}]

@ Hakib, c, d}). {{b}. {a, ¢, d}]. {{c}. {a. b, d}], [{d}. {a, b, c}].
{{a, b}, {c, d}}, Ua, c}, (b, d}}, Ha, d}, {b, c}]

(3) Ha}, {6}, {c, d}], Hal. {c}, {6.d}], [{a}. {d}, {b, c}],
{8}, {c}, {a, d}]. [{b}, {d}, {a, c}], l{c}, {d}. {a, b}]

@) a}, {b}, {c}, {a}]

Hay quince particiones diferentes de X. Para una generalizacion de este resultado vea el problema
11.18.

RELACIONES

6.18 Dado A={1,2}, B={x,y,z} y C={3,4}. Encuentre Ax Bx C.
A X B X C consta de todas las triplas (a, b, c) en donde a €A, b €B, ¢ €C. Se puede obtener sis-
tematicamente estos elementos de A X B X C de un diagrama de drbol (fig. 6-25). Los elementos de
A X B X C son precisamente las 12 triplas ordenadas a la derecha del diagrama de arbol.
Observe que n(A) =2, n(B)=3, y n(C) = 2y, como es de esperar,

n(A x Bx C)=12= n(A) - n(B) - n(C)

3 (1, x,3)
’ < 4 (1, x, 4)
3 (1,%,3)

1 ]
=i e
3 (1,2,3)

z
- 4 (1,2,4)
3 2,2,3)

x
< 4 2,2,4)
3 2,9,3)

2 ¥
— 4 2,949
3 (2,2,3)

z
< 4 2,2, 4)

Figura 6-25

6.19 Dado(2x, x + y) = (6,2). Encuentre x e y.

Dos parejas ordenadas son iguales si y solamente si las componentes correspondientes son iguales.
Asi que obtenemos las ecuaciones

2x = 6 y x+ty=2

Las dos ecuacionesdanx = 3 e y = —1.

6.20 SeaM = g, b,c,d yseaR larelacion en M que consta de aquellos puntos que se mues-
tran en el diagrama de coordenadas de M X M, fig. 6-26.
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(a) Encuentre todos los elementos de M que estan relacionados con b; o sea,
{x:(x,b)E R}

(b) Encuentre todos los elementos de M con los cuales esta relacionado d; es decir,
{x:(d.x)E R}.

(¢) Encuentre la relacién inversa R™! d
(¢) La horizontal a través de b contiene todos los puntos de R en los ¢
cuales aparece b como segundo elemento: (a, b), (b, b) y (d, b).
Asi que el conjunto deseado es {aq, b, d}. b
(b) La vertical a través de d contiene todos los puntos de R en los
cuales aparece d como primer elemento: (d, a) y (d, b). Asi e
que {q, b} es el conjunto deseado.

(¢) Primero escriba R como un conjunto de parejas ordenadas y luego « b c d
escriba las parejas en el orden inverso. Figura 6-26

R™'={(a. b). (a.d). (b, a). (b, b). (b.d). (c.c), (d. b)}

Dado A =1{1,2,3,4} yB={x,y, 2}. Considere la siguiente relacién de A en B:

R={(l.y).(1.2). G.y). (4. x), (4. 2}

(a) Grafique R en un diagrama de coordenadas de A X B. (b) Determine la matriz de la
relacién. (c) Dibuje el diagrama de flechas de R. (d) Encuentre la relacién inversa B!
de R. (e) Determine el dominio y el recorrido de R.

o 1 ~

1 /0 <]

. ...m-

2 0 0 0 r ‘
3 0 1 0
| 2 3 . 4 1 0 1

{a) (b) (©

Figura 6-27

(a) Veala fig. 6-27(a).

(b) Vea la fig. 6-27(b). Observe que las filas de la matriz se han rotulado por los elementos de A y las
columnas por los elementos de B. Ademas, observe que la entrada en la matriz correspondiente a
aE Ay bEBes 1sia estarelacionado con b y 0 en caso contrario.

(c) Vea la fig. 6-27(c). Observe que hay una flecha de ¢ en A a b en B cuando y solo cuando a estd
relacionado con b, o sea (g, b) pertenece a R.

(d) Invierta las parejas ordenadas de R para obtener las parejas ordenadas de R~ !
R ={(y. 1), (z. 1). (5. 3), (x,4), (z.4)}

Observe que invirtiendo las flechas de la figura 6-27(c) obtenemos el diagrama de flechas de R, y
que intercambiando las filas y las columnas de la fig. 6-27(b) obtenemos la matriz de R".

(e) El dominio de R consta de los primeros elementos de las parejas ordenadas de R, y que el recorri-
do de R consta de los segundos elementos. Ast,

dominio de R = {1, 3, 4} y recorrido de R ={x, y, 2}.

Sean 4 = {1, 2, 3, 4, 6}, y R la relaciéon definida por “x divide a y”°, indicada como
xly. (xly siy solo si existe un entero 2 tal que xz = y.)
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6.23

6.24

(a) Escriba R como un conjunto de parejas ordenadas.
(b) Grafique R en un diagrama de coordenadas A X A, y dibyje su grafo dirigido.
(c) Encuentre la relacion inversa R™! de R, y describa R™! en palabras.

(a) Encuentre secuencialmente aquellos numeros de A que son divisibles por 1, 2, 3, 4, 6. Estos son:
11, 112, 13, 1]4, 116, 2|2, 2i4, 26, 3|3, 3|6, 4|4, 6|6

De donde R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1,4), (1, 6), (2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (3, 6), (4,4), (6,6)}.

(b) Veala fig. 6-28.

; 3'3 50

' S
(a) (b)
Figura 6-28

(¢) Invierta las parejas ordenadas de R para obtener parejas ordenadas de R™!.
R7'={(1,1), (2, 1), (3,1), 4,1), (6, 1), (2,2), (4,2), (6,2), (3,3), (6,3), 4, 4), (6,6)}

R™! se puede describir por el enunciado “x es un miltiplo de y”.

Sean R y S las siguientes relacionesen A = {1, 2, 3}:
R={1,1),(1,2),(2,3), 3, 1), 3,3)} $={(1,2), (1,3), 2. 1}, 3,3)}
Encuentre RN S, RU SyR°.

Trate R y S como simples conjuntos y tome la interseccion y la union usuales. Para R, use el
hecho de que A X A es la relacion universal en A.

RNS={(1,2), (3,3)}
RUS={(1,1),1,2),1,3), 2,1), (2,3), (3, 1), 3,3)}
R ={(1,3), 2, 1), 2,2), 3,2}

Considere las siguientes cinco relaciones en el conjunto A = {1, 2, 3}.
R={(1,1),(1,2),(1,3),3,3)}
$={(1,1),(1,2),2,1),(2,2), 3,3}
T={(11),(1,2),22),(23)}

@ = la relacidn vacia
A X A = la relacion universal
Determine si es verdadero o no que cada una de las relaciones anteriores es (a) reflexiva,
(b) simétrica, (¢) transitiva, (d) una relacién de equivalencia.

(@) R no es reflexiva ya que 2 € A, pero (2, 2) € R. T no es reflexiva ya que (3, 3) € T'y andlogamen-
te, @ no es reflexiva, Sy A X A son reflexivas.

(b) R no es simétrica ya que (1, 2) € R pero (2, 1) £ R, y andlogamente T no es simétrica. S, @3y A X A
son simétricas.
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(¢) T no es transitiva ya que (1, 2) y (2, 3) pertenecen a T, pero (1, 3) no pertenece a 7. Las otras cua-
tro relaciones son transitivas.

(d) Solo Sy A X A son relaciones de equivalencia, ya que solamente ellas son reflexiva , simétrica y
transitiva.
6.25 Sea R la siguiente relacion de equivalencia en el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} :
R={(1,1),(1,5),(2,2),(2,3),(2,6),(3,2), 3,3),
(3.6),(4,4),(5,1),(5,5),(6,2), 6,3), (6, 6)}

Encuentre la particidon de A inducida por R, es decir, encuentre las clases de equivalencia
que componen A/R.

Los elementos relacionados con 1son 1y 5; asi que
{1=A{1%5}
Escogemos un elemento que no pertenece a [1], digamos 2. Los elementos relacionados con 2 son 2, 3
y 6; asi que
21=12,3, 6}
El tinico elemento que no pertenece a {1] o a {2] es 4. El iinico elemento relacionado con 4 es 4. Asi
[4= 4
Entonces {1.5}, {2, 3, 6}. {4}

es la particion de A inducida por R.

FUNCIONES

6.26 Para cada diagrama de la fig. 6-29, diga si es verdadero o no que se define una funcién de
A=1{a b ctenB={x,y,2z}

) (=) (o

(a) (b) (¢
Figura 6-29

(@) No. No hay nada asignado al elemento b € A.
(b) No. Se asignan dos elementos, x y 2,ac € A.
(c¢) Si.

6.27 Sean A = {1,2,3,4,5} yf:4 > A lafuncién definida en ia fig. 6-30. (e¢) Encuentre
la imagen de f. (b) Encuentre la grafica de f, es decir, escriba f como un conjunto de pa-
rejas ordenadas.

(a) La imagen de f consta de todos los valores de ima-
gen. Ahora, sblo 2, 3 y 5 aparecen como las image-
nes de elementos de A; asi que

fa) = {2,8,5}.



CAP. 6] CONJUNTOS Y RELACIONES 157

(b) Las parejas ordenadas (g, f(a)), en donde a € A, for-
man la grafica de f. Ahora f(1)=3, f(2)=5, f(3)=S5,

f(4)=2y f(5) = 3; de donde, ‘
f=1(1.3)..5). (3.5). (4.2). (5. 3)} ‘ ‘
=<1
\

Figura 6-30

6.28 Determine si la relacién (a) f ={(2,3), (1, 4), (2, 1), 3. 2). (4, 4)}, (b) g = {(3. 1), 4, 2), (1, 1)},

6.29

6.30

(cY h ={(2.1),(3,9),(1,4), (2, 1), (4. 4)}, es una funcion de X = {1,2,3,4}en X.

Recuerde que un subconjunto / de X X X es una funcion f : X -~ X si y s0lo si cada a € X aparece
como la primera coordenada en, exactamente, una pareja ordenada en f.

(a) No. Dos parejas ordenadas diferentes (2, 3) y (2, 1) en f tienen el mismo numero 2 como su pri-
mera coordenada.
(b) No. El elemento 2 € X no aparece como la primera coordenada en ninguna pareja ordenada en g.

(c) Si. Aunque 2 € X aparece como la primera coordenada en dos parejas ordenadas en h, estas pare-
jas son iguales.

Sea A el conjunto de estudiantes de un colegio. Determine cuales de las siguientes asig-
naciones definen funciones en 4. (a) A cada estudiante, su edad; (b) a cada estudiante,
el profesor; (¢) a cada estudiante, su sexo, y (d) a cada estudiante, su conyuge.

Una coleccion de asignaciones es una funcion en A si y sélo si a cada elemento @ en A se le asigna
exactamente un miembro (de otro conjunto B). Asi que:
(a) Si, porque cada estudiante tiene una y solamente una edad.

(b) Si, si cada estudiante tiene solamente un profesor; No, si algitn estudiante tiene mas de un profesor.
(c) Si.
(d) No, si algin estudiante no esta casado.

Seaf: R > R definida por f(x) = x°. (a) Encuentre: (i) f(3), (i) f(~2), (i) f(y).
Gv) fiy + ).
(b) Grafique f en un diagrama de coordenadas de R X R.
@ () fQ)=3=27, (i) f(-2) = (-2 = -8, (ii}) f(»)= ()’ =y’
W) fy+1)=(+1P=y’+3y’+3y+1

(b) Como f es una funcion polinomial, es posible graficarla tabulando primero algunos de sus puntos y
luego dibujando una curva suave a través de estos puntos, como en la fig. 6-31.

z | i) ®
-3 | —27 2o}
-2 -8 10h
-1 -1
I L A L
0 0 -4 2 n
1 1
2 8
3 27
Grifica de f(x) = x°

Figura 6-31
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6.31 Dibuje las graficas de
@) f(x)=3x-2 b) gx)=x*+x-6 () h(x)=x>-3x2—x+3

En (a) la funcién es lineal; se necesitan solamente dos puntos (tres para seguridad) para dibujar su
grafica. Haga una tabla con tres valores de x, digamos, x = —2, 0, 2 'y encuentre los valores correspon-
dientes de f (x):

fE)=3(-2)-2=-8 f0)=30)-2=-2 fQ)=3()-2=4

Dibuje la recta a través de estos puntos como en la fig. 6-32.

(2,4

(0,~2)

(—2,~-8)

Grifica de f
Figura 6-32

En (b) y (c), haga una tabla de valores para x y luego encuentre los valores correspondientes de la
funcion. Grafique los puntos en un diagrama de coordenadas y luego dibuje una curva continua y sua-
ve a través de los puntos, tal como en la fig. 6-33.

x | g(x) x | hix)
—4 6 —21-15
-3 0 -1 0
-2 —4 0 3
-1] ~6 1 0

0| —6 2 -3
1) ~4 3 0
2 0 4 15
3 6
E 5
Grafica de g Grafica de h

Figura 6-33
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Problemas suplementarios

CONJUNTOS, OPERACIONES EN CONJUNTOS
6.32 ;Cuales de los siguientes conjuntos son iguales?

{1,2,{1,34,{2,1},{3, 1,3}, {1,2, 1}
A={x:x*—4x+3=0} C={x:xEN,x<3}
B={x:x*-3x+2=0} D={x:x€&N, xesimpar, x <5}

6.33 Haga una lista de los elementos de los siguientes conjuntos si el conjunto universal es U
U={agbec,...,» 2} ;Cuilesde estos conjuntos, si hay alguno, son iguales?

A = {x :x esunavocal}
B = {x:x esunaletraen la palabra “orca”}
C = {x:x precede af en el alfabeto}

D = {x:x esunaletra en la palabra “arco”}

634 SeaA={1,2....,8,9, B={2,4,6,8), C={1,3,57.9, D=1{3,4,5} y E={3.5). ;Cuéles conjun-
tos pueden ser iguales a X si se nos da la siguiente informacion?
{a) Xy B son disyuntos. () XCDperoX ZB.
(c) XCAperoX & C (d) X CC peroX Z A.

6.35 Considere los siguientes conjuntos:
a. A = {a}, B ={c, d}, C={a,b, cd} D = {a. b}. E={a,b,cd, e}
Inserte el simbolo correcto, C o <, entre cada pareja de conjuntos:

@ 9.A (c) AB (¢) B.C (g) C.D
) DE (d) DA (f) D.C (k) B.D

6.36 Dado: A={a,b,c d e} C={b,c e g h}
B={ab.d,f g} D={def g h}

Encuentre: (a) AUB (c) C\D (¢) (AND)UB
) BnC (d) AN(BUD) (fy BNnCnD

6.37 La formula A \ B = A N B° define la operacion de diferencia en términos de las operaciones de inter-
seccion y complemento. Encuentre una formula que defina la union de dos conjuntos, A U B, en tér-
minos de las operaciones de intersecciéon y compiemento.

6.38 Determine cuales de los siguientes conjuntos son finitos:

(a) El conjunto de las rectas paralelas al eje x.

(b) El conjunto de letras en el alfabeto espafiol.

(¢) El conjunto de numeros que son miltiplos de 5.

(d) El conjunto de animales que viven en la Tierra.

(e) El conjunto de niimeros que son soluciones de la ecuacion x”7 +26x" - 17x"" + 7x>*- 10 = 0.
(f) El conjunto de circulos con centro en el origen (0, 0).

ALGEBRA DE CONJUNTOS, DIAGRAMAS DE VENN
6.39 Escriba el dual de cada ecuacion de conjuntos:

(a) AUANB)=A
(b) (ANB)UA*NBYUANB)UA NB)=U ~
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6.40

6.41

6.42

6.43

6.44

CONJUNTOS Y RELACIONES [cap. 6

Use las leyes de la tabla 6-1 para demostrar cada identidad de conjuntos:

(@) (ANB)UANB)=A
(b) AUANB)=A
(c) AUB=(ANBY)U(A° NB)U(ANB)

El diagrama de Venn de la fig. 6-34 muestra los conjuntos 4, B, y C. Sombree los siguientes conjuntos:

(@ ANBNC () AUBNC) () ANBUC)
(b) ANB°NC (d) CNAUBY) (f) (A*NBN\C

Figura 6-34

Una encuesta de 100 estudiantes produjo las siguientes estadisticas:

32 estudian matematicas, '
20 estudian fisica, ‘ ‘

45 estudian biologia,

15 estudian matematicas y biologia, v
7 estudian matematicas y fisica,

10 estudian fisica y biologia,

30 no estudian ninguna de las tres. Figura 6-35

(a) Encuentre el nimero de estudiantes que estudian todas las tres disciplinas.

(b) Llene cada una de las regiones del diagrama de Venn (fig. 6-35) con el nimero de estudiantes, en
donde M, F y B denotan los conjuntos de estudiantes que estudian matematicas, fisica y biologia
respectivamente.

(¢) Encuentre el niimero de estudiantes que toman exactamente una de las tres disciplinas.

Use diagramas de Venn para encontrar una conclusion producida por el siguiente conjunto de premisas
(adaptado de un libro de 16gica de Lewis Carroll).

Sy : Los bebés son ilogicos.

S,: A nadie que pueda controlar un cocodrilo se le desprecia.

S3: La gente ilogica es despreciada.

Considere las siguientes premisas:

8, : Sembré todos mis arboles costosos el afio pasado.
S,: Todos mis arboles frutales estan en mi huerta
S : No se sembrd ningln arbol en mi huerta el afio pasado.

Determine si es verdadero o no que cada uno de los siguientes enunciados es 1a conclusion en un argu-
mento valido:

(a) Los drboles frutales se sembraron el afio pasado.
(b) No hay ningin arbol costoso en la huerta.
(c) Ningian arbol frutal es costoso.
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CLASES DE CONJUNTO, PARTICIONES

6.45

6.46

6.47

6.48

6.49

Encuentre el conjunto potencia, ? (S),de S = {1, 2, 3, 4, 5}.

Sea W = {1, 2, 3,4,5, 6}. Determine cudles de los siguientes son particiones de W:

(@) [{1,3,5),{2,4}1,(3,6}1 () KL 5}{2} {4} {1.5}.{3.6}]
(b) 141,5%{2} {3, 6}] (d) [{1.2,3,4,5,6}]

Encuentre todas las particiones de V = {1, 2, 3}.

Sea{Ai, Az, ..., An)y [By, B, ..., B,] particiones de un conjunto X. Demuestre que la coleccion de
conjuntos

es también una particion (llamada la particion cruz) de X. (Observe que hemos excluido el conjunto

vacio ¢.)

SeaS = {1, 2, 3, 4, 5}. Considere las dos particiones siguientes de S:
A=[{1,3,4},{2,5)] B =[{1,3},{2,4},{5}]

Encuentre la particion cruz de S.

CONJUNTOS PRODUCTOS

6.50

6.51

6.52

6.53

Sea A = {a, b, ¢, d}. Encuentre las parejas ordenadas que corresponden a los puntos P, P,, Py y P,
gue aparecen en el diagrama de coordenadas adyacente de A X A (fig. 6-36).

Encuentre xe ysi: (@) (x+2,4)=(5,2x+y), (B) (y-2.2x+1)=(x—- 1,y +2). P

Py

Sean W = {Marcos, Eva, Pablo} y V = {Eva, David}. Encuentre: (a) WxV, Py

BYVXW, () VXV

Py

8 o o A

Sean S={a,b,c},T={b,c,d} y W= {a, d}. Construya el diagrama de arbol e b cd
de S X T X W yluego encuentre S X T X W, Figura 6-36

RELACIONES

6.54

6.55

Sea R la siguiente relacion en A = {1,2,3,4): R ={(1, 3),(1,4), 3,2), (3,3), (3, 4)}.
(a) Encuentre el dominio y el recorrido de R.

(b) Dibuje el grafo dirigido de R.

(c) Encuentre la matriz, Mg de R.

(d) Encuentre R™!. 5

Sea R la relacion en C = {1, 2, 3, 4, 5} dada por el conjunto de puntos
que se muestran en el diagrama de coordenadas de C X C, en la fig. 6-37.

2
(1) Diga si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:
(@)1R4, (b)2R5,(c)3R1, (d)5R3. 1 T—

(2) Encuentre los elementos en cada uno de los siguientes subconjuntos 1 3 4 5
deC:

(@) {x:3Rx} () {x:(x,2)€R}
) {x:@,x)ER} (d) {x:xRS}

Figura 6-37
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6.56

6.57
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(3) Encuentre (a) ¢l dominio de R, (b) el recorrido de R, (c) R
(4) Dibuje el grafo dirigido de R.

Sean R y S las siguientes relaciones en B = {q, b, ¢, d}:
R ={(a, a),(a, ¢), (¢, b), (c, d), (d, b)}

§={(b,a),(c,c), (c,d),(d, a)}
Encuenfre RUS, RN S,y (RUS)*

Sea R la relacion en los enteros positivos N definida por la ecuacion x + 3y = 12; es decir,
R={(x,y): x+3y=12}

(a) Escriba R como un conjunto de parejas ordenadas.
(b) Encuentre (i) el dominio de R, (ii) el recorrido de R, y (iii) R

RELACIONES DE EQUIVALENCIA

6.58

6.59

6.60

6.61

6.62

6.63

Sea W= {1, 2, 3, 4}. Considere las siguientes relaciones en W:

Ri= {(lv 1), (2~ 1)} Ry= {(l’ 1)1 (27 2)v (3v 3)}
R:={(1,3),(2,3),4, 1)} Rs=1{(1,3), (2,4}
R:={(3,4)}

Determine cudles de las relaciones son (a) reflexivas, (b) simétricas, (c) transitivas, (d) relaciones de
equivalencia.

SeaS= {1,2,3,4,5}. Lasiguiente es una relacion de equivalencia en S:
R={(1,1),(1,2),(2,1),2.2), (3,3), 4,4), 4,5), (5,4}, 5, 5}}

Encuentre la particion de S inducida por R.

Sea S = {1,2,3,...,19, 20}. Sea R la relacion de equivalencia en S definida por x = y (mod 5), es
decir, x — y es divisible por 5. Encuentre la particion de S inducida por R, es decir el conjunto cocien-
te S/R.

Sean A= {1,2,3,...,9}y ~ larelacion en A X A definida por
(@ b)~(,d) sia+td=b+c

(a¢) Demuestre que ~ es una relacion de equivalencia.
(b) Encuentre {(2, 5)], 1a clase de equivalencia de (2, 5).

Demuestre que si R es una relacién de equivalencia en un conjunto A, entonces R ! es también una
relacion de equivalencia en A.

Sean R y S relaciones no vacias en un conjunto A. Suponiendo que A tiene por lo menos tres elemen-
tos, diga si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso. Si es falso, dé un contraejemplo
en el conjunto A = {1, 2, 3}:

(a) SiRy S son simétricas entonces R N S es simétrica.
(b) Si Ry S son simétricas, entonces R U S es simétrica.
(¢) SiRy S son reflexivas, entonces R N S es reflexiva.
(d) Si Ry S son reflexivas, entonces R U S es reflexiva.
(e) Si Ry S son transitivas, entonces R U S es transitiva.
(/) SiR es reflexiva, entonces R N R™! no es vacio.

(g) Si R es simétrica, entonces R N R~ ! no es vacio.
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FUNCIONES

6.64 Diga si cada diagrama de la fig. 6-38 define una funcion de {1, 2, 3} en { 4, 5, 6}.

6.65 Defina cada funcion de R en R por una férmula:

) 1 =

(a} (b (e}
Figura 6-38

(a) f le asigna a cada nGimero su cuadrado mas 3.
(b) £ le asigna a cada nimero su cubo mas dos veces el nimero.

6.66 SeaW = {a, b,c,d . Determine cuales de los siguientes conjuntos de parejas ordenadas es una funcion
de Wen W.

(@) {(b,a).(c d),(da)(cd)(ad} () {ab)bb)(cb)d b}
(b {(d. d),(c, a),(a,b),(d, b)} (@) {(a a),(ba) (ab)cd)}

6.67 Sea g la funcidn que asigna a cada nombre en el conjunto {Beatriz, Martin, David, Adan, Rebeca} el
nimero de letras diferentes necesarias para poder escribir el nombre. Encuentre la grafica de g, o sea,
escriba g como un conjunto de parejas ordenadas.

6.68 Sea V={1, 2, 3,4}. Determine si cada uno de los conjuntos de puntos en los diagramas de coordena-
das de V X V (fig. 6-39) es una funcion de Ven V.

4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1 1 1 1
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
(a) (b) () (d)
Figura 6-39

6.69 SeaW={1,2 8,4}y g: W~ W definida por la fig. 6-40. (a) Escriba g como un conjunto de parejas
ordenadas. (b) Encuentre la imagen de g.

ot

| =
—

Figura 6-40
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6.70 Considere las funciones f : A > By g : B> C. La composicion de [y g, eserita g ° f, es 1a funcion de
A en C definida por

(g ° (@)= g(f(a))

Encuentre las funciones de composicion f o g, h o fy g o g (escrita g*), para las funciones f, g, y h
dibujadas en la fig. 6-41.

/ g h
— = \
Figura 6-41

6.71 Considere las funciones f(x) = x? + 3x + 1y g(x) = 2x — 3. Encuentre formulas que definan las fun-
ciones compuestas (@) fo g, (b)ge° [.

6.72 Determine el nimero de funciones diferentes de {a, b} en {1, 2, 3}.

6.73 Dibuje la grafica de cada funcion:

@ f)=b-1 () gx)=x-3x+2 (¢ h(x)le

Respuestas a los problemas suplementarios

632 {1,2={2,1}={1,2}=B=C {1.3}={3,1.3}=A=D

633 A={aeioul,B=D={lite),C={abc d e}

634 (@ Cy E @)D y E ()A B y D,(d)ninguno

6.35 (a) @C A, (b) DCE, (c) AZB, (d) DZA, (¢) BCC, (f) DCC, (g) CZD, (k) BZD

6.36 (a) AUB={abcdef gl () C\D={bc} () (AND)YUB={a,bd,ef g}
() BNnC={b g} d) ANBUD)={a,b,d, e} (f) BnCnD={g}

6.37 AUB-=(A°NBY)
6.38 (a) infinito, (b) finito, (c) infinito, (d) finito, () finito, (f) infinito.
639 (@ANAUB)=A, (B)(AUB)N(AUB)N(AUB)N(A°UB)=0

6.41 Veala fig. 6-42.
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Figura 6-42

6.42 (a) 5. (b) Veala fig. 6-43. (c) 48.

gente despreciada

Eente que puede
controlar
cocodrilos

gente ilégica

Figura 6-43 Figura 6-44

6.43 Las premisas indican el diagrama de Venn de la fig. 6-44. La conclusion evidentes es: “Los bebés no
pueden controlar a los cocodrilos”. También se puede concluir que la gente que puede controlar a los

cocodrilos es 10gica.)

6.44  Las premisas indican el diagrama de Venn de la fig. 6-45. (a) no, (b) si, (c) si.

arboles plantado

el ano pasado
arboles costosos

huerto

arboles frutales

Figura 6-45
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6.45

6.46

6.47

6.49

6.50

6.51

6.52

6.53

6.54
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2(5)=[2,{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5},
{2,3},{2,4},2,51, 3,4}, (3,51, {4, 51, {1, 2,3},
{1,2,4},{1,2,9}.{2,3,4},{2,3,5}.{3,4, 5}, {1,3,4},
{1,3,5),{1,4,5},{2,4,5},{1,2,3,4,,{1,2,3,5},
{1,2,4,5),{1,3,4,5,,{2,3,4,5}, §]

Hay 2° = 32 conjuntos en 2(S).

©y @

Hay cinco: [{1,2, 3], [{1},{2, 3}], ({2}, {1, 3}, {3L, {1, 2}], y {1}, {2}. {3}
[{1, 3}, {2}, {4}, {5}

Pi=(a,b), P;=(b,d), Ps= (d, ¢), Ps = (c, @)
@x=3y=-20b)x=2y=3

(@) W X V = {(Marcos, Eva), (Marcos, David), (Eva, Eva), (Eva, David), (Pablo, Eva), (Pablo, David)}
(b) V X W = {(Eva, Marcos), (David, Marcos), (Eva, Eva), (David, Eva), (Eva, Pabio), (David, Pablo)}
(¢) VX V = {(Eva, Eva), (Eva, David), (David, Eva), (David, David)}
Veala fig. 6-46. S x T x W = {(a, b, a), (a, b, d), (a, ¢, a), (a, ¢, d), (a, d, a), (a, d, d),

(b, b, a), (b, b,d). (b,c,a), (b, ¢, d), (b d, a) (b d,d),

(¢, b, a), (c, b, d), (c, ¢, a), (¢, c, d), (¢, d, a), (¢, d, d)}

(a) dominio = {1, 3}, recorrido = { 2, 3, 4}
(b) Veala fig. 6-47.

(€) Mp=

O O
OO

00
00
01
00
3,1),

@) R'={3,1,41),(2,3),3,3),43)

d<$

c<c<;
d="2¢

Figura 6-46
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6.55 (1) (a) Verdadero, (b) Falso, (c) Falso, (d) Verdadero
@ @{1,4.5, )9, () (2,34}, (@) (3}

() (@){1,3,5}, (b) {1.2,4,5}. (c) R ={(1,3), (1, 5), 2, 1), 2, 5), (4, 1), (4, 3). (4, 5), (5, 3)}
(4) Vealafig. 6-48.

Figura 6-47 Figura 6-48

6.56 RUS={(a a)(ac)(ba)cb)(cc)cd),d a),d, b)}
RNS={cd)}
(R USY ={(a, b), (a, d), (b, b), (b, c), (b, d), (c. a), (d, ¢), (d, d)}

6.57  (a) {(9,1),(6,2),(3,3)}; (b) () {9. 6,3}, i) {1, 2, 3}; iii) {(1, 9), (2, 6), 3, 3)}. 0 1a relacion definida por la
ecuacion 3x + y = 12,

6.58 (a) ninguna, (b)) R (c) todas excepto R, (d) ninguna

6.59 S/R=1[{1,2},{3},{4,5}]

6.60 [{1,6,11,16}.{2,7, 12,17}, {3,8, 13, 18}, {4, 9, 14, 19}, {5, 10, 15, 20}]
6.61 () {(1,4),(2.5),(3,6),(4,7).(5.8), (6,9}

6.63 Todos son verdaderos excepto (¢); tome R = {(1,2)}, S = {(2, 3)}.
6.64 (a) No, (b) Si, (c) No

6.65 (a) f(x)=x2+3, (b) g(x) = x>+2x

6.66 (a) Si, (b)No, (c) Si,(d)No

6.67 g = {(Beatriz, 7), (Martin, 6), (David, 4), (Adan, 3), (Rebeca, 5)}
6.68 (a) No, (b) No, (¢} Si, (d) No

6.69 (a)2=1{(1,2),(2,3),3.1),,3)}, b){1,2,3}

6.70 x | (feg)x) ‘ (hof)x) Ig’(X)

3
1
‘ |
3

6.71 (a)(feg)x)=4x>—6x+1,(b) (gof)lx)=2x*+6x—-1

W N -
— N B e
—_ N WA

6.72 Nueve
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6.73 Veala fig. 6-49.

T

Gréfica de f

Gréificade g

Grifica deh
(a) ® (c)

Figura 6-49



Capitulo 7

Algebra de Boole, compuertas logicas

7.1 INTRODUCCION

Tanto los conjuntos (capitulo 6) como las proposiciones (capitulo 4) tienen propiedades si-
milares, como se puede ver comparando las tablas 6-1 y 4-1. Estas propiedades se usan para
definir una estructura matematica llamada dlgebra de Boole, en honor de George Boole (1813-
1864). Este capitulo examina el dlgebra de Boole primero en abstracto, y luego en dos casos
concretos, los circuitos de interruptores y las compuertas 16gicas.

7.2 ALGEBRA DE BOOLE

Sea B un conjunto en el cual se han definido dos operaciones binarias, + y *, y una opera-
cion unitaria, denotada '; sean 0 y 1 dos elementos diferentes de B. Entonces a la sextupla

(87 +) *’ ’? 0? 1)

se le llama digebra de Boole si se cumplen los siguientes axiomas para elementos a, b, ¢ cuales-
quiera en el conjunto B:

{B;] Leyes conmutativas:

(la) a+tb=b+a (1b) axb=bx*a
[B;] Leyes distributivas:

2a) at+(bxc)=(a+b)x(a+c) 2b) ax(b+c)=(axb)+(ax*c)
[Bs] Leyes de identidad:

(Ba) a+0=a @Bb) axl=a,
[Bj Leyes de complemento:

(4a) a+a'=1 @4b) axa' =0

La anterior algebra de Boole se denota sencillamente B cuando se subentiende cuiles son las
operaciones.

Al elemento O se le llama elemento cero, al elemento 1 se le llama elemento unided, y a
a' se le llama complemento de a. A los resultados de las operaciones + y * se les llama respec-
tivamente suma y producto. Frecuentemente omitimos el simbolo *, usandose en lugar yuxta-
posicion. Entonces, (2b) y (2¢) se escriben:

(2b) a(b+c)=ab+ac (2a) a+bc=(atb)a+c)

La primera es la identidad familiar, pero la segunda no es una identidad del algebra ordinaria.
Adoptamos la convencidn usual de que, a no ser que se indique otra cosa con paréntesis,
tiene precedencia sobre *, y ¥ tiene precedencia sobre +. Por ejemplo,

a + b x ¢ significaa + (b * c)yno(a + b) *x ¢
a * b' significaa * (b')yno (a * b)’,

Por supuesto que cuando escribimos a + b x ¢ en la forma a + be, esta claro lo que se quiere
decir.

EJEMPLO 7.1
(a) Sea B el conjunto de dos elementos, {0, 1}, con operaciones + y * definidas en la fig. 7-1. Supongamos
que los complementos se definen por 1'=0y 0’ =1, B es entonces un algebra de Boole. hd

189
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+

1

(=1
*
-
—
<

(a) (b)
Figura 7-1

@ -

1
1

S =

(b) Ahora una generalizacion de (a). Sea B, el conjunto de sucesiones de n bits. Defina la suma, producto y
complementos de estas sucesiones bit por bit como en (g¢). Por ejemplo, dados los elementos
a = 1101010 b = 1011011
de B,, tenemos

a+b=1111011 a * b =1001010 a’ = 0010101

O sea, en una posicion dada, ¢ + b contiene 1 si ¢ o b contiene 1;a * b contiene 1siay b contienen 1;y
a' contiene 1 si a no contiene 1, o sea si @ contiene 0. B,, es entonces un algebra de Boole.

(c) Sea € una coleccion de conjuntos cerrados bajo uniones, intersecciones y complementos. € es entonces
un algebra de Boole, con el conjunto vacio ¢ como el elemento cero y el conjunto universal U como el ele-
mento unidad.

(d) Sea Il el conjunto de las proposiciones. II es entonces un algebra de Boole bajo las operaciones vy A, con
la negacion ~ como complemento. (Las proposiciones en Il que son logicamente equivalentes, o sea que
tienen la misma tabla de verdad, se toman como idénticas.) Como se ve de la tabla 4-1, una contradiccion
f es el cero, y una tautologia ¢ es el elemento unidad.

(e) Sean Dn={1,2,5,7, 10, 14, 35, 70}, los divisores de 70. Defina +, *y 'en D4y por

a +b=MCM (g, b) = minimo comiin miltiplodeay b
a * b = med (a, b) = maximo comin dividordea y b
70
a

a'=

Por ejemplo,
10+ 14= mem(10,14)=70  10* 14 =med(10, 14)=2 w=2.7

D+, es entonces un dlgebra de Boole, con 1 como el elemento cero y 70 como elemento unidad.

7.3 DUALIDAD

El dual de cualquier enunciado en un algebra de Boole B es el enunciado obtenido al inter-
cambiar las operaciones + y *, e intercambiar los correspondientes elementos identidad O y 1,
en el enunciado original. Por ejemplo, el dual de

(I+a)yx(b+0)=>b es ©O*a)+(b=*1)=>
Observe la simetria de los axiomas de una algebra de Boole B. Resulta que el dual de los axio-
mas de B es el mismo conjunto original de axiomas. De esta manera, tenemos

Teorema 7.1 (Principio de Dualidad): El dual de cualquier teorema en un algebra de Boole es
también un teorema.

En otras palabras, si cualquier enunciado es una consecuencia de los axiomas de un dlgebra
de Boole, entonces el dual también es una consecuencia de estos axiomas, ya que el enunciado
dual se puede probar usando el dual de cada paso en la demostracién del enunciado original.

7.4 TEOREMAS BASICOS

Usando los axiomas [B, ] a [B,], demostramos (problema 7.15) el siguiente teorema.
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Teorema 7.2: Sean g, b, ¢ elementos cualesquiera en un algebra de Boole B.

(i) Leyes de idempotencia:

(5a) ata=a (5b) arxa=a
(ii) Leyes de acotamiento:
(6a) a+1=1 (6b) a*x0=0
(iii) Leyes de absorcion:
(7a) a+(axb)=a (7b) ax(a+b)=a
(iv) Leyes asociativas:
Ba) (a+b)+c=a+(b+c) 8b) (a*b)yxc=ax*(b*c)

El teorema 7.2 y nuestros axiomas ain no reflejan todas las propiedades de los conjuntos
enumeradas en la tabla 6-1. Los dos teoremas siguientes nos dan las propiedades restantes.

Teorema 7.3: Sea a un elemento cualquiera en un algebra de Boole B.
(i) (Unicidad del complemento)
Sia+x=1ya%xx= 0,entoncesx = a’.
(ii) (Ley de involucién) (a') = a
(iii) (9a) 0=1 ©b) 1I'=0

Teorema 7.4 (Leyes de DeMorgan): (10a) (a+b) =a'*b’ (10b) (a*bY=a'+b’

Demostraremos estos teoremas en los problemas 7.16 y 7.17.

7.5 ORDEN Y ALGEBRAS DE BOOLE

Una relacion < en un conjunto S se llama un orden parcial en S si cumple las tres propie-
dades siguientes:

(1) a < aparatodoaens.
(2) Sia <b y b= a,entoncesa = b.
(3) Sia <.byb =< c,entoncesa < c.

Un conjunto S junto con un orden parcial se llama conjunto parcialmente ordenado. En tal
caso, a < b se lee “a precede a b”. También escribimos

a <b (lea ‘““a precede estrictamente a b”’)sia < b perca # b
aZbh (lea“asigue adb”)sib < a
a > b (lea “a sigue estrictamente a b’)si b < a

El término “parcial” se usa al definir un conjunto parcialmente ordenado S, porque puede
haber elementos a y b de S que no son comparables, o sea, tales que nia < b ni b <a. Si, por
otra parte, todo par de elementos de S es comparable, entonces se dice que S es totalmente
ordenado, o linealmente ordenado, y S se denomina cadena.

EJEMPLO 7.2

(@) Sea ¥ una clase cualquiera de conjuntos. La relacion de inclusion C es un orden parcial en &. Como
A C A para todo conjunto en &, si A C By B C A, entonces A =B,y si A C By B C C entonces
ACC

(b) Considere los enteros positivos N. Decimos que “a divide a b, escrito a |b, si existe un entero ¢ tal que
ac = b. Por ejempio, 214, 3112, 7121, ete. Esta relacion de divisibilidad es un orden parcial en N. Ob-
serve que 3 y 5 no son comparables ya que ninguno divide al otro.
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(¢) La relacion < también es un orden parcial en los enteros positivos N. (En efecto < es un orden parcial en
cualquier subconjunto de los nimeros reales.) A esta relacion se le llama a veces orden usual de N. Ob-
serve que N es totalmente ordenado por <, ya que para dos enterosay b,0a<bob<a.

La nocion de conjunto parcialmente ordenado se incluye en el contexto de las dlgebras de
Boole debido al siguiente teorema:

Teorema 7.5: Sea B un dlgebra de Boole. B es entonces parcialmente ordenado, siendo a < b
siysdlosia+ b=b.
EJEMPLO 7.3
(a) Sea B cualquier algebra de Boole. Entonces, para cualquier elemento g de B,
0<a=x1
yvaqueO0+a=aya+1=1

(b) Considere el algebra de Boole de conjuntos [ejemplo 7.1(c)]. Entonces el conjunto A precede al conjunto
B si A es un subconjunto de B.

(c¢) Considere el algebra de Boole del caleulo proposicional {ejemplo 7.1(d)]. Entonces, la proposicion P pre-
cede a la proposicion Q si P implica 16gicamente a Q (véase la sec. 4.10).

Un conjunto finito parcialmente ordenado S y, en particular, un algebra de Boole finita S,
se puede representar por un diagrama de la siguiente manera. Un elemento B de S se dice que
es un sucesor inmediato de un elemento a, escrito @ << b, si @ < b, pero no hay ningin ele-
mento x de S tal que a < x < b. En el diagrama S, los elementos se representan por puntos y
habra una flecha, o una linea dirigida hacia arriba, de un elemento a a un elemento b cada vez
que ¢ << b. En caso de que S sea un algebra de Boole, el elemento cero estara en la parte mas
baja del diagrama y el elemento unidad en la parte mas alta.

EJEMPLO 7.4 Sea A = {q, b, ¢} y sea P(A) la coleccion de todos los subconjuntos de A:
P(A) =[A,{a, b}, {a, c}, {b, c}. {a}, {b}, {c}, D)

#(A) es, entonces, un dlgebra de Boole de conjuntos cuyo diagrama se da en la fig. 7-2. Observe que ¢ estd

abajo en el diagrama y A esta arriba.
/ T\

{a, b} {a, c} {b,l c}
{a)><{b}><{c}
(%]

Figura 7-2

Sea B una ilgebra de Boole. Un elemento a de B se llama dtomo de B si es un sucesor
inmediato del elemento cero. Asi, en e! ejemplo 7.4; los atomos son los tres conjuntos con un
sOlo elemento {a}, {b} y {c}. Observe que P(A) contiene 2° = 8 elementos, y que todo
conjunto no vacio en %(A) es la unién de una coleccion tinica de atomos. Este resultado es
verdadero en general; o sea,
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Teorema 7.6: Sea B un algebra de Boole finita con n atomos. B tiene entonces 2" elementos,
y todo elemento no nulo de B es la suma de un conjunto Gnico de dtomos.

7.6 EXPRESIONES DE BOOLE: FORMA SUMA DE PRODUCTOS

Considere un conjunto de variables (o de letras o de simbolos), digamos x,, X;, ... , x,,.
Una expresiéon Booleana E en estas variables, algunas veces escrito E(x,, ..., x,), es una varia-
ble o una expresidon construida con estas variables que usan las operaciones Booleanas +, * y ',
Por ejemplo,

E=x+yz)y+(xyz' +x'y) y F=(xy'z'+y)y+x'z)
son expresiones de Booleen x, y y 2.

Un literal es una variable o una variable complementada, como x, x', y, y'. Un producto
fundamental es un literal o un producto de dos o mas literales en los cuales no hay dos literales
con una misma variable. Por ejemplo, xz’, xy’z, x, y’, yz’, x'yzson productos fundamentales.
Sin embargo, xyx'z y xyzy no lo son; el primero contiene x y x' y el segundo contiene a y en
dos sitios. Observe que

xyx'z = xx'yz =0yz =0
(ya que x % x' = 0, por la ley de complemento) y
Xyzy = Xyyz = xyz

(ya que y * ¥y = y, por la ley de idempotencia). En otras palabras, todo producto de Boole se
puede reducir a 0 o a un producto fundamental.

Un producto fundamental, P;, se dice que estd incluido o contenido en otro producto fun-
damental, P,, si los literales de P, son también literales de P,. Por ejemplo, x'z esta incluido
en x'yz, ya que x' y z son literales de x'yz. Sin embargo, x'z no esta contenido en xy‘z, ya que
x' no es un literal de xy’z. En caso de que P, esté incluido en P,, entonces por la ley de absor-
cion

P+ P,=P,
Por ejemplo, x'z + x'yz = x'z.

Una expresion de Boole E se dice que estd en forma de suma de productos o en forma min-
term si E es un producto fundamental, o es la suma de dos o mds productos fundamentales,
ninguno de los cuales esta incluido en otro. Por ejemplo, considere las expresiones

Ey=xz'+y'z+xyz’ y E,=xz'+x'yz' + xy'z
y y y y

Aunque la primera expresion, E;, es una suma de productos, no estd en la forma de suma de
productos, ya que xz' estd contenida en xyz'. Sin embargo, por la ley de absorcién, E, se pue-
de expresar como

Ei=xz'+yz+xyz' =xz'+txyz’+yz=xz"+y'z

que esta en forma de suma de productos. La segunda expresion E,, ya esta en forma de suma
de productos.

Toda expresion de Boole no nula E se puede poner en forma de suma de productos con el
siguiente procedimiento:

(1) Usando las leyes de DeMorgan y la involucién, podemos mover la operaciéon de comple-
mento dentro de cualquier paréntesis hasta que finalmente se aplique solamente a varia-
bles. E consistird entonces solamente en sumas y productos de literales. -

(2) Usando la ley distributiva, podemos transformar E en una suma de productos.
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(3) Usando las leyes conmutativa, de idempotencia y de complemento, podemos transformar
cada producto en E en 0 o en un producto fundamental. Finalmente, usando la ley de
absorcion, podemos poner E en forma de suma de productos.

EJEMPLO 7.5 Considere la expresion Booleana E = ((abYcY((a’+ c}(b'+ ¢’)Y. Aplicando el anterior algoritmo,

(0] E = ((ab)'+ cY(a'+ c)y + (b'+ c'Y) = (ab + ¢’} ac’ + bc)
2) E = abac’ + abbc + ac'c’ + bec’
3) E = abc’ + abc + ac’' + 0 = ac’ + abc

Una expresion de Boole (no nula) E(x,, x,, ..., X,) se dice que esta en forma completa de
suma de productos si E esta en forma de suma de productos, y en cada producto se usan todas
las variables (obsérvese que maximo hay 2" tales productos). Cualquier expresion de Boole E
gue sea una suma de productos se puede escribir en forma completa de suma de productos. En
efecto, si un producto fundamental P de E no usa x;, entonces podemos multiplicar P por x; +
x;; éste se puede hacer ya que x; + x; = 1. Continuamos hasta que todos los productos usen
todas las variables. Otra consideracion demuestra que la forma completa de suma de productos
es Unica. En resumen:

Teorema 7.7: Toda expresion Booleana no nula E(x,, x,, ..., x,) se puede poner en forma
completa de suma de productos, y tal representacién es Gnica.

7.7 COMPUERTAS LOGICAS

En esta seccidén estudiamos cierto tipo de circuitos llamados circuitos logicos. Estos circui-
tos pueden visualizarse como maquinas que contienen uno o mas dispositivos de entrada y
exactamente un dispositivo de salida. En cada instante cada dispositivo de entrada tiene exac-
tamente un bit de informacién, o sea, un 0 o un 1, estos datos son procesados por el circuito
para dar un bit de salida, o sea, un 0 0 un 1 en el dispositivo de salida. Asi, a los dispositivos
de entrada se les pueden asignar sucesiones de bits (todas las sucesiones con el mismo nitmero
de bits) que son procesados por el circuito bit por bit para producir una sucesion con el mismo
numero de bits.

Podemos interpretar un bit como un voltaje a través de un dispositivo de entrada/salida;
alin mas, una sucesion de bits, digamos 1000110, se representa frecuentemente como sigue:

Tiowo[Tlo

Podemos suponer que el circuito siempre procesa la sucesion de izquierda a derecha o de dere-
cha a izquierda. A no ser que se diga otra cosa, adoptaremos la primera convencion.

Los circuitos 1ogicos se construyen a partir de ciertos circuitos elementales llamados com-
puertas l6gicas, tres de las cuales estudiaremos ahora. En la sec. 7.8 examinaremos los circuitos
16gicos en general.

Compuerta OR

La figura 7-3(a) muestra una compuerta OR con entradas Ay By salida Y. Denotamos la
salida de una compuerta OR en la forma
Y=A+B

en donde “la adicién” estd definida en la fig. 7-1(a). Esdecir, Y=1siA=10B=1,yY =0
sOlo si tanto A = 0 como B = 0. Por ejemplo, supongamos que a 4 y a B se les asignan las si-
guientes sucesiones de bits:

A = 11000110
B = 10010101
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Entonces la compuerta OR producira la sucesién
A+ B = 11010111

(Este resultado se puede obtener leyendo A y B de derecha a izquierda o de izquierda a dere-
cha.)

Comunmente queremos saber la salida de un circuito 16gico para todas las combinaciones dife-
rentes posibles de bits de entrada. Para dos entradas, A y B, las sucesiones especiales que dan
estas diferentes combinaciones contienen cuatro bits, como sigue:

A =0011 o A = 0011
B = 0101 B = 1001

(En general, sucesiones especiales para n entradas contendran 2" bits.) El valor de la salida pa-
ra estas sucesiones especiales se llama tabla de verdad para el circuito. La fig. 7-3(b) es la tabla
de verdad para la compuerta OR de la fig. 7-3(a); las sucesiones en esta tabla de verdad se escri-
ben vertical y no horizontalmente. Cuando el nimero de entradas es grande, por lo comun

escribimos tales sucesiones horizontalmente, como antes.
’ Z:l
B
Interruptores
1|+

) Pila Lampara
(¢) Circuito en paralelo

(a) Compuerta OR

Figura 7-3

La figura 7.3(¢) ilustra, parala compuerta OR de la figura 7-3(a), la estrecha relacion entre los
circuitos 10gicos y los circuitos eléctricos de interruptores. Un circuito eléctrico de interrup-
tores normalmente contiene alguna fuente de energia (por ejemplo, una pila), un dispositivo
de salida (por ejemplo, una lampara), y uno o mas interruptores —todos ellos conectados por
alambres. Un interruptor es un dispositivo de dos estados que esta cerrado (encendido) o
abierto (apagado), y la corriente puede pasar a través del interruptor solamente cuando el inte-
rruptor estd cerrado. En la fig. 7-3(¢) dos interruptores, A y B, estdn conectados en paralelo.
Observe que la lampara encendera, si el interruptor A estd cerrado o si el interruptor B esta ce-
rrado, o si ambos interruptores estan cerrados. Pero ésta es precisamente la propiedad descrita
en la tabla de verdad para la compuerta OR, en donde 1 denota que el interruptor (4, B) o la
lampara (A + B) esta encendido y un 0 denota que esta apagado.

A »——‘{0—
B
C D Y=A+B+C+D —'—'{°—“*
b l—ep 0—
(@) —i- @ -
®)

Figura 7-4
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Las compuertas OR pueden tener mas de dos entradas. La figura 7-4(a) muestra una com-
puerta OR con: cuatro entradas, A, B, C, y D, y salida

Y=A+B+C+D

La salida es O si y s6lo si todas las entradas son 0. Asi que las cuatro sucesiones de entrada

A = 10000101

B = 10100001

C = 00100100

D =10010101
dan

Y = 10110101

como la sucesion de salida. El circuito analogo de interruptores aparece en la fig. 7-4(b); clara-
mente, la ldmpara estard encendida si y s6lo si uno (o mas) de los cuatro interruptores estdn
encendidos.

Compuerta AND

La figura 7-5(a) representa una compuerta AND, con entradas A y B y salida Y. Designa-
mos la salida de una compuerta AND como el producto de las entradas,

Y=A'B

o, sencillamente Y = AB. El valor de Y estd determinado por la tabla de “multiplicacion” de
la fig. 7-1(b). Es decir, Y = 1 cuando tanto A = 1 como B = 1; de otro modo, Y = 0. Por
ejemplo, suponga que a A y a B se les asignan las siguientes sucesiones de bits:

A = 11000110
B = 01101101

La compuerta AND producira la sucesion
A - B =01000100

La tabla de verdad para esta compuerta AND aparece en la fig. 7-5(b), en donde de nuevo se
escriben las sucesiones verticalmente.

A B A+'B
A — o 1 *“a® 4
AND Y =AB t 0 0
B b— 0 | 0
ol ol o -
(a) Compuerta AND () (c) Circuito en serie
Figura 7-5

La figura 7-5(c) esun circuito de interruptores que muestra dos interruptores, A y B, conec-
tados en serie. Observe que la lampara encendera solamente cuando estan cerrados tanto A
como B. Esta es exactamente la propiedad descrita por la tabla de verdad para la compuerta
AND, si una vez mas denotamos por 1 que el elemento del circuito estd encendido y por 0 si
estd apagado.

Una compuerta AND también puede tener mas de dos entradas. La figura 7-7(a) muestra
una compuerta AND con cuatro entradas, A, B, C, y D, y la salida

Y=A-B-C-D o Y = ABCD
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La salida es 1 si y s6lo si todas las entradas son 1. Asi, las cuatro sucesiones de entrada

A = 11100111

B =01111011

C = 01110011

D =11101110
dan

Y = 01100010

como la sucesiéon de salida. El circuito andlogo de interruptores aparece en la fig. 7-6(b); clara-
mente, la ldmpara se encendera cuando todos los interruptores estan prendidos.

|_.= A B c D °—_‘
g END— Y=AB-CD @
D I —f-

@ ®)
Figura 7-6

Compuerta NOT
La figura 7-7(a) muestra una compuerta NOT, también llamada inventor, con entrada A y

salida Y. La compuerta NOT puede tener solamente una entrada, y su salida se representa colo-
cando una barra sobre la entrada.

Y=A

El valor de la salida Y es el opuesto (complemento a unos) del valor de la entrada A; o sea
Y=1lcuandoA = 0,y Y= 0 cuando A = 1. Asi que si a A se le asigna la sucesion de bits

A = 11000110
la compuerta NOT producira la sucesion

A = 00111001

La tabla de verdad para la compuerta NOT aparece en la fig. 7-7(b).

Los circuitos de interruptores también contienen el analogo de la compuerta NOT. Especi-
ficamente, junto con cualquier interruptor A podemos incluir un interruptor A que esta abier-
to cuando A esta cerrado, y estad cerrado cuando A estd abierto. Este interruptor A, represen-
tado en lafig. 7-7(c), se llama complemento del interruptor A. (También podrlamos representar
a A, como una limpara en paralelo con el interruptor A4, estando la combinacién en serie con
una pila. Con el interruptor cerrado, la lampara quedaria en corto circuito (apagada); con el
interruptor abierto, la ldmpara estaria encendida.)

Al A
A —{Nor Y=-4 L1 o —o——
0 1
(a)Compuerta NOT (b) (c) Interruptor de complemento
Figura 7-7

7.8 CIRCUITOS LOGICOS

Las tablas de verdad para las compuertas OR, AND y NOT, figuras 7-3(d), 7-5(b), y 7- 7(b),
son respectivamente idénticas a las correspondlenbes a las proposiciones p v q (disyuncién, “p
0q”),p A q (conjuncién, “p y ¢”’), y ~p (negacidn, “no p”), las cuales aparecen en la secs. 4.3,
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4.2, y 4.4. La unica diferencia es que aqui se usan el 1y el 0 en vez de Vy F. Asi que los cir-
cuitos 16gicos, de los cuales estas compuertas son los circuitos elementos, satisfacen las mismas
leyes de las proposiciones, y asi forman un algebra de Boole. Escribimos este resultado formal-
mente,

Teorema 7.8: Los circuitos 16gicos forman un dlgebra de Boole.

Los circuitos 16gicos vienen en varios patrones. Trataremos especialmente un patréon que
corresponde a una expresion de Boole de suma de productos. Especificamente, un circuito
AND-OR tiene varias entradas, con algunas de las entradas o sus complementos alimentando
cada compuerta AND, Las salidas de todas las compuertas AND alimentan una sola compuerta
OR, la cual da la salida para el circuito. (En los casos limites, puede haber una sola compuerta
AND y ninguna compuerta OR, o una sola compuerta OR y ninguna compuerta AND.) La fig.
7-8(a) es un tipico circuito AND-OR, con tres entradas, A, B, y C. (Frecuentemente, para eco-
nomizar espacio, omitimos la palabra del interior del simbolo de la compuerta.)

Dado cualquier circuito logico L, queremos averiguar el efecto de L en cualquier entrada
arbitraria; usualmente esto se especifica por medio de una tabla de verdad. La tabla de verdad
de L se obtiene escribiendo primero L como una expresion de Boole L(A4, B, C, ...), con entra-
das A, B, C, ...,y calculando entonces la tabla de verdad paso por paso, como hicimos para
las tablas de verdad de las proposiciones. Se obtiene la expresion de Boole en si del circuito
siguiendo las entradas a través de todas las compuertas, rotulando cuando sea necesario cada
compuerta con sus entradas y su salida. En un circuito AND-OR, solamente tenemos que
rotular cada compuerta AND con sus entradas y su salida, y luego rotular la salida de la com-
puerta OR, la cual es la salida del circuito, con la suraa de las salidas de las compuertas AND,

A

c ANID

" Y

ID 4B E Y=AB-C+ABC+AB

@
A
A
B Bl unp \_ABC
c
c J
A
' Bl an
c
A

-]

(d)
Figura 7-8

EJEMPLO 7.6 Considere el circuito 10gico de la fig. 7-8(z). Rotulamos la primera compuerta AND con las en-
tradas A, B, y C, y la salida A « B * C; la segunda compuerta AND con las entradas 4, B, y C, y la salida



CAP. 7] ALGEBRA DE BOOLE, COMPUERTAS LOGICAS 179

A + B+ C;y la tercera compuerta AND con las entradas A y B, y la salida A * B. Véase la fig. 7-8(b). Entonces
la salida de 1a compuerta OR, que es la salida del circuito, es la expresion de Boole.
Y=A-B-C+A-B-C+A-B

Observe que ésta es una suma de productos.
Ahora se puede encontrar la tabla de verdad del circuito substituyendo en la expresion de Boole las tres
sucesiones especiales

A = 00001111
B = 00110011
C = 01010101

Un bit dadoen A ¢ B » Cserd 1siy solosi A, B, y C tienen un 1 en esta posiciéon. De donde,

A - B+ C= 00000001

Analogamente, A - B+ C = 00000100
A - B = 00110000
Asi que, Y = 00110101

es la salida. La tabla de verdad consta de las sucesiones de entrada junto con la sucesion de salida:

00001111

00110011

01010101

<~ |0 | >

00110101

Como los circuitos logicos forman una algebra de Boole, se puede usar los teoremas del
algebra de Boole para simplificar los circuitos. Por ejemplo, la salida Y de la fig. 7-8 puede ser
simplificada de la siguiente manera:

Y=A-B-C+A-B-C+A-B=ACB+B)+AB=AC-1+ AB=AC+AB

Asi el circuito légico de la fig. 7-8 puede ser reemplazado por el circuito logico mas sencillo
que se muestra en la fig. 7-9, cuya salidaes Y= A - C + A - B. Resaltamos que los dos circui-
tos son equivalentes, es decir, tienen la misma tabla de verdad. El problema de circuitos mas
sencillos y como obtenerlos sera el tema principal del capitulo 8.

)
)
— ) e

Figura 7-9

Aunque primero se introdujeron las tablas de verdad en conexidn con las proposiciones, y
luego en conexidén con los circuitos légicos, realmente son una propiedad de las expresiones de
Boole en general. En efecto, la tabla de verdad (Ginica) de una expresién de Boole equivale a la
Gnica forma completa de suma de productos dada por el teorema 7.7. Esta correspondencia
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surge del hecho (véase el problema 7.11) que se asigna cualquier combinacién de 1s y Os a las
variables, uno y sélo uno de los productos fundamentales que involucran todas las variables
toma el valor 1; todos los demas toman el valor 0. Por lo tanto, de la tabla de verdad se puede
obtener, por inspeccion, la forma completa de suma de productos, y reciprocamente.

EJEMPLO 7.7 La forma completa de suma de productos para la expresion Booleana del Ejemplo 7.6 es
Y=A-B-C+A-B-C+A-B-(C+0{)
=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C
Cuando 4 = 1, B =1, C = 1, el primer producto fundamental, A *+ B + C,y juntorcon él Y, es igual a 1; to-
dos los demas productos fundamentales completos son iguales a 0. Analogamente, Y =1 cuandoA =1 B=1

0B=0,C=1;cuandoA=0,B=1,C=1;y cuando A = 0,B =1, C = 0. Para todas las demas combinacio-
nes de 1sy de Os, Y = 0. Asi tenemos la tabla de verdad

<lajw |>»
s

11110000

la cual, excepto por el orden de las columnas, coincide con la tabla de verdad encontrada en el ejemplo 7.6.
Reciprocamente, comenzando con la tabla de verdad, uno va leyendo los productos fundamentales corres-
pondientes a los 1s en la fila Y y de alli obtiene la forma completa de suma de productos de Y.

Problemas resueltos

ALGEBRA DE BOOLE

7.1  Considere el dlgebra de Boole D,, definida en el ejemplo 7.1(e).
(a) Encuentre el valorde: (1) A=35x(2+7), Q) B=(35%10)+ 14, (3) C= 2+ 7) * (14 « 10Y.
(b) (Coémo estan ordenados los elementos D, ? Dibuje el diagrama de D, .
(¢) Encuentre los dtomos de Dy,.

(a) Calcule cada expresion paso por paso, utilizando las definiciones dea + b,a * b y d'.

(1) 7=10,2+10=10; asi que, A=35*10=35.
(2) 35%10=5,14'=5; asique,B=5+5=5.
(3) 2+7=14,14%10=2, 2'=35; asi que, C=14%35=7,

(b) Observe que a + b = mem(e, b) = b siy solo si b es un miiltiplo de ¢. Asique 2 <14,pero2y 5
no son comparables. La fig. 7-10 es el diagrama de D,

(¢) Los dtomos de D4, son los sucesores inmediatos de 1; éstos son 2, 5y 7 (los primos en D).

I

I
ISt
\ |1/ Figura 7-10
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7.2

7.3

7.4

1.5

Escriba el dual de cada ecuacién de Boole:
(a) Para obtener la ecuacion dual, intercambie + y *, e intercambie O y 1. Asi que
(a+0)+(1+a)=1

(b) Primero escriba la ecuacién usando *: a + (a' * b) =g + b. Luego el dual es: a * (' + b) =a * b,
1o cual se puede escribir como

a(a’+b)=ab
Ponga las siguientes expresiones de Boole E(x, v, z) en forma de suma de productos, y
luego en forma completa de suma de productos: (a) E; = x(y'z), (b) E;= z(x'+y)+y'.

Use el algoritmo dado en la sec. 7.6.
(¢) Primero tenemos

Ei=x(y'z) =x(y+z')=xy+x2'
y E; estda en forma de suma de productos. Luego tenemos

Ei=xy+xz'=xy(z+2z)+x(y+y)z' =xyz +xyz'+ xyz' + xy'z'
=xyz +xyz'+xy'z’

1o que esti en forma completa de suma de productos.
(b) Primero tenemos

Ex=z(x'+y)+y' =x'z+yz+y’
Luego,

Ex=x'z+yzty' =xz(p+y)+tyz(x + x)+y'(x +xNz + 1)
= xlyz+xlylz +xyZ +x’y2 +xy/z +xylzl+xlylz +xlylzl
=xyz+xy'z+xy'zZ’+x'yz+x'y'z+x'y'z

Exprese E(x,y, z)=(x'+y) + x'y en forma completa de suma de productos.

Tenemos E = (x'+ y) + x'y = xy’+ x’y,10 que seria la forma completa de suma de productos de E
si E fuera una expresion de Boole en x e y. Sin embargo, esta especificado que E es una expresion de
Boole en las tres variables x, ¥, y 2. Asi que,

E=xy'+x'y=xy'z+2)+x'y(z+2)=xy'z+xy'z' + xX'yz + x'yz’

es la forma completa de suma de productos para E.

Sea E = xy'+ xyz'+ x'yz’. Demuestre que (a) xz’+ E=E, (b)) x+E#E, (c) 2+ E#E.

Como la forma completa de suma de productos es unica (teorema 7.7), A + E = E, en donde
A # 0, si y solo si los sumandos de la forma completa de suma de productos para A estan entre los su-
mandos de la forma completa de la suma de productos para E. Asi, primero encuentre la forma com-
pleta de suma de productos para E:

E=xy'(z+z)+xyz' +x'yz' = xy'z+xy'z' + xyz' + x'yz’
(@) Exprese xz' en forma completa de suma de productos:
xz'=xz'(y+y’)=xyz'+xy'z2’
como los sumandos de xz’ estin entre los de E, tenemos xz’' + E =E,

(b) Exprese x en forma completa de suma de productos:

x=x(y+yWz+2)=xyz +xyz’' +xy'z +xy'z’
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el sumando xyz de x no es un sumando de E; asi que x + E # E.
(c) Exprese 2’ en forma completa de suma de productos:

Tyt ot

Z’=z2(x+x' Ny +y)=xyz’+xy'z'+x'yz' + x'y'z

El sumando x'y'2’' de 2’ no es un sumando de E; asi que 2’ + E=E.

7.6  Considere el diagrama de Venn de los conjuntos A, B, y C dados en la fig. 7-11. Observe
que el conjunto universal U (el rectingulo) estd particionado en 23 = 8 conjuntos, los
cuales estan rotulados (1) a (8). (a) Exprese cada uno de los conjuntos en términos de
A, B, y C. (b) En el dlgebra de Boole P(U), sea E (A, B, C) cualquier expresion de Boole
que use las letras A, By C. Dé una interpretacion geométrica de la forma completa de
suma de productos de E.

(a) Usando la notacion de Boole AB en lugar de A N By A’ en lugar de A°, cada uno de los ocho con-
juntos es un producto fundamental que usa A, B, y C:

(I)= AB'C' 3)=A'BC’ (5)= ABC (7)y=A'B'C
(2)= ABC’ (4)= AB'C (6)= A'BC 8)=A'B'C

(b) La expresion de Boole E se representa por la union de una o mas de las areas (1) a (8) en la fig.
7.11. Launién (suma) es Unica, y da la forma completa de suma de productos de E.

8

CIRCUITOS LOGICOS
7.7 Considere las siguientes tres parejas de sucesiones de bits:

(i) 110001 (ii) 10001111 (i) 101100111000
101101 00111100 000111001101

Como se procesaria cada par de sucesiones por (¢) una compuerta OR? () una com-
puerta AND?

(@) Recuerde que ocurre un 0 como una salida de una compuerta OR sdlo si ambas entradas son 0. En
(i), esto ocurre solamente en la posicion 5; en (ii), solamente en la posicion 2; en (iii), solamente en
las posiciones 2y 11. Asi que las salidas son

@@ 111101 (i) 10111111 (iii) 101111111101
(b) Recuerde que ocurre un 1 como una salida de una compuerta AND solamente cuando ambas entra-

das son 1. En (i), esto ocurre solamente en las posiciones primera y altima; en (ii), solamente en
las posiciones 5 y 6; en (iii), solamente en las posiciones 4 y 9. Asi que las salidas son

(i) 100001 (ii) 00001100 (iti) 000100001000
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7.8 ;COomo procesaria una compuerta NOT cada sucesion?

(1) 110001 (ii)) 10001111 (1iii) 101100111000
Una compuerta NOT cambiaQaly 1a0. Asique las salidas son
(i) 001110 (i) 01110000 (iii) 010011000111

7.9 Dado

A = 1100110110
B = 1110000111
C = 1010010110

Encuentre (@) A+B+C,(b)A-B-C, (c) C(A+B), (d) AB+C).

(@) Un O ocurre en una suma representando una compuerta OR, solamente en donde todas las entradas
son 0s. Observe que hay tres Os solamente en las posiciones 4 y 7. Asi que

A+ B+ C=1110110111

(b) Un 1 ocurre en un producto, representando una compuerta AND, solamente cuando todas las en-
tradas son 1s. Esto sucede solamente en las posiciones 1, 8y 9. Asi que

A - B - C = 1000000110
(¢) Calcule paso por paso:

A = 0011001001
A+ B = 1111001111
C(A + B) = 1010000110

(d) Calcule paso por paso:

B+ C = 1110010111
B + C = 0001101000
A(B + C) = 0000100000

7.10 Dadas cinco entradas A, B, C, D y E, encuentre las sucesiones especiales que dan todas
las diferentes combinaciones posibles de bits de entrada.

Cada sucesion tendra 25 = 32 bits. Un esquema de asignacién es el siguiente:

(i) Supongamos que a A se le asignan 2* = 16 bits que sean 0s, seguidos por 2* = 16 bits que sean 1s.

(ii) Supongamos que a B se le asignan 23 = 8 bits que sean Os, seguidos por 2° = 8 bits que sean 1s; y
luego repita una vez.

(iii) Supongamos que a C se le asignan 22 = 4 bits que sean Os, seguidos por 2> = 4 que sean 1s; y lue-
go repita tres veces.

(iv) Supongamos que a D se le asignan 2! = 2 bits que sean Os, seguidos por 2! = 2 bits que sean 1s;
fuego repita siete veces.

(v) Supongamos que a E se le asigna 2° = 1 bit que sea 0, seguido por 2° = 1 bit que sea 1; y luego
repita quince veces.

Las sucesiones especiales que resultan son

A = 00000000000000001112111111111111
B = 00000000111111110000000011111111
C = 00001111000011110000111100001111
D =00110011001100110011001100110011
E = 01010101010101010101010101010101

(Observando que las columnas del arreglo de arriba son, de izquierda a derecha, los primeros 32 enteros
binarios en orden ascendente, tenemos otro esquema de asignaciones tal vez mds simple.)
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7.11 Dadas tres entradas A, B, y C, encuentre las tablas de verdad de los primeros ocho pro-
ductos fundamentales:

A-B-C A-B-C

A-B-C
A-B-C A-B.-C

b Y
-]
(@]

Observe primero que las sucesiones especiales para A, B, v C contienen cada uno 2° = 8 bits.

Tenemos:
A=00001111
B=00140011
C=01010101
Luego
A=11110000
B=110 100
C=10101010
y
ABC=000060001
A-B-C=00000010
A-B:C=00000100
AB-C=00001000
AB-C=00010000
A-B-C=00100000
AB-C=01000000
A-B-C=10000000

Se ve que para cada combinacion de entrada, exactamente uno de los ocho productos fundamentales
asume el valor de 1. Asi que, para A = 0,B=1,C =1 (osead =B = C = 1), solamente ¢l producto
A * B Cesigualal Ademss, un producto dado toma el valor 1 para solamente una combinacion de
entradas; es decir, su tabla de verdad tiene 1 en exactamente una posicion y Os en las demas.

7.12 Encuentre una expresion de Boole y la tabla de verdad para el circuito logico de la fig.
7.12(a).

A

. — > ANQ—'
LD | AND
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A A
5 Bl unp )_ABC
c N C
vV 5
| anp }—2€ ‘ orR ) Y
3 N
A
-

2’s . @_1_
(b)

Figura 7-12

Observe primero que el circuito tiene un patron AND-OR. Rotule las entradas y la salida de cada
compuerta AND como en la fig. 7-12(b). Luego la salida Y del circuito es la suma de las salidas de las
compuertas AND.

Y = ABC+BC + AB

Método 1.

Como hay tres entradas, la tabla de verdad del circuito constara de sucesiones de 8 bits. Calcula-
mos de la siguiente manera:

A = 00001111
B = 00110011
C = 01010101

A = 11110000
C = 10101010
ABC = 00000010
BC = 00100010
AB = 00110000

Y = 00110010

Es decir, la tabla de verdad del circuito es

00001111

00110011

01010101

~[altwi»

00110010

Método 2.
La forma completa de suma de productos para Y es

Y = ABC + BC(A + A)+ AB(C+ C) -
= ABC+ ABC + ABC
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de 1a cual, por inspeccidn, la tabla de verdad es

A 100 --+---
B T11cevrer-
C 001 --v---
Y 11100000

7.13 Definimos dos compuertas nuevas. Una compuerta NAND es equivalente a una com-
puerta AND seguida por una compuerta NOT, y una compuerta NOR es equivalente a
una compuerta OR seguida por una compuerta NOT. (Véase la fig. 7-13.) Dadas dos
entradas, A, B, encuentre la tabla de verdad para (e) la compuerta NAND, (b) la com-
puerta NOR.

(o) Lasalida de la compuerta NAND es Y = A » B. Calcule la tabla de verdad de la siguiente manera:

A—I7 A—]
NAND Y AND Y

(a)

A A )
O—o2F Y
B B

b)
Figura 7-13
A =0011
B = 0101
A - B =0001
Y =1110

(b) Lasalida de la compuerta NOR es ¥ = A + B. Calcule su tabla de verdad como sigue:

A =0011
B =0101
A+ B=0111
Y = 1000

7.14 Determine una expresion de Boole para cada circuito de interruptores en la fig. 7-14.

Recuerde que usamos una suma para un circuito en paralelo y un producto para un circuito en se-
rie. Asi:

(@yA-(B+A)-C (b)A-(C+B)+ B-C
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c
B % ¢ }

—"% ¢ c B
F; g o—ego—
—i|i|- @ —iif @—

(a@) (b)
Figura 7-14

DEMOSTRACION DE TEOREMAS

7.15 Demuestre el teorema 7.2:

(i} Leyes de idempotencia:

Saya+a=a (Sb)arxa=a
(ii) Leyes de acotamiento:
ba)a+1=1 6b)a*x0=0
(iii) Leyes de absorcion:
(Ta)a+(a*b)=a (7b)ax(a+b)=a

(iv) Leyes asociativas:
Ba)(@a+b)+c=a+(b+c) @Bb)(axb)y*xc=ax(bx*c)

(5b) a=ax*xl=ax(a+a’)=(axa)t(a@a*a)=(a*xa)+0=ax*a

(5a) Se obtiene a partir de (5b) y de la dualidad.

©b) a*x0=(a+*0N+0=(@*0)+(@a*xa)Y=axN+a)Y=ax@+0)=a*a' =0
(6a) Se obtiene a partir de (6b) y de la dualidad.

(7b) ax(@a+b)=(a+0*x(a+b)=a+@0*b)=a+(b*0)=a+0=a, en donde se usé laley de acota-
miento en el peniltimo paso.

(7a) Se obtiene a partir de (7b) y de la dualidad.

(8b) Sea L=(axb)*c y R =ax*(bxc).Tenemos que demostrar que L = R, Primero demostra-
mos que ¢ + L = a + R. Usando las leyes de absorcion en los ultimos dos pasos,

a+lL=a+{a*b)sc)=(a+(@*b)*(a+c)=ax(a+tc)=a

También, usando la ley de absorcion en el ltimo paso y laley de idempotencia en el penultimo
pas()?

a+t+R=a+(@x(b*c))=(a+a)x(a+b*c))=a*x(at(b*c))=a

Asi,a + L =a+ R. Luego demostramos que a’ + L = ¢’ + R. Tenemos que

a'+L=a'+{a*b)*c)
=(a'+(axb)*(a+oc)
=(a'+a)x(a'+b)*(a’+c)
=(1*(a'+b))x(a'+c)
= (@' +b)*(a'+c) -
=a'+(b*c)
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También,
a'+t+R=a+(ax*(b=*c))
=(@'+a)+(a' +(b+*c))
=1*(a +(bx*c))
=a'+(b*c)
De donde,a’ + L = a' + R. En consecuencia,

L=L+0=L+(a*ay=(L+a)x(L+a)=s(a+Ly*x(@+L)=(a@a+R)*(a’"+R)=R
(8a) Se obtiene a partir de (8b) y de la dualidad.

Demuestre el teorema 7.3:
(i) (Unicidad del complemento) Sig +x =1y a *x = 0, entonces x = a’.
(ii) (Ley de involucion) (@) =a.
Git) (Qa) 0 = 9b)1'=0
(i) Tenemos que:
a=a'+t0=a'+(@x*xx)=(@ +a)*(@+x)
=]lx(@a'+x)=a+x
También,
x=x+0=x+(a*ay=(x+a)y*x(x+a’)y=1*+(x+a)Y=x+a’
Asi que
=x+a'=ad+x=a'

(ii) Por definicion de complemento, a + a’ =1y e *a’ = 0. Por conmutatividad, e’ +e=1ya' *a=

0. Por unicidad del complemento, a es el complemento de a’, 0 sea, a = (a’)".
(iii) Por la ley de acotamiento (6a), 0 + 1 = 1, y por el axioma de identidad (3b). 0% 1=0. Porla

unicidad del complemento, 1 es el complemento de 0, es decir, 1 = (. Por la dualidad, 0 = 1",
Demuestre el teorema 7.4 (Leyes de DeMorgan):
(10a) (a+ b)Y =a’'* b’ (10b) (ax by =a'+ b’
(10a) Tenemos que mostrar que (@ + b) + (@' *b') =1y (@ + b) * (@’ *b') = 0;luego por la unici-
dad del complemento, a’ * b’ = (a + b,)’. Tenemos:

(@+b)+(@*b)=b+a+(a*b)=b+(a+a’)*(a+b)
=b+ 1x@+b)=b+ta+b=b+b+ta=1+a=1
También,
(a+b)ys(a'*xbY=({a+b)xa')*b'
=(a*xa)+(b*xa))*b'=@O0+(b*a))*b’
=(h*a)y*xb'=(bxb)*xa'=0%xa =0

Asia' *b'=(a + ).

(10b) El principio de la dualidad (teorema 7.1).
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Problemas suplementarios

ALGEBRA DE BOOLE

7.18 Considere Do = {1, 2, 5,10, 11, 22, 55, 110}, el algebra de Boole de los divisores de 110. Las operaciones
son las definidas en el ejemplo 7.1(e).

(a) Evalie

X, =2+11 X3=22+(5+10) Xs=(55%10y +2
X2=5%10 + 2 Xs=5 %55 Xe=(2+11')%22

(b) Dibuje el diagrama de D, ;o-
(¢) Encuentre los dtomos de D y,.
7.19 Para el algebra de Boole del ejemplo 7.1(a), evalie
X=1%0+1) Y=(1+1)*@+0) Z=('+0y+(1*0Y

7.20  Un elemento M de una algebra de Boole B se llama maxterm si el elemento unidad 1 es su tnico sucesor
estricto.

(a) Encuentre los maxterms del algebra de Boole en el problema 7.1,
(b) Encuentre los maxterms del algebra de Boole en el problema 7.18.
(¢) Demuestre que los complementos de los atomos son maxterms. (Sugerencia: x =y siy sblosix’=
¥'.)
7.21 Escriba el dual de cada ecuacion de Boole:
(a) a(a'+b)=ab (b) (@a+1)}a+0)=a (c) (@a+b)b+c)=ac+h
7.22 Escriba cada expresion de Boole E(x, ¥, z) como suma de productos, y luego la forma completa de su-
ma de productos:

(a) x(xy'+x'y+y'z) () (x+yz)y+2z) (e} (X"+yy+y'z
(b) ('yY(x'+xyz") d) (x+yylxyy N y&x+yzy

7.23  Escriba el siguiente conjunto de expresiones que usan A, By C como uniones de intersecciones:
(@) (AUB)Y N(C°UB) (b) (BNCY NA°UC)

COMPUERTAS LOGICAS
7.24 Determine la salida de cada compuerta en la fig. 7-15.
1101100101 100b110010 ——
X AND Y 1110001010 V4
0100110111 1100010100 ——
() ®) ()
Figura 7-15

7.25 Si A=1100110111, B = 0001110110, C = 1010110011, evaltie

(a) A+B ) A (e) A-C. @ A+B-C
) A+C d C (fy B-C (h) B(A+C)

7.26 Dadas cuatro entradas A, B, C y D, encuentre sucesiones especiales que den todas las posibles combina-
ciones diferentes de entradas.
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7.27 Considere el circuito 16gico en la fig. 7-16. (a) Dé la salida Y como una expresion de Boole con entra-
das A, By C. (b) Encuentre la tabla de verdad del circuito.

7.28 Considere el circuito logico de la fig. 7-17. (¢) Dé la salida Y como una expresion de Boole con entra-
das A, By C. (b) Encuentre la tabla de verdad del circuito.

A— A
AND AND
B ——D—
s> ) o D> > ) o>~
AND AND
C — C
Figura 7-16 Figura 7-17

7.29  Considere el circuito logico de la fig. 7-18. (a) Dé la salida Y como una expresion de Boole con entra-
das A, B, y C. (b) Encuentre la tabla de verdad del circuito.

7.30 El circuito 10gico de la fig. 7-19 contiene una compuerta NAND y una compuerta NOR (problema
7.13), entre otras. (a) Escriba la salida Y como una expresion de Boole con entradas 4, B, y C. (b)
Encuentre la tabla de verdad del circuito.

7.31 Dibuje el circuito l10gico que corresponde a cada expresion de Boole:

(a) E,=AB+ ABC (b) E;=A+BC+B (c) Es=AB+A+C
7.32 Encuentre la expresion de Boole que corresponde a cada circuito de interruptores de la fig. 7-20.
A A |
AND NAND
B B '
y AND OR Y
C — C
NealDa )
Figura 7-18 Figura 7-19
B
— ¢
—p ¢

@] L, @

(@ &)
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B
—
o — A
B C
A
D —e ], ©
il | l ib— | |
W ML
(c) (d)
Figura 7.20

Respuestas a los problemas suplementarios

718 (@) Xi=10, X2=10, X5=2, Xs=11, X5=22, Xe=2
(b) Veala fig. 7-21.
() 2,511

Figura 7-21

719 X=0Y=12Z2=1
7.20 (a) 10, 14, 35; (b) 10, 22, 55

721 (@)a+ab=a+b, (b)a*O0O+axl=aqa, (c)ab+bc=(a+c)b

722 (a) xy'+xy'z=xy'z'+xy'z d) xy'=x'y'z+x'y'z
(b) xyz'+x'y' =xyz'+x'y'z+x'y'z (e) xy'+yz=xy'z+xy'z’+x'y'z
(c) xy+xz'=xyz+xyz'+xy'z' (f) x'yz'

723 (a) ANBNC, (B)(ANB N C)HU(ANC)
7.24  (a) 1101110111, (b) 1000010000, (c) 0001110101

7.25 (a) 1O1110111, (b) 1110110111, () 0011001000, (d) 0101001100, -
(e) 1000110011, (f) 0000110010, (g) 0011001100, (k) 00010000000
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7.26

1.27
7.28
7.29

1.30

7.31

7.32

-
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Una posibilidad es:

A = 1111111100000000
B = 1111000011110000
C = 1100110011001100
D =1010101010101010

(a) Y =AB+BC, (b) Y = ABC+ ABC + ABC
(@) Y=AB+AC, (b) Y = ABC+ ABC + ABC+ ABC

(a) Y=AB+ ABC+ ABC, (b) Y = ABC+ ABC + ABC+ ABC

(@) Y=AB+ABC+A+C ~ - _
(b) Y = ABC+ ABC + ABC+ ABC + ABC + ABC + ABC

Veala fig. 7-21.

(a) A(B + C+ D), (b) AB(C+ D), (c) A(D + BC), (d) A(B+ C)+ D

NI g »

AND OR E,

N
l/

(a) (b)

Lals
BE>

Figura 7-22



Capitulo 8

Simplificaciéon de circuitos légicos

8.1 EXPRESIONES BOOLEANAS MINIMALES

Considere una expresion E en un algebra de Boole B. Como E puede representar un circui-
to logico, es posible que queramos una representacion de E que en algin sentido sea minimal.
Ahora definimos e investigamos las formas minimales de sumas de productos para E. (Existen
otros tipos de formas minimales, tales como las formas minimales de producto de sumas, pero
su estudio se sale del alcance de este libro.)

Si E es una expresion de Boole de suma de productos, E; denotara el nimero de literales
en E (contados de acuerdo con la multiplicidad), y Eg denotara el namero de sumandos en E.
Por ejemplo, si

E=abc’+a’b'd+ab'c’'d+a’bcd
entonces E; = 14 y Eg = 4. Sea ahora F una expresion de Boole de suma de productos equi-
valente a E. Decimos que E es mas simple que F si

E =F y Es<F;s
y por lo menos una de las relaciones es una desigualdad estricta.

Definicion: Una expresion de Boole esta en forma minimal de suma de productos (o senci-
llamente, es una suma minimal) si estd en forma de suma de productos y no
hay ninguna otra expresion equivalente en forma de suma de productos que
sea mas simple que E.

Antes de discutir la estructura de sumas minimales, tenemos que presentar la nocién de
implicantes primos. Un producto fundamental P se llama implicante primo de una expresion
de Boole E si

P+E=E

pero ningin otro producto fundamental incluido en P tiene esta propiedad. (Observe que, en
la dlgebra de Boole de proposiciones, la condicion P + E = E se interpreta como “P implica 16-
gicamente a E”;de donde resulta el término “implicante”.) Por ejemplo, el problema 7.5 mues-
tra que P = x2' es un implicante primo de

E = xy'+xyz'+x'yz’
La importancia de los implicantes primos se demuestra a continuacion.

Teorema 8.1:  Si una expresion de Boole E esta en forma minimal de suma de productos, en-
tonces cada sumando de E es un implicante primo de E.

El asf llamado método de consenso, discutido en los problemas 8.3 y 8.4, se puede usar
para representar cualquier expresion de Boole como la suma de todos sus implicantes primos.
Una manera de encontrar una suma minimal para E es expresar cada implicante primo en for-
ma completa de suma de productos, y quitar uno por uno aquellos implicantes primos cuyos
sumandos aparecen entre los sumandos de los implicantes primos que quedan. Por ejemplo,
demostramos en el problema 8.4 que

E=xz"+xy+x'y' +yz
esta expresado como la suma de todos sus implicantes primos. Tenemos

x'z'=x"z'(y+y)=x"yz'+x'y'z’
xy=xy(z+2') =xyz+xyz'
X'y =x'y(z+2)=x'y'z+x'y'z
yz'=yz'(x + x') = xyz'+ x'yz’ -

193



194 SIMPLIFICACION DE CIRCUITOS LOGICOS [CAP. 8

-~

Ahora se puede quitar x'z’, puesto que sus sumandos x'yz' y x'y'z’, aparecen entre los otros.
Asi que

E=xy+tx'y +yz

y esto esta en forma de suma minimal para E, ya que ninguno de los implicantes primos es su-
perfluo, es decir, se puede quitar sin cambiar E. Observe que, en vez de x'z’, se pudo haber eli-
minado a yz’ —lo cual muestra que la suma minimal para una expresion de Boole no es necesa-
riamente Unica.

El método anterior para encontrar formas de suma minimal para expresiones de Bool E es
directo, pero ineficiente. En la siguiente secciéon, damos un método geométrico para encontrar
formas de sumas minimales cuando el nimero de variables no es muy grande.

8.2 MAPAS DE KARNAUGH

Los mapas de Karnaugh son maneras pictoricas de encontrar implicantes primos y formas
minimales de sumas para las expresiones de Boole que involucran maximo seis variables. Sola-
mente trataremos los casos de dos, tres o cuatro variables.

En nuestros mapas de Karnaugh, se representaran por cuadrados los productos fundamen-
tales en las mismas variables. Decimos que dos de tales productos fundamentales P, y P, son
adyacentes si P, y P, difieren en exactamente un literal, lo cual tiene que ser una variable com-
plementada en un producto y no complementada en el otro. Asi que la suma de dos productos
adyacentes sera un producto fundamental con un literal menos. Por ejemplo,

xyz'txy'z' =xz'(y+y)=xz'(1)= xz’
x'yzt+ x'yz't = x'yt(z + 2") = x'yt(1) = x'yt

Observe que x'yzt y xyz't no son adyacentes. Note también que xyz’' y xyzt no apareceran en
el mismo mapa de Karnaugh, ya que involucran distintas variables. En el contexto de los
mapas de Karnaugh, a veces intercambiaremos los términos ‘“cuadrados” y ‘“‘productos funda-
mentales”.

Caso de dos variables

El mapa de Karnaugh que corresponde a las expresiones de Boole E(x, y) se visualiza en la
fig. 8-1(a). Podemos ver el mapa de Karnaugh como un diagrama de Venn en el que x estd re-
presentado por los puntos en la mitad superior del mapa, sombreada de la fig. 8-1(b), y y esta
representado pcr los puntos en la mitad izquierda del mapa, sombreada de la fig. 8-1(c). Asi
que x’ esti representado por los puntos de la mitad inferior del mapa, y ¥’ esta representado
por los puntos de la mitad derecha del mapa. De esta manera, los cuatro posibles productos
fundamentales con dos literales,

xy xyl xly xly/
estan representados por los cuatro cuadrados en el mapa, tal como se han rotulado en la fig.

8-1(d). Observe que dos de tales cuadrados son adyacentes en el sentido definido anteriormen-
te si y sblo si estdn geométricamente adyacentes (tienen un lado en comin).

' '

Yy 14 [ Y Yy Y Y 4
x x x x xy xy’
tl x' zl 2 ¢’ xly xly/
(a) (b) x sombreado (¢) y sombreado (d)

Figura 8-1
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Cualquier expresion de Boole completa de suma de productos E(x, y) esta representada en
un mapa de Karnaugh marcando los cuadrados apropiados. Por ejemplo,
E;=xy+xy' E,=xy+x'y+x'y’ E;=xy+x'y’

estan representados respectivamente en las figs. 8-2(a), (b), y (¢). (Los o6valos se explicaran
mas adelante,

’

¥ v y v y ¥
z | (¥ v x ([ v | v
z v | v z’ 4
(@) E, b E, () By
Figura 8-2

Un implicante primo de E(x, y) serd una pareja de cuadrados adyacentes o un cuadrado
aislado, es decir, un cuadrado que no estd adyacente a ningin otro cuadrado de E (x, y). Por
ejemplo, E; consta de dos cuadrados adyacentes designados por el 6valo en la fig. 8.2(a). Esta
pareja de cuadrados adyacentes representa la variable x, asi que x es un implicante primo (el
Unico)de E, y

E,=x

es su suma minimal. Observe que E, contiene dos parejas de cuadrados adyacentes (designadas
por los dos 6valos) que incluyen todos los cuadrados de E,. La pareja vertical representaay, y
la pareja horizontal a x'; asi que ¥ y X’ son implicantes primos de E, y

Ez=xl+y

es su suma minimal. Por otra parte, E; esta formado por dos cuadrados aislados que represen-
tan xy y x'y’; asi que xy y x’y’ son implicantes primos de E; y

E;=xy+x'y

es su suma minimal.

Caso de tres variables

El mapa de Karnaugh que corresponde a las expresiones de Boole E(x, y, 2) se representa
en la fig. 8-3(a). De nuevo podemos considerar el mapa de Karnaugh como un diagrama de
Venn, con la variable x ain representada por los puntos de la mitad superior del mapa, como
en la fig. 8-3(b), y la variable y ain representada por los puntos de la mitad izquierda del mapa,
como en la fig. 8-3(¢). La nueva variable z estd representada por los puntos de los cuartos
izquierdo y derecho del mapa, sombreados en la fig. 8-3(d). Asi, x’ esta representado por los
puntos de la mitad inferior del mapa, ¥’ por los puntos de la mitad derecha del mapa, y z’ por
los puntos de los dos cuartos de la mitad del mapa. Observe que hay exactamente ocho pro-
ductos fundamentales con tres literales,

xyz xyz’ xy'z xy'z’ x'yz x'yz’ x'y'z x'y'z’
v que estos ocho productos fundamentales corresponden a los ocho cuadrados en el mapa de
Karnaugh, fig. 8-3(a) de la manera obvia. Para que puedan ser geométricamente adyacentes,
cada pareja de productos adyacentes de la fig. 8-3(a), es necesario identificar los bordes izquier-
do y derecho del mapa. En otras palabras, si fuéramos a recortar, doblar, y pegar por los bor-
des identificados, deberiamos obtener un cilindro (fig. 8-4) con la propiedad de que produc-
tos adyacentes estan representados por “cuadrados’ con un borde en comun.

Por un rectdngulo bdsico en el mapa de Karnaugh de tres variables, figura 8-3(a) o flgura 8-4,
queremos decir un cuadrado, dos cuadrados adyacentes, o cuatro cuadrados que forman un
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yz yz’ y,z, y'z yz yzt y}zl y/z yz yz' y:z; y;z vz yz; y'z' yz'
x' z’ x! 17,
(a) (b) x sombreado (c) y sombreado {d) z sombreado
Figura 8-3

Figura 8-4

rectangulo de o uno por cuatro o dos por dos. Estos rectangulos basicos corresponden a los
productos fundamentales de tres, dos , y un literal, respectivamente. Ademds, el producto fun-
damental representado por un rectingulo basico es el producto de exactamente aquellos litera-
les que aparecen en cada cuadrado del rectangulo.

Cualquier expresion Booleana completa de suma de productos E(x, y, 2) esta representa-
da en el mapa de Karnaugh marcando los cuadrados apropiados. Un implicante primo de E
sera un rectangulo basico maximal de E, es decir, un rectangulo basico que no esta contenido
en ningun otro rectangulo basico mas grande. Una suma minimal para E consistira de un recu-
brimiento minimal de E, es decir, un niimero minimal de rectdngulos basicos maximales que
juntos incluyen todos los cuadrados de E.

EJEMPLO 8.1 Considere las tres expresiones de Boole completas siguientes de suma de productos en las varia-
blesx, y y 2:

Ei=xyz+xyf' +x'yz'+ x'y'z
E,=xyz+xyz'+ xy'z+x'yz +x'y'z

ot

Es=xyz +xyz'+x'yz’+ x'y'z2' + x'y'z

E,, E;,y E; estan representados en la fig. 8-5 marcando los cuadrados apropiados en los mapas de Karnaugh.
Mostramos cOmo usar estos mapas para encontrar las sumas minimales para las expresiones.

(a) Observe que E; tiene tres implicantes primos (rectangulos basicos maximales), que han sido marcados con
- ’ - r . . I
un ovalo (o con un circulo); éstos son xy, x2 y x'y'z. Se necesitan todos tres para recubrir E,; asi que la
suma minimal para E; es

Ei=xy+yz' +x'y'z

yz yz' Y7 y'z yz yz y'7r vz vz  yz' Y2 y'z
® (D (N V / G|V
o}
T~
o v D) 2| v v o G| v
A
(a) E, (b) E, () E;-

Figura 8-5
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(b) Observe que E, tiene dos implicantes primos, que han sido encerrados. Uno es los dos cuadrados adyacen-
tes que representa a xy, y el otro es el cuadrado de dos por dos (que abarca los bordes identificados) que
representa a 2. Se necesitan ambos para recubrir a E, , asi que la suma minimal para E, es

E;=xy+tz

(¢) Como esta indicado por los ovalos, E; tiene cuatro implicantes primos, xy, yz', x'2’, y x'y’. Sin embargo,
solo se necesita uno de los dos que han sido encerrados de una manera punteada, o sea, uno de yz' o x'z’
para un recubrimiento minimal de E;. Asi, E; tiene dos sumas minimales:

Es=xy+yz' +x'y'=xy+x'z'+x'y’
(como se determind previamente en la sec. 8.1).

Caso de cuatro variables

E) mapa de Karnaugh que corresponde a las expresiones de Boole E(x, y, 2, t) esta repre-
sentado en la fig. 8-6. Cada uno de los dieciséis cuadros del mapa corresponde a uno de los die-
ciséis productos fundamentales.

xyzt xyzt' xyz't' xyz't xy'zt x'yz't
y y y y y

tal como lo indican los rotulos de la fila y la columna del cua-
drado. Observe que las lineas superior e izquierda estan rotula-
das de tal manera que los productos adyacentes difieran en,
precisamente, un literal. De nuevo tenemos que identificar el
borde izquierdo con el borde derecho (tal como hicimos con las
tres variables), pero también tenemos que identificar el borde
superior con el borde inferior. (Estas identificaciones hacen
surgir una superficie en forma de roscon que se llama toro y
podemos considerar nuestro mapa como un auténtico toro.)

Un rectangulo basico es un cuadrado, dos cuadrados adya-
centes, cuatro cuadrados que forman un rectangulo de uno por
cuatro o dos por dos, u ocho cuadrados que forman un rectan-
gulo de dos por cuatro. Estos rectangulos corresponden a pro- Yy
ductos fundamentales con cuatro, tres, dos y un literal, respecti-
vamente. De nuevo, los rectingulos basicos maximales son los Figura 8-6
implicantes primos. La técnica de minimizacion para una expre-
sion de Boole E(x, y, 2, t) es la misma que antes.

zt ozt It 't

xy

xy’

xlyl

EJEMPLO 8.2 Considere las tres expresiones de Boole E,, E,, E; en las variables x, y, 2, t que estan dadas en
los mapas de Karnaugh en la fig. 8-7, por ejemplo,

E\=xyz't' +xyz't + xy'zt + xy'zt' + x'y'zt + x'y'z2t' + x'y2't'

Usamos estos mapas para encontrar las formas de suma minimal.

gt ozt 2t 2t 2t ozt 't 2t @t -zt 2t 2t
xy viiv zy 4 ay | ¥ v
=i/ oY o' /Y \Y l 4 xy’ 4
v\ | v Y N | VIV |V =y’ Q v j 4 D
z'y m x'y z'y 14
(a) E, () E, (c) Bg =

Figura 8-7
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(a) El rectangulo basico maximal de dos por dos representa a y'z ya que solamente y’'y z aparecen en todos
los cuatro cuadrados. La pareja horizontal de cuadrados adyacentes representa a xy2', y los cuadrados
adyacentes que traslapan los bordes superior e inferior representan a y2't’. Como se necesitan todos los
tres rectangulos para un recubrimiento minimal.

E\=y'z+xyz' +yz't
es la suma minimal para E;.

(b) Solamente y’ aparecen en todos los ocho cuadrados del rectangulo basico maximal de dos por cuatroy la
pareja designada de cuadrados adyacentes representa a xzt’. Como se necesitan ambos rectangulos para un
recubrimiento minimal.

E;=y'+xzt
es la suma minimal para E,.

(¢) Los cuatro cuadrados de las esquinas forman un rectangulo basico maximal dos por dos que representa yt,
ya que solamente y y t aparecen en todos los cuatro cuadrados. El rectangulo basico maximal cuatro por
uno representa x’y’, y los dos cuadrados adyacentes representan y'zt'. Como se necesitan todos los tres
rectdngulos para un recubrimiento minimal,

Ei=yt+x'y' +y'zt
es la suma minimal de E;.

Observacion: Suponga que una expresion de Boole E es una suma de productos fundamen-
tales. Hagamos hincapié en que no es necesario poner E en forma completa de suma de pro-
ductos para representarlo por un mapa de Karnaugh. Sea,

Pt

E=xy' +xyz+x'yz' +x'yzt'

Simplemente marcamos todos los cuadrados que representan cada producto fundamental. Es
decir, marcamos todos los cuatro cuadrados que representan a xy’', los dos cuadrados que repre-
sentan a xyz, los dos cuadrados que representan a x'y’z’, y el cuadrado que representa a x'yzt’,
como en la fig. 8-8. (En este caso particular, no surgen marcas multiples. En general, no se
marcan los cuadrados que han sido previamente marcados porque pertenecen a otro producto
fundamental.) Un recubrimiento minimal del mapa consiste en los tres rectangulos basicos
maximales designados. Asi que
E=xz+y'z +yzt

es una suma minimal para E.

xy /l// \ v

7 A B VA 4

i
a'y’ \Y ,d

Figura 8-8

8.3 CIRCUITOS MINIMALES AND-OR

Se puede aplicar la anterior teoria a un importante problema de disefio de circuitos, que
tiene dos versiones un poco diferentes: (1) La construccion de un circuito AND-OR cuya
expresion de Boole estd en la forma de suma minimal (un circuito minimal AND-OR) y que es
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equivalente a un circuito 16gico dado L. (2) La construccién de un circuito minimal AND-OR
que tendra una tabla de verdad prescrita.

El ejemplo 8.3 muestra como se maneja la versién (2). En cuanto a la version (1), podria-
mos reducirla a la versién (2) (poniendo la expresién de Boole para L en forma completa de
suma de productos o usando sucesiones especiales para generar la tabla de verdad) o podriamos
comenzar sencillamente con una forma de suma de productos para L (obtenida, por ejemplo,
por el algoritmo de la sec. 7.6). Véase el problema 8.11.

EJEMPLO 8.3 Diseiie un circuito minimal AND-OR L de tres entradas que tenga la tabla de verdad.

00001111

00110011

al|lw | »

01010101

L J11001101

De la tabla de verdad (véase la sec. 7.8) podemos obtener la forma completa de suma de productos para L:
L=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C

El correspondiente mapa de Karnaugh aparece en la fig. 8-9(a). Observe que L tiene dos implicantes primos B
y AC, en su recubrimiento minimal; asi que

L=B+AC
es una suma minimal para L. La fig. 8-9(b) da el correspondiente circuito minimal AND-OR para L.

BC BC BC BC A
Py e A
VoV C
l/

(a) (b)

b

Figura 8.9

EJEMPLO 8.4 Considere la compuerta NOR [problema 7.13(b)]. Parala compuerta NOR se logran dos expre-
siones de Boole equivalentes (por la ley de DeMorgan), como lo ilustra la fig. 8-10. De los dos circuitos, la fig.
8-10(b) es un circuito minimal AND-OR, porque L = A - B es una suma minimal; sin embargo, la fig. 8-10(a)
involucra el minimo nimero de elementos de circuito! Este ejemplo muestra que el circuito AND-OR “mas
simple” puede no permanecer ‘el mas simple” cuando se compara con un circuito equivalente pero no AND-

OR.

(a)L=A+B (®)YL=A-B

Figura 8-10
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Problemas resueltos

SUMAS MINIMALES
8.1 Encuentre E;, el nimero de literales y Eg, el nimero de sumandos, para cada expresion
de Boole E:
(a) E=xy'z+x'z'+yz'+x (c) E=xyt'+x'yzt+xz't
by E=x'yz+xyz+y+yz' +x'z (d)y E=(xy +z)+xy

Sencillamente, sume el namero de literales, distinguiendo entre las formas compiementadas y no
complementadas, y el nimero de sumandos en cada expresion:

(a) E =3+2+2+1=8 Es=4
(b) E =3+3+1+2+2=11 Es=5
() E =3+4+3=10 Es=3

(d) Debido a que no se escribe E como una suma de productos, E; y Eg no estan definidas.

82 Dado que E y F estd cada uno en una forma de suma de productos y son expresiones de
Boole equivalentes, defina: () E es mas simple que F, (b) es minimal.

(@) E esmassimple que FsiEy <F, yEg<Fg 0siE; <FpyEg<Fs.

(b) E es minimal si no hay ninguna expresion de suma de productos equivalente que sea mas simple
que E.

8.3 Sean F, y F, productos fundamentales, tales que exactamente una variable, por ejemplo
X, aparezca complementada en s6lo uno de P; y P, y no complementada en el otro. El
consenso de P, y P, es, entonces, el producto (sin repeticion) de los literales de P, y los
literales de P, después de que x; y x% sean suprimidas. (No definimos un consenso de
P, =x y P, =x') (a) Encuentre el consenso de:

(1) xyz's y xy't (3) x'yvz y x'yt
) ' y vy @) xyz y xyz’
(b) Demuestre que si @ es el consenso de P, y P,
(a) (1) xz'st
2) «x
(3) No tienen ningin consenso ya que ninguna variable aparece no complementada en uno de los
productos y complementada en el otro.

(4) No tienen ningln consenso, ya que tanto x como z aparecen complementadas en uno de los
productos y no complementadas en el otro.
(b) Como los literales conmutan, podemos suponer sin perder generalidad que

Pi=aia, - ait Py=biby- - byt Q=aax - abby- b

Ahora, Q = Q(t + )= Qt + Qt'. Debido a que Qt contiene a Py, P, + Qt = Py; y porque Q' contiene a P,
P+ Qr =P, Asi

Pi+P:+ Q=P+ P+ Qt+ Q=P+ Q)+ (P, + Q'Y= P+ P;

8.4 Considere una expresion de Boole £ = P, + P, + ...+ P,, en donde las Ps son produc-
tos fundamentales. Se llamarad método de consenso a la aplicacion de los dos pasos si-
guientes a E:

Paso (1): Suprima cualquier producto fundamental P; que incluya cualquier otro pro-
ducto fundamental P;. (Permisible por la ley de absorcion.)

Paso (2): Sume el consenso Q de P; y P; cualesquiera, siempre y cuando @ no incluya
ninguno de las Ps. [Permisible por el problema 8.3(5).]
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8.5

8.6

Un teorema fundamental en el dlgebra de Boole dice que el método de consenso, aplica-
do a cualquier E suma de Boole de productos, parara eventualmente, y luego E serd la
suma de todos sus implicantes primos. Aplique el método de consenso a

E=xyz+x'2"+xyz'+x'y'z + x'yz’

Tenemos
E=xyz+x'z'+xyz' +x'y'z (x'y2' incluye a x'2')
=xyz+x'z' +xyz' +x'y'z 4+ xy (Consenso de xyz y xy2')
=x'z'+x'y'z+xy (xyz y xyz' incluyen a xy)
=xZ'+x'yz+xy+x'y' (Consensode x'2' y x'y'z)
=xz'+xy+x'y’ (x'y'z incluye a x'y’)
=x'z'+xy+x'y' +yz’ (Consenso de x'z' y xy)

Observe que ahora ninguno de los dos pasos del método de consenso se puede aplicar. (El consenso de
los primeros dos productos incluye —en realidad es igual— al altimo producto; el consenso de los ulti-
mos dos productos es igual al primer producto.) Asi que ahora se expresa E como la suma de sus
implicantes primos, x'2', xy, x'y’, y y2'.

Use el método de consenso para encontrar los implicantes primos y una suma minimal
para )

E =xy'+xyz'+ x'yz’

Tenemos:

E=xy'+xyz' + x'yz' + xz’ (Consenso de xy' y xyz')
=xy'+x'yz'+xz" (xy2' incluye a x2')
=xy'+x'yz'+ xz'+ y2' {Consenso de x'y2' y x2')
=xy' +xz'+yz' (x'yz' incluye a y2')

Ningln paso del método de consenso se puede aplicar ahora. Asi, xy', x2', y y2' son los implicantes
primos de E. Al escribir estos implicantes primos en la forma completa de suma de productos, obte-
nemos:

xy'=xy'(z+2z)=xy'z+xy'z’

xz'=x2'(y +y')= xyz' + xy'z’

yz'=yz'(x + x") = xyz' + x'yz’
Solamente los sumandos xyz' y xy'z' de xz' aparecen entre los otros sumandos y asi se puede eliminar
x2' como superfluo. Por lo tanto

E=xy' +y2'

es una suma minimal para E.
Use el método de consenso para encontrar los implicantes primos y una suma minimal

para
E=xy+y't+x'yz'+xy'zt’

E =xy+y't+x'yz' + xy'zt’ + xzt' (Consenso de xy y xy'zt’)
=xy+y't+x'yz'+xzt' (xy'zt' incluye a xzt")
=xy+y't+x’yz'+xzt' +yz’ (Consenso de xy y x'yz')
= xy+y't+xzt’'+yz’ (x'y2' incluye a yz')
=xy+y't+xzt'+yz'+xt (Consenso de xy y y't)
=xy+y't+xzt'+yz'+xt+xz (Consenso de xzt'y xt)
=xy+y't+yz +xt+xz (xzt’ incluye a xz) -

=xy+y't+yz’+xt+xz+2z't (Consenso de y't y yz')
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Ningan paso en el método de consenso se puede aplicar ahora. Asi, los implicantes primos de E son
xy, y't, yz', xt, xz, y z2't. Escribiendo estos implicantes primos en forma completa de suma de produc-
tos y suprimiendo uno por uno aquellos que son superfluos, finalmente obtenemos

E=y't+xz+yz

como una suma minimal para E.

MAPAS DE KARNAUGH

8.7

Encuentre el producto fundamental P representado por cada rectangulo basico en los
mapas de Karnaugh que se muestran en la fig. 8-11.

Ly

xy

xry

x'y

8.8

=T , 7
o’ % x x % %
\\_4») —
(a) (b) (c)
zt 2t 2t zt 2t 2’ 2t zt zt0 2t 2t

Q_ v xy’ 'l v vV

x'y’ 2y | v %4
'y v Y x'y v 1%
(d) (e) (f)
Figura 8-11

En cada caso encuentre aquellos literales que aparecen en todos los cuadrados del rectingulo bési-
co; P es el producto de tales literales.

(@) x'y z' aparecen en ambos cuadrados; asi F = x'z'.

(b) xy z aparecen en ambos cuadrados; asi P = xz.

(¢) Solamente z aparece en todos los cuatro cuadrados; asi P = z.

(d) x,y'y z' aparecen en ambos cuadrados; asi P = xy'z".

(e) Solamente y y z aparecen en todos los cuatro cuadrados; asi P = yz.
(f) Solamente ¢ aparece en todos los ocho cuadrados; asi P = t.

Encuentre una suma minimal para cada expresion E, cuyo mapa de Karnaugh se muestra
en la fig. 8-12.

(¢) Hay cinco implicantes primos, sefialados por los cuatro 6valos y el circulo punteado de la fig.
8-13(a). Sin embargo, no se necesita el circulo punteado para recubrir todos los cuadrados mien-
tras que si se necesitan los cuatro 6valos. Asi que los cuatro 6valos dan la suma minimal para E:
E=xzt'+xy'z’ +x'y'z+x'2't

() En la fig. 8-13(b) se muestra un recubrimiento minimal para E por medio de los tres 6valos. Asi
es una suma minimal para F.
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CAP. 8]
zt 2ttt 2t 2t zt' 't 2t F1 21 A 16 N 4 1
£ vV xy v 2y | ¥ 14
zy’ v vV xy’ v | v xy’ ' v
xlyl V/ ’/ / :r'y’ / AI'/“I]’ '/
x'y 4 yl v | ¥ 4 xy | v v A
(a) (b) ()
Figura 8-12
2t 2t 't 2t 2t 2t 2t 2t 2t zt" 't z't
x v xy Y ry ;// v
A ¥
p—s ——=
' / ’ g \ xy’ VAR
xy /\‘;/ /\D xy &_/v/ y \‘/;_/v )
s vl DN ! - v v
x'y Q\/QJ v x'y v x'y ’,\://(‘
_. > = T
, , /N x' i %
'y w xyﬂ/y/J\U /\ ¥ (‘?\\] v / )
(a) (b) (¢)
Figura 8-13
(c) Hay dos maneras de recubrir el cuadrado x'y'z’t' como se indica en la figura 8-13(c). Asi,
E=x'y+yt+xy't'+y2't' =x'y+yt+xy't'+ x'z't'
son dos sumas minimales para E.
8.9  Use un mapa de Karnaugh para encontrar una suma minimal para

E=yt'+y s +yzt'+x'y'zt

Marque los cuatro cuadrados correspondientes al producto fundamental y't', los cuatro cuadrados
correspondientes a yzt', y el cuadrado correspondiente a x'y'zt. Esto da el mapa de Karnaugh en la
fig. 8-14. Un recubrimiento minimal consta de los tres rectangulos basicos maximales marcados.

Ty m

zy’ VIl | Y
2y |V v [\ 17

x'y v

Figura 8-14
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Asi
E=zt'+y'z’ +x'y’

es una suma minimal para E.

CIRCUITOS MINIMALES AND-OR
8.10 Dibuje un circuito AND-OR minimal que dé la siguiente tabla de verdad:

00001111

00110011

01010101

[l I TIN- B

10101001

De la tabla de verdad obtenemos la representacion como suma de productos.
L=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C

El mapa de Karnaugh de L aparece en la fig. 8-15(¢). Hay tres implicantes primos, como se indica con
los tres Ovalos. Asi

L=ABC+AC+BC

es una suma minimal para L; el correspondiente circuito AND-OR minimal aparece en la fig. 8-15(b).

BC BC BC BC __D_
A '
O S =
V [ AND

(a) (b)
Figura 8.15

}0
<.

8.11- Redisefie el circuito L de la fig. 8-16(a) para que sea un circuito minimal AND-OR.

Primero, encuentre la salida del circuito rotulando sucesivamente la(s) entrada(s) y salida de cada
compuerta hasta llegar a la salida del circuito, como en la fig. 8-16(b). Luego, reduzea L a una suma de
productos, aplicando las leyes del algebra de Boole:

L=AB+(A+B)+ AB=-AB+AB+A+B=A+B

en donde en el Gltimo paso se ha usado dos veces la ley de absorcion. La expresion final es, obviamen-
te, una suma minimal para L. La fig. 8-16(c) muestra el correspondiente circuito minimal AND-OR.
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OR OR L

OR L=AB+(A+B)+E

o >
[l
i
LS
+
o

Figura 8-16

8.12 Disefie un circuito minimal AND-OR L para que tres interruptores A, B, y C, puedan
controlar una misma luz de un corredor.

Un interruptor dado puede estar “encendido” (cerrado) o “apagado” (abierto), respectivamente
denotado por 1 y 0. Cualquiera que sea el estado de los tres circuitos, un cambio en cada interruptor
cambiara la paridad del nimero de 1s. El circuito, por lo tanto, lograra la funcién buscada si se asocia
paridad impar con la luz “encendida” (representado por un 1) y paridad par con la luz apagada (repre-
sentada por 0), segin la siguiente tabla.

00001111

00110011

01010101

O | W e

0110100t =




206 SIMPLIFICACION DE CIRCUITOS LOGICOS [CAP. 8

-

De la tabla de verdad,
L=ABC+ ABC+ ABC + ABC

y ésta es una suma minimal para L, como se puede verificar del mapa de Karnaugh, fig. 8-17(a). El
circuito correspondiente minimal AND-OR aparece en la fig. 8-17(b).

V‘L J? g

BC BC B
ABC
_ AND
A Ol |©
(a) )

Figura 8-17

Problemas suplementarios

SUMAS MINIMALES, MAPAS DE KARNAUGH
8.13 Encuentre el consenso (véase el problema 8.4) de cada par de productos fundamentales:

(a) xz y xz’ () xy y x'zs't (e) xy'zt y xzs't
b) x'yt y y'z (d) xs't y xy'st (f)y xy'zt y x'yst

8.14 Use el método del consenso (véase el problema 8.4) para encontrar los implicantes primos de:
(ay Ei=xy'z’ +x'y+x'y'z' +x'yz

(b) E:=xy' +x'z't+xyzt'+x'y'zt’
(c) Es=xyzt+xyz't' +xz't' +x'y'z’ + x'yz't

8.15 Encuentre todas las posibles sumas minimales para cada expresion de Boole E, dado el mapa de Kar-
naugh de la fig. 8-18.

yz yz' oy y'z y= yz' y'z vz yz yz' y'2 y'z
]y VoY x] v v | v o ¥
o Y v | v V vV L I Vv Vv v

(a) (b) (c)

Figura 8-18
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8.16 Encuentre todas las posibles sumas minimales para cada expresion de Boole E dada por el mapa de Kar-
naugh de la fig. 8-9.

2t zt! 2t 2t 2zt ozt 'Y 2t 2t ozt 't 2't
xy Y vV xy bV |V LV xy | ¥ v
wy'l vV | ¥ 4 xy’ v v |V xy’ v | vV
x/yl '/ xlyl '/ xlyl /
syl v v v IV sy | v | vV |V sy | Vv |V | V|V
(a) (b) (c)
Figura 8-19

8.17 Encuentre una suma minimal para cada expresion de Boole:

(@) Ei=xy+x'y+x'y (¢) Es=y'z+y'z't'+z't
(b) E:=x+x'yz+xy'z (d) Es=y'zt+xzt' +xy'z’

CIRCUITOS MINIMALES AND-OR

8.18 Escriba expresiones de Boole para circuitos minimales AND-OR con entrada A, B, C, que den las tablas
de verdad de la fig. 8-20.

A 11110000
B 11001100
C 10101010
Y 11001000
Y 11100011
Y 00111101

Figura 8-20
8.19 Rediseiie el circuito L de la fig. 8-21, de tal manera que se transforme en un circuito minimal AND-OR.

8.20 Redisefie el circuito L de la fig. 8-22, de tal manera que se transforme en un circuito mininal AND-OR.

A

= =)
c
AND b L AND » L
AND ).. AND)—
'~ -

v
Figura 8-21 Figura 8-22

-]

-4

G W

W
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Respuestas a los problemas suplementarios
8.13 (a) x. (b) x'zt, {c) yzs't, {d) xy’t, (¢) no hay consenso  (f) no hay consenso.
814 (a) x'y. x'z, y'z's (b) xy', xzt', y'zt', x'Z’t y'2't (¢) xyzt, xz't, y'Z'U, X'y’ x'2't
815 (@) E=xy'+x'y+tyz=xy'+x'y+xz, b)) E=xy' +x'y+z, (c)E=x"+2
816 (a) E=x'y+zt'+xz’t+xy'z=x"y+zt'+xz2’t+xy't
by E=yz+yt'+zt'+xy'z’
(¢) E=xy=yt+xy't'+x'zt=x'y+yt+xy't'+y'zt

817 (a) E/=x'+y () Es=y'+z1t
(b) Ex=xz'+yz (d) Es=xy' +zt'+y'zt

818 Y.=AB+BC Y;=AB+AB+BC=AB+AB+ AC, Y = AB+ AB+BC
819 Y=AB+AC

820 Y=AB+BC




Capitulo 9

Vectores, matrices, variables subindizadas

9.1 INTRODUCCION
Suponga que la siguiente es una lista de los pesos (en libras) de ocho estudiantes:
134 156 127 145 203 186 145 138

Se pueden denotar todos los valores en la lista usando un solo simbolo, digamos w, pero con
diferentes subindices:

w) Wy w3 w, ws We w; wg
Obsérvese que los subindices denotan la posicion del valor en la lista, por ejemplo
wy = 134, el primer niimero w, = 156, el segundo nimero . . .
Esta lista lineal de valores se llama vector o arreglo lineal.

Usando esta notacién de subindices, es posible escribir la suma y el promedio de los pesos
como

-

8
Wi = wit wyt e wy y (zw,«)/S
i=1

(véase la sec. 9.5). La notacién con subindices es indispensable para desarrollar expresiones
concisas para manipulaciones aritméticas.

Analogamente, se podria hacer un listado de las ventas semanales (aproximadas de una ca-
dena de 28 almacenes, cada almacén con 4 departamentos, tal como en la tabla 9-1. De nuevo,
uno solamente necesita usar un simbolo, digamos s, pero ahora, con dos subindices, para deno-
tar las entradas en la tabla como

1

[

Si1 S12 S13 S1a $21 8§22 ce S84

en donde s; ; denota las ventas en el almacén i-ésimo, departamento j-ésimo. (Escribiremos sim-
plemente s;; en lugar de s; ; cuando no haya posibilidad de confusion.) Asi,

= $2872 Sp= $805 S13= $3211

se llama matriz o arreglo de dos dimensiones tal arreglo rectangular.

En este capitulo investigaremos vectores y matrices, y ciertas operaciones algebraicas que
los usan. En un tal contexto, a los nimeros mismos se les llama escalares. Terminamos el
capitulo con una discusidn de variables subindizadas y la manera de manejar los vectores y las
matrices en programas de computadores.

Tabla 9.1
Dept.
P 1 2 3 4
Almacén
1 2872 805 3211 1560
2 2196 1223 2525 1744
3 3257 1017 3686 1951
28 2618 931 2333 982

209
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9.2 VECTORES

Con un vector, u, simplemente queremos decir una lista de nimeros (o una n-tupla):
u=(u|. Uz, ..., u,.)

A los nimeros u; se les llama componentes de u. Si todos los u; = 0, entonces a u se le llama
vector cero. Dos vectores, u y v, son iguales, escrito u = v, si tienen el mismo niimero de com-
ponentes y si las componentes correspondientes son iguales.

EJEMPLO 9.1
(a) Los siguientes son vectores:
3,-4) (6, 8) 0,0,0) 2,3,4)

Los primeros dos vectores tienen dos componentes, mientras que los dos iltimos vectores tienen tres com-
ponentes. El tercer vector es el vector cero con tres componentes.

(b) Aunque los vectores (1, 2, 3) y (2, 3, 1) contienen los mismos niimeros, no son iguales, ya que las compo-
nentes correspondientes no son iguales.

Si dos vectores, u y v, tienen el mismo nimero de componentes, su suma, escrita u + v, es
el vector obtenido al sumar componentes correspondientes de u y de v:

u+v=(u, Uz ..., u)+t (v, 02 ..., )
=(tuv, Uat vy ..., U+ 0,)

El producto de un escalar k y un vector u, escrito ku, es el vector obtenido al multiplicar
cada componente de u por k:

ku=k(ui, uy ..., u,)=(kuy, kua, . . ., kuy,)
También definimos:

—u=(-1u

u—-v=u+(-v)

y hacemos que 0 denote el vector cero.

EJEMPLO 9.2 Seau = (2,3,—4) yv = (1, —5, 8). Entonces
u+v=(Q2+1,3-5 -4+8)=(3, -2, 4)
Su=(5-2,5-3,5-(-4))= (10, 15, -20)
-v=(-1)1,-5,8)=(-1,5,-8)
2u—-3v=(4, 6 -8)+(-3, 15, -24)= (1, 21, -32)

Bajo las operaciones de adicién vectorial y multiplicacion escalar, los vectores tienen varias
propiedades, por ejemplo,

k(u+v)=ku+ko

en donde %k es una escalar y u y v son vectores. Como los vectores pueden ser considerados
como un caso especial de matrices, el teorema 9.1 (véase la sec. 9.4) contiene una lista de tales
propiedades.
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9.3 MATRICES

Una matriz, A, es un arreglo rectangular de nimeros:

a, ap Qin
A= a; an Q2n
amy  Qm2 Amn
Las m n-tuplas horizontales
(an, an. . .., G,) (ay, an, . ..., a) (@mts A2y -« « 5 Q)

se llaman filas de A, y las n m-tuplas verticales,

ayy an QAin
an an Az
Am Am?2 Qun

sus columnas. Observe que el elemento q;; llamado la entrada ij, aparece en la fila i y en la
columna j. Frecuentemente denotamos tal matriz sencillamente por A = (a;;).

Una matriz con m filas y n columnas se dice que es una matriz m por n, escritom X n. La
pareja de nimeros m y n se llama tamario de la matriz. Dos matrices, A y B, son iguales, escri-
to A = B, si tienen el mismo tamafio y si los elementos correspondientes son iguales.

A veces a una matriz que tiene solamente un fila se le llama, vector fila, y 2 una matriz que
tiene solamente una columna, vector columna. Se llama matriz cero a una matriz cuyas entra-
das son todas cero y generalmente se le denota por 0.

EJEMPLO 9.3

(a) El arreglo rectanguiar

(l -3 4)
0 5 =2

es una matriz 2 X 3. Sus filas son (1,—3,4) y (0, 5, —2), y sus columnas son

OV R O R S O

(b) La matriz cero 2 X 4 es

(¢) El enunciado

(x+y 2z+w)=(3 5)
X~y z-w 1 4

es equivalente al sistema de ecuaciones

x+y=3
x—y=1
2z4+w=5
z-w=4

(La solucion del sistema de ecuacioneses x =2, y=1,z=3, w=—1)
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9.4 ADICION MATRICIAL Y MULTIPLICACION ESCALAR

Sean A y B dos matrices del mismo tamafio. La suma de A y B, escrita A + B, es 1a matriz
obtenida al sumar los elementos correspondientes de A y de B:

ay  ap ... Qi bn by ... b ay+bn aptby ... antby
Qy QAa» ... Qxp by byn ... by _ 1 an + bz] an+ b22 P R bz,,
Amy Qmy ... Qmn bml bml e bmn apm1 + bml Ay + bm2 cer Ampt bmn

El producto de un escalar k y una matriz A, escrito k4 o Ak, es la matriz obtenida al multi-
plicar cada elemento de A por k:

an ayp O/ 5TY kau ka‘z e ka,,,
k an Ap ... Qun - ka21 kazz e kaz,,
aml . am2 ...... Amn kaml kamZ kamn
También definimos
—A=(-DA v A-B=A+(-B)

A la matriz —A se le llama el negativo de la matriz A.

EJEMPLO 9.4

@ (G -6 A 6T
® N RN IUAR R

g € D0 D€ D 06D

Las matrices tienen las siguientes propiedades para la adicion matricial y 1a multiplicacion escalar.

Teorema 9.1: Sean A, By C matrices del mismo tamafio y sean k& y &, escalares. Entonces

@) (A+B)+C=A+(B+ (), osea que la adicion es asociativa.
(i) A+B=B+A,o seaque laadicioén es conmutativa.

(i) A+0=0+A=A

(iv) A+(-A)=(-A)+A=0

(v) k(A+B)=kA+kB

i) *k+kNA=kA+k'A

(vii) (kk)A = k(k'A)

(viii) 1A=A

Como los vectores con n componentes se pueden identificar como matrices 1 X n q matri-
ces n X 1, este teorema también vale para vectores con adicién vectorial y multiplicacion es-
calar.

9.5 SIMBOLO DE SUMATORIA

Antes de definir multiplicacién matricial, resultard conveniente introducir el simbolo de
sumatoria ¥ (la letra griega sigma).
Supongamos que f(k) es una expresion algebraica con la variable k. La expresion.

g fk) o equivalentemente 2:,1 f(k)

-~

tiene entonces el siguiente significado. Primero hacemos k = 1 en f(k), obteniendo
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fQ)
Luego hacemos k = 2 en f(k), obteniendo f(2), y sumamos esto a f(1), obteniendo
f)+£2)

En seguida hacemos * = 3 en f(k), obteniendo f(3), y sumamos esto a la suma anterior, obte-
niendo

f)+fQ)+f(3)
Continuamos este proceso hasta obtener la suma
f+ Q)+ fB)+- -+ f(n =1+ f(n)

Observe que en cada paso el valor de k se incrementa en 1 hasta que k sea igual a n. Natural-
mente, podriamos usar otra variable en lugar de k.

También generalizamos nuestra definicion haciendo que la suma vaya de cualquier entero
n, a cualquier entero n,, tales que n, < n,; o sea, definimos

% flk)=f(n)+ f(mi+ D+ f(m +2)+ - - - + f(n2)

k=
Asi tenemos, por ejemplo,
5
> X=X F X+ X3+ xa+ x5
k=1
> abi = aib + azb,+ - - - + ab,
i=1
5
Y =243+ 42+5=4+9+16+25=54
j=2

ax’ = ap+ ayx + ax*+ -+ ax”

M=

i=0

p
Z auby; = anby + apby + ainby + - - -+ apby,
k=1

9.6 MULTIPLICACION MATRICIAL

Supongamos ahora que 4 y B son dos matrices tales, que el nimero de columnas de A es
igual al niimero de filas de B, digamos que A es una matriz m X p y B es una matriz p X n. El
producto de A y B, escrito AB, es entonces la matriz m X n cuya entrada ij se obtiene multipli-
cando los elementos de la fila i de A por los correspondientes elementos de la columnajde By
luego sumamos todos estos productos:

an as;p bn

= . 'C;;

en donde

14
Cj = anbli + aizby + -4 a.'pb,,,' = Ef a.-.,bk,
k=

Si el nimero de columna de A no es igual al nimero de filas de B, entonces el producto
AB no esta definido.
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EJEMPLO 9.5
(@) Dado

13
A~(2 _1) B

Como A es2X 2y Bes 2 X 3,lamatriz producto AB esta definida y es una matriz 2 X 3. Para obtener
los elementos de la primera fila de la matriz producto AB, multiplicamos la primera fila (1, 3) de A por las

columnas
6 ) (e
3 -2 y 6
de B, respectivamente:

(; _3;)@ _(2) —g)=(1~2+3-3 1-0+3-(-2) l-(-4)+3-6)=(11 -6 14)

i
~~

2 0 -4)
3 -2 6

encuentre AB,

Para obtener los elementos de la segunda fila de la matriz producto AB, muitiplicamos la segunda fila
(2, —1) de A por las columnas de B, respectivamente:

G -6 27

_( 11 -6 14 _(11 -6 14)
T\22+ (13 2:0+ (-1)-(-2) 2-(—4)+(—1)-6)‘ 1 2 -14

AB=(11 -6 14)

1 2 -14
GG D=Garae 3iii)-G 1)
(0 DG D-G1ea3 o3159-6 9
Vemos por el ejemplo 9.5(b) que la multiplicacién de matrices no obedece la ley conmuta-

tiva, o sea, los productos AB y BA de matrices no tienen que ser iguales. La multiplicacion
matricial, sin embargo, posee las siguientes propiedades:

Teorema 9.2: Siempre que las sumas y productos estén definidos,

(@) (AB)C = A(BC)
) AB+C)=AB+ AC
(c) B+CO)A=BA+CA
(d) k(AB)=(kA)B = A(kB), en donde k es un escalar
Observacién: Los sistemas de ecuaciones lineales estan estrechamente relacionados con
ecuaciones matriciales. Por ejemplo, el sistema
{ x+2y-3z=4
Sx—-6y+82=8

es equivalente a la ecuacién matricial

)0
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O sea, toda solucion del sistema de ecuaciones es también una solucién de la ecuacidén matri-
cial, y viceversa. Los sistemas de ecuaciones lineales se tratan en el capitulo 10.

9.7 MATRICES CUADRADAS

Una matriz con el mismo namero de filas y de columnas se llama matriz cuadrada. Una
matriz cuadrada con n filas y n columnas se dice que es de orden n. La diggonal principal, o
simplemente diagonal, de una matriz cuadrada de orden n A = (gy) consta de los elementos a;,,

22, ..., 8np,
1 -2 0
0 -4 -1
s 3 2

es una matriz cuadrada de orden 3. Los nimeros a lo largo de 1a matriz principal son 1, —4 y 2.

EJEMPLO 9.6 La matriz

A la matriz de orden n con 1s a lo largo de la diagonal principal y 0s en los demas sitios, o
sea,

DO D -
OO = O
O - 0o O
-0 O o

se le llama matriz unidad y se denotara por I. La matriz unidad I desempefia el mismo papel en
la multiplicacion matricial que el nimero 1 en la multiplicacién usual de nimeros. Especifica-
mente,

Al=]JA=A

para cualquier matriz cuadrada A.
Podemos formar potencias de una matriz cuadrada X definiendo

X=XX, X’=X*X, ... y X°=1I
También podemos formar polinomios en X. O sea, para todo polinomio
f(x)=ao+ aix + axx®>+ - - -+ ax"
definimos f (x) como la matriz
FOX) = al + a1 X + a; X2+ - - - + a, X"
En caso de que f(A) sea la matriz cero, entonces se dice que la matriz A es un cero del polino-
mio f(x), o una raiz de la ecuacién polinomial f(x) = 0.

EJEMPLO 9-7 Dado

Si f(x)=2x>—3x + 5, entonces

=25 5)-3 3 )= 6

Por otra parte si g(x)= x’+ 3x — 10 entonces

w=(g 29)73G 2)-1 )= o)
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Asi, A es un cero del polinomio g(X)= X*+3X - 10L

9.8 MATRICES INVERTIBLES
Una matriz cuadrada A se dice que es invertible si existe una matriz B con la propiedad
AB = BA = I, la matriz identidad

Tal matriz B es inica; se llama el inverso de A y se denota 4™!. Observe que B es el inverso de
A si y solo si A es el inverso de B. Por ejemplo, suponga que

a=(r3) vom=(0 )

_(6-5 —10+10\ (1 O _{ 6-5 15-15\_(1 0
AB‘(a—s —5+6)"(0 1) y BA”(-2+2 —5+6)“(0 1)
Asi, A y B son inversos.

Se sabe que AB = Isiy s6lo si BA = I; asi, es necesario verificar solamente uno de los pro-
ductos para determinar si dos matrices dadas son inversos.

Entonces

EJEMPLO 9.8

1 02 -1 2 2 ~11+0+12 2+0-2 2+0-2 1 00
2 -1.3 -4 0 1)=] -22+4+18 4+0-3 4-1-3}1=10 1 0
4 1 8 6 -1 -1 —-44~-4+48 8+0-8 8+1-8 0 0 1

Asi las dos matrices son invertibles y son inversos entre si.

9.9 DETERMINANTES

A cada matriz cuadrada de orden n A = (g;;) le asignamos un nimero especifico, llamado
determinante de A, denotado det (A) o |41 o

ayy, ady ... Qg
ay Qxn ... QG
Apy  Qn2 Qpp

Hacemos hincapié en que un arreglo n X n de niimeros encerrados entre dos rectas, llamado

determinante de orden n, no es una matriz, si no denota el nimero que la funcién determinante

le asigna al arreglo correspondiente de niimeros, o sea, a la matriz cuadrada correspondiente.
Los determinantes de orden uno, dos y tres se definen como sigue:

'anl =an
ap ap
= anax— andy
az; an

a, ap ap
ay dxp an
asx ax asxp

= Apapayn t Apanay * a;3a2an — A13axpads — Anpand; — a114x3an

El siguiente diagrama puede ayudarle al lector a recordar como evaluar el determinante de or-
den dos:

+ —_—

Tl
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O sea, el determinante es igual al producto de los elementos a lo largo de la flecha marcada con
mas, menos el producto de los elementos a lo largo de la flecha marcada con menos. Hay un
esquema analogo para determinantes de orden tres. Por claridad en el diagrama, hemos separa-
do las flechas marcadas con mas y las flechas marcadas con menos:

+ + + - - -
1
1 a

EJEMPLO 9.9
5 4 e an 2 1 oy e _

(a) |2 5| =5:3-4:2=15-8=7 |_4 6‘-2 6-1-(-4)=12+4=16
21 3

®) |4 6 ~1l=2-6-0+1-(=1)-5+3-4+1-3-6-5~1:4:0-2-(-1)-1=-81
S1 0

La definicidn generai de un determinante de orden n es la siguiente:
(A)= 2 sgn (o) ar;az), * * * Gw,

en donde las sumas es sobre todas las permutaciones posibles o = (ji, j2,...,j») de (1, 2, ..., n).
Aqui sgn (o) es igual a mds o a menos, segin que se necesite un nimero par o impar de inter-
cambios para cambiar o, de tal manera que sus nimeros estén en el orden usual. Hemos inclui-
do la definicion general de la funcidn determinante para que nuestra teoria quede completa.
Remitimos al lector a textos de teoria de matrices o de dlgebra lineal para técnicas de computo
de determinantes de orden mayor de tres. Las permutaciones se estudian en el cap. 11.

Una propiedad importante de la funcion determinante es ser multiplicativa; es decir,

Teorema 9.3: Para dos matrices cuadradas cualesquiera de orden n A y B,det (AB) =det(4)-
det (B).

9.10 MATRICES INVERTIBLES Y DETERMINANTES
Teorema 9.4: Una matriz cuadrada es invertible si y solo si tiene un determinante distinto de 0.
Ahora vamos a demostrar como calcular el inverso de una matriz 2 X 2
A= (¢ )
cuyo determinante no es cero. Buscamos escalares x, y, 2, y w tales que
a by/fx yy_/1 0O ax+bz ay+bw 10
(c d)(z w)_<0 1) ° (cx+dz cy+dw)=<0 1)
que se reduce a resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales en dos incognitas:

{ax+bz=l {ay+bw=0
cx+dz=10 cytdw=1

Como |A| =ad — be no es cero, podemos resolver las incoégnitas x, y, 2 y w de una manera tni-
ca, obteniendo:

d —b

=——Cc _ZC =
ad-bc  |A] ad - bc  |A|

=737, 2

“ad-bc JA]” YT ad-bc [A]

X
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De modo que,

=) C -

En otras palabras, podemos obtener el inverso de una matriz 2 X 2, con determinante no cero,
(i) intercambiando los elementos de la diagonal principal, (ii) tomando el negativo de los otros
elementos, y (iii) dividiendo cada elemento por el determinante de la matriz original. Por ejem-

plo, si
(2 3
A'(4 5)

1 5 -3 -3 4
N ST 2 2
A ’»-2(-4 2) ( 2 —1)
Para los inversos de las matrices invertibles de orden mayor de 2, se puede dar una férmula
analoga, aunque mas complicada.

entonces Al = —2, y asi

9.11 VARIABLES SUBINDIZADAS

Los nombres de datos o variables en programas de computador, discutido enla sec. 5.2, tam-
bién se llaman variables no subindizadas o variables escalares, ya que cada una de tales variables
representa una celda de memoria en la cual se guarda un solo valor. Frecuentemente, uno quie-
re usar el mismo nombre de datos para referirse a un arreglo de valores, mis que a un solo valor.
Esto se puede hacer usando variables subindizadas. Sin embargo, como las instrucciones de
computadores deben ser perforadas (o escritas) en una linea, los “subindices” aparecen en pa-
réntesis, como, por ejemplo,

wW(1), W), W@3),... en lugar de Wi, Wz, Wi, ...

S(l, 1), S(1,2), S(1,3), en lugar de S11s S125 S13y + + -

Usaremos ambas notaciones en nuestros diagramas de flujo.

Al nimero de subindices se le lama dimensién del arreglo o de la variable subindizada.
Asi, la W anterior es un arreglo unidimensional, también llamado arreglo lineal o arreglo vector,
y la variable S es un arreglo bidimensional, también llamado arreglo matriz. La mayoria de las
computadoras pueden manejar arreglos con uno, dos o tres subindices, y algunas de las compu-
tadoras mas grandes aceptan hasta siete subindices. Si la dimension es dos o tres, al primer
subindice de un arreglo se le llama su fila, al segundo su columna, y al tercere (si lo tiene) su
pdgina.

EJEMPLO 9.10 La figura 9.1(a) es el diagrama de flujo de un algoritmo para calcular el peso promedio de 35
estudiantes. Como 1o muestra por la caja de entrada

Lea PESO (J)
d=1a3b

PESO es una variable subindizada que representa las direcciones
PESO (1), PESO (2), PESO (3), . .. PESO (35)

de los campos de datos de entrada. La fig. 9-1(b) da un programa en seudocddigo equivalente.

En general, cuando se usa una variable subindizada en un programa de computador, uno de-
be dar al compilador la siguiente informacion antes de correr realmente el programa.
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1. El nombre de la variable subindizada.

2. El numero de subindices (o sea la dimension del arreglo).

3. Los recorridos de los subindices, que en total determinan el niimero de lugares de me-
moria asignados a la variable,

Cada lenguaje de programacion tiene su propia sintaxis para hacer esto.

Lea PESO (J)
dJ=1a35
l SUMA =0

l
—‘( DoK=lla35 >

SUMA = SUMA + PESO

r
|
|
I
|
L

PROMEDIO = SUMA/35

j lea PESO (5),J=12a35

SUMA=0
/7Escriba PROMEDIO 7 DOK=1a35
SUMA = SUMA + PESO (K)
ENDDO
PROMEDIO = SUMA/35

escriba PROMEDIO
FIN

(@ (®)

Figura 9-1
ALMACEN®G)=0

[Escriba ALMACEN(J) ] Figura 9-2
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EJEMPLO 9.11 Suponga que los datos de ventas dados en la tabla 9-1 se leen en un computador como la ma-
triz 28 X 4 VENTAS. Asi,

VENTAS (J, 1) VENTAS (J,2) VENTAS (J,3) VENTAS (J, 4)

son las ventas semanales en los cuatro departamentos del almacén J-ésimo. Sea ALMACEN (J) las ventas tota-
les semanales en el almacén J-ésimo, y sea CADENA las ventas totales semanales en la cadena. Queremos un
diagrama de flujo que encuentre el arreglo lineal completo ALMACEN y también el valor de CADENA., La fig.
9-2 da tal diagrama de flujo, en donde se usa un ciclo, que calcula las salidas ALMACEN (J). Para encontrar el
arreglo lineal completo ALMACEN, necesitamos entonces ciclos anidados, en donde el ciclo exterior recorre
cada uno de los 28 aimacenes. Tal diagrama de flujo aparece en la fig. 9-3(a), que también usa el ciclo exterior
para calcular el valor CADENA sumando todos los valores en ALMACEN. Observe que la caja de entrada

Lea VENTAS (J, K)
d=1a28
K=1a4

!

CADENA =0

|

- ———— DOJ=1a28>

!

ALMACEN (J) = 0

l

__—>< DoK‘i la4 >

-
|
|
: ALMACEN(J)=ALMACEN(J)+ VENTAS(J+K)
!
L

/escriba ALMACEN (J)]

;

CADENA=CADENA+ALMACEN(J) Lea VENTAS (J.K),J = 1228, K=1a4

CADENA =0
DOJ=1a28
_______ ALMACEN (J) =0
DOK=1a4

ALMACEN() = ALMACEN (J) + VENTAS( +K)

ENDDO
[ escriba CADENA ] Escriba ALMACEN (J)
CADENA = CADENA + ALMACEN

ENDDO
escriba CADENA

(a) (&)
Figura 9-3

e
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lea VENTAS(J, K)
J=1 a 28
K=1 a 4

indica que VENTAS es un arreglo matriz 28 X 4. La fig. 9-3(D) da un programa en seudocodigo equivalente.

Problemas resueltos

VECTORES
91 Seau=(2,—7,1),v=(—38,0,4)yw = (0,5, —8). Encuentre:
(@) u+tv ) v+w (¢) -3u (d) -w
(a) Sume las componentes correspondientes:
utv=2. -7, D+ (30,4 =(2-3,-7+0,1+4)=(-1,~7,5)
(b) Sume las componentes correspondientes:
v+w=(-3,0,4)+(0,5,-8)=(-3+0,0+5,4-8)=(-3,5,-4)
(¢} Multiplique cada componente de u por el escalar —3:
=3u=-312,-7,1)=(-6,21,-3)
(d) Multiplique cada componente de w por —1, o sea cambie el signo de cada componente:

-w=-(0,5-8)=(0.-5,8)

9.2 Con los vectores del problema 9.1, calcule (a) 3u — 4v, (b) 2u + 3v — 5w.
Efectie primero la multiplicacion escalar y luego la adicion vectorial.
(@) 3u-4v=3(2,-7,1)-4(-3,0,4)= (6,-21,3)+ (12,0, -16) = (18, —-21, —13)
(b) 2u+3v-5w=212,-7,1)+3(-3,0,4)-5(0, 5, -8)

= (4,~14,2)+ (9,0, 12) + (0, —25, 40)
=(d=9+0,—14+0—25 2+ 12+ 40) = (=5, -39, 54)

9.3 El producto punto o producto interno de los vectores u = (U, Uy, ..., Uy) y U = (Uy, 0,
..., U,) se denota y de define por

uv=utituvt -+ U,

y la norma (o longitud) de u se denota y se define por

lull= Vu-u=Vui+ui+- - +ul

(Observe que lul > 0; con la igualdad si y sélo si u = 0) Para los vectores del problema
9.1 encuentre:

-

(@) u-vu-wo-w ®) ull, lloll, lwl
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(@) Multiplique las componentes correspondientes y luego sume:
urv=2-(-3)+(-7:0+1:4=-6+0+4=-2
u-w=0-35-8=-43
v w=0+0-32=-32

(b) Tome la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes:

full= V2Z+ 7P+ 2= Va+49+1=V354=3V6
floll= VO+0+16=V25=5
[wh=vV0+25+64=V389

9.4 Encuentrex yysix(1,)+y@2,-1)=(1,4).
Multiplique primero por los escalares x e y y luego sume:
(L, D4y, -1)=(x,x)+ 2y, —y)=(x+2y,x-y)=(1,4)
Dos vectores son iguales s6lo si sus componentes correspondientes son iguales; asi

x+2y=1
x— y=4

Resuelva el sistema de ecuaciones encontrandox =3y y = —1.

ADICION MATRICIAL Y MULTIPLICACION ESCALAR

9.5 Compute:

1 7 _
@(GIDET Y o) 063

(a) Sume los elementos correspondientes:
(1 2 3)+(1 -1 2)_(1+1 2+(-1)) 3+2 )=(2 1 5)
4 5 6/ \0 3 -5/ \4+0 5+3 6+(-5) 4 8
(b) Multiplique cada elemento de la matriz por el escalar —2:
1 7 -2)-1 (-2)-7 -2 —-14
=212 3 )= 22 -¢-3))=|-4 6
0 -1 -=2):0 (-=2)-(-1) 0 2

(¢) Multiplique cada elemento de la matriz por —1, o, equivalentemente, cambie el signos de cada ele-

mento en la matriz:
_(2 -3 8)_(—2 3 —8)
1 -2 -6/ \~-1 2 6

—

9.6 Compute:

G T )2 ) o D)
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Primero efectuamos las multiplicaciones escalares y luego las adiciones matriciales:
2 -5 1 1 -2 -3 0 1 -2
3(3 0 ~4)_2(0 -1 5)”(0 -1 —1)
_ (6 -15 3)+ (—2 4 6)+ (0 4 —8)
“\9 0 -12 0 2 -10/ \4 -4 -4
_(6+(—2)+0 ~15+4+4 3+6+(-8) )=(4 -7 1)
TN 94044 0424(-4) -2+ (-10)+(-4) 13 -2 -26

MULTIPLICACION MATRICIAL

9.7 Sea (r X s) una matriz r X s. Encuentre los tamafios de aquellas matrices cuyos produc-
tos estan definidos:

(a) (2x3)(3x4) () (1x2)(3x1) () (4x4)(3x3)
() @x1)(1x2) (d) (5x2)2x3) (f) 2x2)2x4)

En cada caso su producto se define cuando los nimeros intermedios son iguales, y entonces el pro-
ducto tendra el tamafio de los nimeros exteriores en el orden dado.

(a) 2x4 (¢) (¢) nodefinido (e} (e) no definido
(b) 4x2 (d) 5x3 (f) 2x4

9.8 Sea

2 —1
A= 1 o B=(; "i _(5))
-3 4
Encuentre AB.

Aes3X 2y Bes2X 3, de modo que el producto AB esta definido y es una matriz 3 X 3. Para
obtener la primera fila de la matriz producto AB, multiplique la primera fila de A por las columnas de
B, en secuencia:

z; —(1) (1 - _5)= 2-3 —4-4 -10+0) (-1 -8 -10
3 43 4 o)

Para obtener la segunda fila de la matriz producto AB, multiplique la segunda fila de A por las colum-
nas de B, en secuencia:

2 1Ny, e [ 8 -0 -1 -8 -10
1 0( )= 140 —240 -s+0)={ 1 -2 =5
o s a0

Para obtener la tercera fila de la matriz producto AB, multiplique la tercera fila de A por las columnas
de B, en secuencia:

2 -1 1 -8 -10 1 -8 -10
1 0 (; 'i "5))= 1 2 =s5)=l 1 2 -5
-3 4 ~3+12 6+16 15+0 9 2 15

-1 -8 -10
AB={ 1 -2 -5 -
9 22 15
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9.9 Sea
1 -4 0 1
A=<:f “(; _2) B=(2 -1 3 -1
: 4 0 -2 0

(a) Determine el tamafio de AB. (b) Sea ¢;; el elemento en la filai y la columna j de la
matriz producto AB, o sea, AB = (¢;;). Encuentre: ¢;3, ¢14, €21, Cia-

() ComoAes2X 3yBes3X4,el producto AB es una matriz 2 X 4.

(b) c;; se define ahora como el producto de la fila i de A y la columnaj de B. Asi:

0
Cz)=(1.0,—3)( 3>=1-0+0‘3+(—3)'(—2)=0+0+6=6
-2
1

cre=(2,-1,0) —1)=2~1+(~1)‘(—1)+0~0=2+1+0=3
0

1
(‘2|=(1.0,—3)(2)=1‘1+0'2+(—3)'4= 140-12=~11
4

-4
ci2=(2,-1,0) —1>=2-(—4)+(—1)~(—1)+0-0= -84+140=-7
0

9.10 Calcule:

@ (536 -) @ (s @ ey

1 6\/ 2 1
® (5 9() @ (5)3.2
(a) El primer factor es 2 X 2 y el segundo es 2 X 2, de modo que el producto esta definido, y es una
matriz 2 X 2:

(39 (5005 S r)-(3 )

(b) El primer factor es 2 X 2y el segundo es 2 X 1, de modo que el producto esta definido, y es una

matriz 2 X 1:
(5 )= (557505 - ()

(¢) Ahora el primer factor es 2 X 1y el segundo es 2 X 2. Como los niimeros intermedios 1y 2 son
diferentes, el producto no esta definido.

(d) En este caso el primer factor es 2 X 1y el segundo es 1 X 2, de modo que el producto esta defini-
do, y es una matriz 2 X 2:

(e2-(3 62)-(s 22)

(e) El primer factor es 1 X 2 y el segundo es 2 X 1, de modo que el producto esta definido y es una
matriz 1 X 1, que, frecuentemente, escribimos como un escalar.

@-D_g)= @ D+ED 6= ®) =8
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9.11 La transpuesta de una matriz A, escrito AT, es la matriz obtenida al escribir las filas de
A, en orden, como columnas. O sea, si A = (a;;), entonces B = (b;;) es la transpuesta de
A si by; = a;; para todo iy j. (Observe que si A es una matriz m X n, entonces AT es una

matriz n X m.) Si
/1 20
A‘(s -1 4)

encuentre: (a) A7, (b) AAT, (c) ATA.

(a) Para obtener A7, escriba las filas de A como columnas:

1 3
AT=[2 -1
0 4

1 3
(1 20 (14440 3-240\_/5 1
®) AAT‘(3 -1 4)((2) i)”(3—2+0 9+1+16)’(1 26)
1 3 1+9 2-3 0+12 10 -1 12
() ata=[2 -1)(3 2 g)= 2-3 4+1 0-4 |=[-1 5 -4
0 4 0+12 0-4 0+16 12 -4 16
MATRICES CUADRADAS
9.12 Sea

A

1 2
(4 —3>
Encuentre: (a) A% (b) A% (¢) f(A), en donde f(x) = 2x*—4x + 5. (d) Muestre que A es un
cero del polinomio g(X)= X?+2X ~ 111

P
(G s Erw(E W)
R

1-9+2-(-8)

=(4~9+ -3)-(-8) AR )

4-(-4) + (-3)-17 =(:3(7) —2(7))

(¢) Para encontrar f(A), primero substituya en el polinomio dado f(x) = 2x> —4x + 5, x> por A%, x

por A, y la constante 5 por 5I:
30 1 2 10
)4 3) (o 1)

Luego multiplique cada matriz por su escalar respectivo:

)t (s 276 3)

Por ultimo, sume los elementos correspondientes de las matrices:

-7

f(A)=2A’—4A+SI=2<6O

= (i

fr=(

-14-4+5
120~ 16+0

52

-117

60-8+0 )
-134+12+5

_ (—13
~\104

)
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(d) Lamatriz A es un cero de g(X) si la matriz g(A) es la matriz nula. Tenemos:

9 -4 1 2 10
A)= 2+ - = ( ) ( )_ ( )
g(A)=A’+2A - 111 8 17 +2 4 -3 11 0 1

Luego multiplique cada matriz por el escalar que la precede:
(9 A, 2 4, 11 0
8(4)= (—8 ) (s o)+ (7o -11)
Por ltimo, sume los elementos correspondientes en las matrices:

(A)_(9+2—11 —4+4+0)_(o 0)
gA=_g+8+0 17-6-11/" V0 o

Como g(A) = 0, A es un cero del polinomio g(X).

9.13 Calcule el determinante de cada matriz:
@GS @ (5D © ("0 @ (L)

“ |i _§|=3‘5—(—2)'4=15+8=23

(b) —(1] Z'=’1'4‘6'°=*4

() a;b aib‘z(a—b)(a+b)—b-b=a2—b2—b2=a2—2b2
(d) a;b aiblz(a—-b)(a+b)—a-a=az—b2-—az=—b2

9.14 Encuentre el determinante de cada matriz:

1 2 3 4 -1 -2 2 -3 4
(@) {4 -2 3) by (o 2 -3 (c) 1 2 -3
0 5 -1 5 2 1 -1 -2 5

(Sugerencia: Use el diagrama en la sec. 9.9)

1 2 3
(a) 4 -2 3|=240+60-0-15+8=55
0 5 -1
4 -1 -2
() 0 2 -3 [=8+15+0+20+24+0=67
5 2 1
2 -3 4
(©) 1 2 -3|=20-9-8+8-12+15=14
-1 -2 5

9.15 Encuentre el inverso de
(3 5
2 3)
Método 1.

Buscamos escalares x, y, z y w para los cuales

(3 5)<x y)=<l 0) (3x+52 3y + 5w _(1 0
2 3\z w/T Vo 1 ° 2x + 3z 2y+3w)_ ) 1)

[CAP. 9
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o que satisfagan

{3x+52=l {3y+5w=0
2x+32z=0 2y +3w=1

Para resolver el primer sistema, multiplicamos la primera ecuacion por 2 y la segunda ecuacion por —3,
y luego sumamos:

2 X laprimera: 6x+10z=2
—3 X lasegunda: ~6x- 9z =0

Suma: z=2
Substituya z = 2 en la primera ecuacién para obtener
3x +5:.2=1 o 3x+10=1 o 3x=-9 o x=-3

Para resolver el segundo sistema, muiltiplique la primera ecuacion por 2 y la segunda ecuacion por —3, y

luego sume:
2la primera: 6y +10w= 0
— 3lasegunda: -6y- 9w=-3
Suma: w=-3
Substituya w = —3 en la primera ecuacion para obtener

3y +5-(-3)=0 o 3y-15=0 o 3y=15 o y=S5

(—3 5
2 —3)
Método 2.

Usamos la formula general para el inverso de una matriz 2 X 2. Primero encuentre el determinante
de la matriz dada:

Asi, el inverso de la matriz dada es

35
|2 3 =3-3-2:-5=9-10=-1

Intercambie ahora los elementos de la diagonal principal de la matriz dada y tome el negativo de los
otros elementos para obtener
(273
-2 3

Por altimo, divida cada elemento de esta matriz por el determinante de la matriz dada, o sea, por —1:
5 )
2 -3
Esta matriz es el inverso pedido.

VARIABLES SUBINDIZADAS

9.16 Determine las dimensiones y el nimero de elementos en los arreglos que sean definidos
por las cajas de entrada:

() (@)

Lea B(J, K, L)
J— 1a6 Lea N, A;,
Lea PRUEBA (.j = 1a8 / Lea NOMBRE, TASA,/ [ J = 1aN.
J=1a86 L-1a4 HORAS K=1laN+1
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() PRUEBA es un arreglo lineal (uni-dimensional) con 86 elementos.

(b) B esun arreglo tridimensional 6 X 8 X 4. Asi, B contiene (6) (8) (4) = 192 elementos.

(c) Las variables NOMBRE, TASA, y HORAS no son arreglos.

(d) A es un arreglo bidimensional N X (N + 1). Por lo tanto tiene N(N + 1) = N> + N elementos.
Observe que se lee un valor para N antes de leer los valores para A.

9.17 Determine la salida para cada diagrama de flujo de la fig. 9-4.

DodJ=1ab A=1
A2:1
Ayj=2J+1
By=J* ~=( DoM=32al0

Ay = Ay 2+ Am

-—————q

r —_——
|
I Ag = Ak + 2Bk "
escriba Ay,
[ Br = Be+ Ax / L-1a10 /
L__._.<:>
escriba Ay, By
J=1a5
(a) b)
Figura 9-4
(a) El primer ciclo DO asigna:
Ai=2-1+1=3 B;=1*=1 Ay=2:4+1=9  B,=4'=16
A;=2-2+1=5 B,=2=4 As=2:-5+1=11, Bs=5*=25
A3=2:3+1=7 B;=3=9
El segundo ciclo DO asigna:
A=A +2B,=3+2-1=5 Bi=B,+A=1+5=6
Ay=A3+2B;=7 +2-9=25 B:i=B:+A;=9+25=34
As=As+2Bs= 1 + 2:25=61 Bs=Bs+ As=25+61=86

La salida es: A, B, A2, B, ..., As, Bs; o sea,

5, 6, S, 4, 25, 34, 9, 16, 61, 86
(b) A=1y A =1,y cada término subsiguiente es la suma de los dos términos precedentes; o sea,
As=A+A;=1+1=2 A=A+ A;=1+2=3 As=A;+A;=2+3=5

Asi,lasalidaes: 1,1, 2, 3, 5, 8,13, 21, 34, 55 (los primeros diez términos de la sucesion de
Fibonacci).
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9.18 Treinta y cinco estudiantes toman un examen en el que las calificaciones van de 0 a 100.
(a) Dibuje un diagrama de flujo que lee las calificaciones en un arreglo S y que encuentra
el niimero PIERDEN de calificaciones menores que 60 y el nimero PERFECTO de cali-
ficaciones 100. (b) Escriba un programa en seudocodigo.

(a) El diagrama de flujo se muestra en la fig. 9-5. Observe que la caja de entrada

LeaSK
K=1a35

almacena en el arreglo S las calificaciones. El ciclo verifica cada calificacion para ver si es menor
que 60, en cuyo caso PIERDEN es incrementado en uno, o si es igual a 100, en cuyo caso PER-
FECTO es incrementado en uno.

(®) leaSg,K=12a35
PIERDEN = 0
PERFECTO = 0
DOK = 1a35
IF S < 60 THEN
PIERDEN = PIERDEN + 1
ELSEIF Sg = 100 THEN
PERFECTO = PERFECTO + 1
ENDIF
ENDDO
escriba PIERDEN, PERFECTO
FIN

Lea S
K=1a35

!

PIERDEN = 0
PERFECTO = 0

{ PIERDEN = PIERDEN + 1

PERFECTO=PERFECTO+1

Escrlba PIERDEN, PERFECTO

m Figura 9-5
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9.19 Considere la lista de los diez numerso diferentes:
8, 6, 11, 14, 5, 10, 3, 2, 12, 7

El niimero menor 2, aparece en la posicién L = 8. Intercambiando este nimero con el
primer nimero nos da la nueva lista

2, 6, 11, 14, 5, 10, 3, 8, 12, 7

(a) Dibuje un diagrama de flujo de un algoritmo que, para un arreglo lineal arbitrario 4,,
A,, ..., Ay, encuentre la posicion L del nimero mis pequefio en el arreglo, y luego in-
tercambie este nimero, A;, con el primer nimero, 4,. (b) ;CoOmo funcionaria este
algoritmo si se aplica a la lista anterior de 10 niimeros?

(a) La figura 9-6 da eldiagrama de flujo.Observe que primero leemos el valor de N y luego leemos los N
nimeros en el arreglo A. Designamos por PEQUERNO el nimero menor en cada momento y L su
posicién. Asi, primero asignamos PEQUENO = A; y L = 1. Usando un ciclo para K= 2 a N,
examinamos cada A, y lo comparamos con PEQUERNO. Si algin Ay es menor que PEQUERNO,
reasignamos PEQUENO = Ay y L = K. Después del tltimo paso en el cicto, PEQUENO conten-
dra el nimero menor y L su posicion. Luego intercambiamos A; y A,.

(b) El algoritmo primero asigna PEQUERO = 8y L = 1. La fig. 9-7 muestra los valores de PEQUENO
y L después de ejecutar el ciclo para el valor dado de Ky A,. Observe que el valor de PEQUENO
disminuye para K = 2, 5, 7, 8, o sea, cuando Ay es menor que el valor precedente de PEQUENO.
El valor final PEQUERO = 2, es el nimero menor en la lista y esta en la octava posicion. El algo-
ritmo intercambia entonces los elementos primero y octavo para obtener la lista deseada.

Lea N, A3
J=1aN

l

PEQUERNO = A,
L=1

PEQUENO = Ag
L=K

K Ax | Pequeiio L

Inicial 8 1

Intercambie 2 6 6 2
AL= A 31 n 6 2
l 4 14 6 2

S 5 5 5

Escriba Ay ;’ 10 g 5
A
9 12 2 8

10 7 2 8

Figura 9-6 Figura 9-7
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Problemas suplementarios
VECTORES

920 Sea u=(2, -1, 0,-3),v=(, -1, ~-1,3) y w=(1, 3, -2, 2). Encuentre (a) 3u, (b) u+v,
(c) 2u—3v, (d) Su—3v—4w, (e) —u+2v-2w.

9.21  Calcule lo siguiente, en donde u, v, y w son los vectores del problema 9.20. (Véase el problema 9.3.)

(@) v-v b)) u-w () w-o (@) [full ) ol )y Iwl

9.22 Encuentrex e y,si (a) (x,x +y)=(y —2,6), (b) x(3.2) = 2(y, —1).

OPERACIONES MATRICIALES
En los problemas 9.23, 9.24,y 9.25,

2 -3 0 1 2
I -1 2 4 0 -3
A”(o 3 4) B“(—l -2 3) C‘(S -l 2) D”(_l)
0 3
9.23 Encuentre (a) A+ B, (b)) A+ C, (¢)3A-4B.

9.24 Encuentre (a) AB, (b) AC. (¢) AD. (d) BC, (¢) BD, (f) CD.

9.25 Encuentre (a) A7, (b) ATC, (c) DTA”, (d) BTA, (¢) D™D, (f) DD". (Véase el problema 9.11)

MATRICES CUADRADAS

9.26 Sea A= G _f),(a) Encuentre A2 y A%, (b) Si f(x)= x>-3x*- 2x + 4, encuentre f(A).
(¢) Si g(x)= x"~ x -8, encuentre g(A)

927 Sea B= (i ;) (a) Encuentre f(B) en donde f(x)=2x’—4x+3. (b) Encuentre un vector columna
u no nulo, tal que Bu = 6u.

9.28 Las matrices A y B se dice que conmutan si AB = BA. Encuentre todas las matrices que conmutan con
(o )
0 1
1 2 n
929 Sea A=(0 l)‘ Encuentre A"
9.30 Encuentre el determinante de cada matriz:
25 6 1 4 -5 1 0 -2 8 4 9
@ G)eG) o0f3)el)e S o)

9.31 Encuentre el determinante de cada matriz

2 1 1 3 -2 -4 -2 -1 & 7 6
@ |0 5 2}, »l2 5 -1} © 6 -3 2} @11 2
1 -3 4 0 6 1 4 1 2 3 -2

9.32 Encuenire el inverso de cada matriz:

@G o7 )
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VARIABLES SUBINDIZADAS

9.33

9.34
9.35

9.36

9.37

9.38

9.39

Determine las dimensiones y los niimeros de elementos en los arreglos que resulten definidos por las si-
guientes cajas de entrada:

Lea HORAS (J, K, L) © Lea N, NOMBRE (K)
J=1a24 K=1aN
(a) K=1a5
L=1a52
Lea CIUDAD, MEDICOS, Lea ESTUDIANTE (K),
) ABOGADOS (@) PRUEBA (K, L)

K=1a36L=1a4

Determine la salida de cada diagrama de flujo en la fig. 9-8.

Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo que lea 25 niimeros enteros positi-
vos, y determine si dos cualesquiera de ellos suman 25.

Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo que lea 25 enteros positivos diferen-
tes, y encuentre el segundo mayor de ellos y su posicidén.

Escriba un programa en seudocoddigo que continile el algoritmo del problema 9.19 hasta que todos los
nameros Ay, As, ..., Ay queden en orden ascendente (esto se llama ordenamiento por seleccion.).

Una cadena de almacenes tiene 12 almacenes (numerados de 1 a 12), y cada almacén tiene los mismos
14 departamentos (numerados de 1a 14). Las ventas diarias en cada departamento en cada almacén se
envian cada semana a la oficina principal de la cadena, y los datos se guardan en un arreglo VENTAS
12 X 14 X 7. Dibuje un diagrama de flujo o escriba un programa en seudocodigo que encuentre (a) las
ventas diarias de la cadena, (b) las ventas semanales de cada almacén, (c) las ventas semanales de cada
departamento, (d) las ventas semanales totales de la cadena.

Un estudiante escribe 6 trabajos (calificados de 0 a 100). Su nota final es el promedio de los 5 mejores
trabajos. Dibuje un diagrama de flujo o eseriba un programa en seudocodigo que lea las notas de los 6

trabajos y determine la nota final.
l— DoK=1a#6 —_—— DoL=1a3

| Xk=K+3 AL=L+1

I YK=K2+1

S—_— :
|

r | [om

|
I X=X +Yo b — -
' Y. = XL+3
T e
e — -
/ escriba Ay /

/ escriba X,, Y, M=1a3

@ J=1a6 () Figura 9-8
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9.20

9.21

9.22

9.23

9.24

9.25

9.26

9.27

9.28

9.29

9.30

9.31

9.32

9.33

9.34
9.35

Respuestas a los problemas suplementarios

(@) 3u=(6,-3,0,-9) (¢) 2u-3v=(1,1,3,-15) (&) —u+2w-2w=(-2,-7,2,5)
®) utov=(3,-2-1,0 (d) Su-3v-aw=(3,-14,11,-32)

(@) -6, (b) -7, (¢) 6, (d) V14, (¢) V12=2V3, (f) VI8=3V2

(@x=2,y=4,(b)yx=-1,y=-3/2

(a)(_f —: ";),(b) No definida (c) (‘13 ‘lg 13)

(a) No definida (© (g) © (—;)

®) (-1? :§ - 12) ) (_:; 2 'i) (/) No definida
10

(a) (—1 3) ©) 9.9 () 14
2 4

4 -7 4 4 -2 6
(b) No definida () 0 -6 -8 " (-2 1 -3
-3 12 6

@ a=(9 D 4= @ m=( ) © e@=(] o)
@ /3=y ) © u=(3) =0

Sdlo las matrices de la forma (8 Z ) conmutan conr(é i)

we

(a) —18. (b) —15.(c) 8. (d) 1, (e) 44, (/) =57

(a) 21, (b) ~11, (c) 102, (d) 0

@ (573 o ()

(o) Tridimensional, 6240 elementos.

(b) No son arreglos.

(¢) NOMBRE es un arreglo lineal con N elementos.

(d) ESTUDIANTE es un arreglo lineal con 36 elementos; PRUEBA es un arreglo bidimensional con
144 elementos.

(a)6,9,5,5, 16,19, 7,17, 34, 37,9, 36; (b) 8, 13, 13

leaNg, K=1a 25
DOJ=1a 24
DOL=J+1a 25
IF Ny + N = 25 THEN
escriba Ny, N
ENDIF
ENDDO
ENDDO -
FIN
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9.36 lea N, K=12a 25
IF N, <N, THEN

PRIMERO = N;

Ll=1

SEGUNDO = N,

L2=2

ELSE

PRIMERO = N,

Li=2

SEGUNDO = N,

L2=1

ENDIF
DOJ=3a 25

IF PRIMERO < N; THEN
SEGUNDO = PRIMERO
L2=L1
PRIMERO = N;
L1=]

ELSEIF SEGUNDO < N; THEN
SEGUNDO = N;
12=1

ENDIF

ENDDO
escriba SEGUNDO L2
FIN

937 leaNA,J=1aN
DOM=1a N-1
PEQUERO = Am
L=M
DOK=M+1aN
IF Ax < PEQUENO THEN

PEQUERO = Ak
L=K
ENDIF
ENDDO
intercambie AL 'y Am
ENDDO
escribaAy,J=1a N
FIN»

(Observe que lalinea 11 es una macroinstruccion.)

9.38 lea VENTAS(I,JK),I=12a 12,J=1a 14 K=1a 7
(a) DOM=1a7
DIARIO(M)=0
DOI=1a 12
DOJ=1a 14
DIARIO(M) = DIARIO (M) + VENTAS(I,J.M)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
escriba DIARIOM),M=1a 7
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(b)) DOM=1a 12
ALMACEN M) =0
DOJ=1a14
DOK=1a"7
ALMACEN (M) = ALMACEN(M) +VENTAS(M,},K)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
escriba ALMACEN(M), M=1a 14
(c) DOM=1a 14
DEPT(M) = 0
DOI=1a 12
DOK=1a 14
DEPT(M) = DEPT(M)+ VENTAS(I,M,K)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
escribaDEPT(M), M=1 a 14
(d) CADENA=0
DOM=1a7
CADENA + CADENA + DIARIO (M)
ENDDO
escriba CADENA
FIN

9.39 1leaNOTA,J=1a6
Encuentre SUMA de NOTAS
Encuentre PEQUENO, la nota mas baja
FINAL = (SUMA — PEQUERNO)/5
escriba FINAL
FIN (Observe las dos macroinstrucciones.)
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Ecuaciones lineales

10.1 ECUACIONES LINEALES EN UNA INCOGNITA

Una ecuacién lineal en una incognita, x, siempre se puede simplificar expresandola en for-
ma estiandar ax = b, en donde a y b son constantes. Sia # 0, esta ecuacion tiene una solucion
Gnica

b
X ==
a
EJEMPLO 10.1
(a) Considere las ecuaciones lineales
@) 5x=10 (ii) 3x =27 (iii) 2x =9 (iv) 4x =22
Las soluciones son las siguientes:
G)x=%,ox=2 mnx=g
(ii)x=2—§7,ox=9 (iv)x=2712—,ox=]—21

(b) Considere la ecuacion lineal
9x —4-2x=5x+15-3
Simplificando ambos lados se obtiene
Tx—4=5x+12

Sumando 4 a ambos lados se obtiene

Tx=5x+16
Substrayendo 5x de ambos lados se obtiene

2x =16

que esta ahora en forma estindar. La solucion es

x=3=8

10.2 ECUACIONES LINEALES EN DOS INCOGNITAS
Una ecuacidn lineal en dos incognitas, x e y, se puede expresar en la forma
ax+by=c

en donde a, b, ¢ son numeros reales. También suponemos que no son ambos cero. Una solu-
cién de la ecuacién consiste en un par de nimeros, u = (k;, k,), que satisface la ecuacion; o
sea, es tal que

ak|+ bk2=C

Las soluciones de la ecuacidén se pueden encontrar asignando valores arbitrarios a x y despejan-
do y (o viceversa).

236
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EJEMPLO 10.2 Considere la ecuacion
2x+y=4
Si substituimos x = —2 en la ecuaci6n, obtenemos
2-(-2)+y=4 o -4+y=4 o y=8
Asi (—2, 8) es una solucion. Si substituimos x = 3 en la ecuacion, obtenemos
2:3+y=4 o 6+y=4 o y=-2

Asi (3, —2) es una solucién. En la fig. 10-1(a) se da una lista de seis valores posibles para x y los correspon-
dientes valores para y; estas son seis soluciones de la ecuacion.

x ¥
~2 8
-1 6
0 4
1 2 =
2 0 4 (3, -2)
3 -2
(a) (b) Graficade2x+y = 4

Figura 10-1

Recuerde del ejemplo 6.9(a) que cualquier solucion u = (ky, k,) de la ecuacion lineal
ax tby=c

determina un punto en el plano cartesiano R>. Como a y b no son ambos cero, las soluciones u
corresponden precisamente a los puntos en una recta (de aqui el nombre “ecuacion lineal”).

Por ejemplo, las seis soluciones de la ecuacidén 2x + y = 4, que aparecen en la fig. 10-1(a), han
sido representadas graficamente en la fig. 10-1(b). Observe que todas estan en la misma recta,
la grdfica de la ecuacion.

10.3 SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS
Considere ahora un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas x e y:

ax+by=c
ax + bzy =C (101)

Supongamos, una vez mas, que a; y b, no son ambos cero, y que a, y b, no son ambos cero,
Una pareja de nimeros que satisfacen ambas ecuaciones se llama solucion simultdnea de las
ecuaciones dadas o una solucién del sistema de ecuaciones. Hay tres casos, que pueden ser
descritos geométricamente,

(1) El sistema tiene exactamente una solucién. En este caso, las graficas de las ecuaciones li-
neales se intersectan en un punto, como en la fig. 10-2(a).

(2) El sistema no tiene soluciones. En este caso, las grificas de las ecuaciones lineales sori para-
lelas, como en la fig. 10-2(b).
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(3) El sistema tiene un niimero infinito de soluciones. En este caso, las graficas de las ecuacio-
nes lineales coinciden, como en la fig. 10-2(c).

(a) (b) (©
Figura 10-2

Los casos especiales (2) y (3) solamente pueden ocurrir cuando los coeficientes de x e y en
las dos ecuaciones lineales son proporcionales:

a, b]
as b2

a_b

az—bz =0

O sea

Especificamente, el sistema tiene un nimero infinito de soluciones cuando los coeficientes y
los términos constantes son proporcionales,

a_b_a

a; bz C2
pero no tiene soluciéon cuando

a_b_a

a;, by o

A no ser que se diga o se implique otra cosa, vamos a suponer que el determinante de los coe-
ficientes no se anula, de tal manera que estamos tratando el caso (1).

La solucidn del sistema (10.1) se puede obtener mediante el proceso llamado de elimina-
cion, por el cual se reduce el sistema a una sola solucion con una incognita. Esto se logra con
los dos pasos siguientes:

PASO 1: Multiplique las dos ecuaciones por dos nimeros tales, que los coeficientes resultantes
de una de las incognitas (cominmente x) sean inversos aditivos entre si.

PASO 2: Sume las dos ecuaciones que se obtuvieron en el paso 1.

El resultado del paso 2 es una ecuacion lineal de una incognita (generalmente y). Esta ecua-
cion se puede resolver para aquella incognita, y la solucién se puede substituir en una de las
ecuaciones originales para obtener el valor de la otra incognita.

EJEMPLO 10.3 Considere el sistema

(1) 3x+2y=8
2y 2x-5y=-1



CAP. 10] ECUACIONES LINEALES 239

Multiplicamos (1) por 2 y (2) por —3 y luego sumemos.

2x (1) 6xt+ 4y =16
=3x(2). —-6x+15y= 3

Suma: 19y =19
Asi, obtenemos una ecuacion con solamente y. Despejamos y para obtener
y=1
Luego substituimos y = 1 en (1) para obtener
3x +2-1=8 [} 3x+2=8 o 3x=6 o x

1
o

Asi, x = 2, y = 1 es la solucion Gnica del sistema.

10.4 SISTEMA DE n ECUACIONES CON n INCOGNITAS
Consideramos el sistema
anx;+ apxy;t -+ aux, = b
anxi+ anx;t -+ anX, = by
........................ (10.2)
A X1+ AuaXa+ -t AppXy = by
en donde los aij, b; son niimeros reales. Al nimero a; se le llama coeficiente de x; en la i-ésima

ecuacién y al numero b; se le llama constante de la i-ésima ecuacion. Se llama solucién del sis-
tema a una lista de valores de las incognitas,

Xlzkl,Xz:kz,...,X,lzk"

o, en forma equivalente, a una lista de n nimeros, u = (ky, ks, ..., k,), si al substituir x; por k;
el lado izquierdo de cada ecuacion resulta en efecto igual al lado derecho.
El sistema (10.2) es equivalente a la ecuacién matricial

a, Qap ... Qi Xy bl
a; dp ... dp X2 b2
............... N s (103)
Gyl Quy ... G X» b,

o, sencillamente, AX = B, en donde 4 = (a;)), X = (x;), y B = (b;). O sea, toda solucién de
(10.2) es una solucidn de (10.3), y viceversa. La matriz A se llama matriz de coeficientes del
sistema (10.2), y la matriz

ap  ap ay, b,
a, axn a,, b,
a,i An) Qun bn

se llama matriz aumentada del sistema (10.2). Observe que el sistema (10.2) queda completa-
mente determinado por su matriz aumentada.

EJEMPLO 10.4 Considere el sistema

x+2y— 2=8 1 2 -1\ /x 8
2x+3y+ z=5 o 2 3 1)yl=15 -~
x=-2y-32=6 1 -2 -3/\: 6
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La matriz aumentada del sistema es

1 2 -1 8
2 3 15
1 -2 -3 6

Observamos que uno almacena un sistema en el computador por medio de su matriz aumentada.

Afirmamos que x = 1,y = 2, 2 = —3, o u = (1, 2, —3), es una solucion de este sistema. Esto se verifica
substituyendo los valores de las incognitas en cada una de las ecuaciones,
1+2-2-(-3)=38 2.1+ 3:2+(-3)=5 1-2:-2-3-3)=6
y obteniendo enunciados verdaderos. Por otra parte,x =6,y = —1,2=—4, ov = (6, —1, 4), no es una solu-

cion del sistema, porque una prueba de la tercera ecuacion da
6-2(=2)-3(-4)#6
Al igual que (10.1), (10.2) tiene una Gnica solucion, siempre y cuando {41+ 0. En la sec.
10.5, demostramos co6mo hallar esta solucién para un caso importante especial de (10.2). Lue-

go, en la sec. 10.6, demostraremos como reducir el sistema general (10.2) al caso especial ya
resuelto.

10.5 SOLUCION DE UN SISTEMA TRIANGULAR

En el caso especial en que g;; = 0 parai > j, (10.2) asume la forma triangular
ApXyF Qupxgd oo +al‘n_1xn_l+al"x”=bl

ApXat oo + Qo1 Xno1 T A2adn = by

10.4
an—l‘n—an42+ Ap-2n-1Xn-1 + An-2nXn = bn—2 ( )
Ay-1n-1Xn-1 + An-inXn = bn‘\

QX = b,

En este caso, IAl = @y, a5, ... a,,; consecuentemente, si ninguna de las entradas diagonales a;,,
@y, ..., @,, €s cero, el sistema tiene una solucién unica.

Obtenemos esta solucidn por la técnica de substitucion de para atrds. Primero, resolvemos
la Gltima ecuacion para la Gltima incognita, x,,:

X, = —
App

En segundo lugar, substituimos x,, por este valor en la pentltima ecuacidén y la resolvemos para
la pentltima incognita, x, —:
bn—l - an—],n(bn/ann)

Xp-1=
" An-1,n-1

En tercer lugar, substituimos x,, y x,, —,; por estos valores en la antepeniltima ecuacion y la
resolvemos para la peniltima incognita, x,, — ,:
— bn—2 - (a n—2,n—1/a n—l,n—l)[bn—l - an-an(bn/arm)] — (an—Z,n/ann )bn

An-2n-2

Xn-2

En general, determinamos x, substituyendo por los valores previamente obtenidos de x,,
X, —1,..., %+ e€nlak-ésima ecuacion:

bk - 2 AxmXm
- m=k+1
Xy = R — (10.5)

Este proceso termina cuando hayamos determinado la primera incognita, x, .
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Un diagrama de flujo del algoritmo de substitucidon de para atras se da en la fig. 10-3. El
sistema (10.4) se almacena en el computador como A, un arreglo matriz N X (N + 1), 1a matriz
aumentada del sistema. Asi, las constantes b; y b,,..., b, se almacenan respectivamente co-
mo Ainets Aanets - - -5 Anne1. Observe que el diagrama de flujo tiene un ciclo dentro de otro.
El ciclo interior, que representamos como un ciclo DO, se usa para calcular la sumatoria que
aparece en (10.5). El ciclo exterior evallla entonces X, en funcion de esta suma.

Xn = ANn-1/ANN

Es si
K=1? Escriba X

( Pare ’
K=K-1

SUMA =0

SUMA =SUMA + Akm x Xu

Xk = (AkN-1— SUMA)/AK,K

Figura 10-3 -
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10.6 ELIMINACION GAUSIANA

La eliminacién gausiana, uno de los métodos mas antiguos y frecuentemente usados para
encontrar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales, consta de dos partes. La primera
parte consiste en una triangulacion del sistema, paso por paso, de tal manera que al final este
queda en forma triangular; la segunda parte consiste en resolver el sistema triangular por substi-
tucién de para atrds, como se estudid en la sec. 10.5. Ilustramos este método con un ejemplo
especifico, y luego discutimos el método en general.

EJEMPLO 10.5 Considere el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

&\ x—3y-2z= 6
€y 2x—-4y+2z=18
€y —3x+8y+9z=-9

La primera etapa para reducir el sistema a forma triangular es eliminar la primera incognita, x, de las ecuacio-
nes segunda y tercera, €.y %,. Esto se puede lograr sumando un miltiplo adecuado de &, a &, , obteniéndo-
se una nueva segunda ecuacion sin x, y luego sumando un multiplo adecuado de %, a %, , obteniéndose asi
una nueva tercera ecuacion sin x. El multiplicador en el primer caso es —2, el negativo del cociente de los
coeficientes de x en %, y €, ; en el segundo caso es 3, el negativo del cociente de los coeficientesde x en €, y

&, . Asi tenemos:

-2x & —2x+6y+dz=-12 3x&: 3x-9y-6z2= 18
€ 2x—dy+2z= 18 % —3x+8y+9z=-9
nueva &z 2y+6z= 6 nueva &s: - y+3z= 9

y el sistema original se reduce al sistema

€. x—3y—-22=6

€2 2y +62=6

&s: - y+3z=9
La segunda etapa es eliminar la segunda incognita, y, de la (nueva) & , usando solamente (las nuevas) €, y
&, . Especificamente, multiplicamos %, por 1/2 y luego lo sumamos a &;:

IX%:  y+3z= 3
&: —y+3z= 9
nueva &;: 62 =12

Asi, nuestro sistema se reduce al sistema
€ x—-3y-2z= 6
€2 2y+62= 6
&s: 6z =12

que esta en forma triangular.

Resolviendo por substitucion de para atras, obtenemosx =1,y =—3, 2 = 2.

En la primera etapa del algoritmo, el coeficiente de x en la primera ecuacion, &, , se llama pivote, y en el
segundo paso del algoritmo, el coeficiente de y en la segunda ecuacion, %, , es el pivote. Claramente, el algorit-
mo no puede funcionar si uno de los pivotes es cero. En tal caso, uno debe intercambiar ecuaciones de tal
manera que un pivote no sea cero. De hecho, si uno usa un computador para resolver el sistema, entonces se
obtiene la mayor exactitud cuando el pivote es tan grande en valor absoluto como sea posible. Asi, por ejem-

plo, uno intercambiaria €, y €, en el sistema original anterior antes de eliminar a x de las ecuaciones segunda
y tercera.

Considere el sistema general de n ecuaciones, 4, , &,,..., €, , con n incognitas, x,, x,, ...
X,, tal como se da en (10.2). En la primera etapa del algoritmo de eliminacion gausiana redu-
cimos el sistema a la forma

anx;+ apx,+ (113X3+ et AgX, = b1
ApXs+ Apxs+ <o+ Aax, = by
(10.6)

AuaXz ¥ Qp3X3t -0 -+ QX = b,
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o sea, eliminamos x, de las ecuaciones &;, %;, ..., €,. (Claramente, los g;;, b; en (10.6) no tie-
nen que ser los mismos en (10.2).) Esta primera etapa se puede lograr con los dos pasos si-
guientes:

PASO 1. Encuentre la ecuacion &, de (10.2), tal que el coeficiente de x, tenga el mayor coefi-
ciente en valor absoluto entre los coeficientes de x,, y luego intercambie &,y &, .
(En particular, como el determinante de los coeficientes se presume diferente de
cero, esto garantiza que el nuevo a;; # 0.)

PASO 2. Paracadak > 1, elimine x, de %, multiplicando &, por

iy
Mg = - a—l;
y sumando este multiplo de &, a . . (Asia,, es el pivote.)
Repetimos el proceso anterior con el subsistema %,, &, ..., &, ; o sea, en la segunda eta-
pa de nuestro algoritmo reducimos el sistema (10.6) a la forma
apx,tapx;t apx;t apxst o+ anx, = b
anx;+ anxs;t anxst v aux, = b,
apxz+ auxst o+ asx, = by (10.7)

Ap3X3 ¥ AuaXat oo ApaXy = b,

en donde x, seeliminade &;, %,,..., ¥, . Esta segunda etapa se realiza con dos pasos analo-
gos:

PASO 1'. Intercambiando &, con una ecuacién en el subsistema (o sea excluyendo €,) de tal
manera que el nuevo elemento pivote, que se vuelve a,,, sea tan grande en valor
absoluto como sea posible,

PASO 2'. Para cada k > 2, multiplique &, por

(Y
asn

My = —

y sume este multiplo de &, a €, .

Después de n — 1 repeticiones del proceso, el sistema original (10.2) se reduce al sistema
triangular (10.4), que se soluciona entonces por substitucidon de para atras. La fig. 10-4 es un
diagrama de flujo para la parte de triangulacion del método gausiano. De nuevo, suponemos
que el sistema (10.2) esta almacenado en el computador como su matriz aumentada, A.

Observacion 1: El pivote a;; en la etapa j-ésima del proceso de triangulacion aparece en el
denominador de cada multiplicador my,; (k = j + 1, j+ 2,...,n). Maximizamos el pivote, ya
que la divisidon en el computador es mas exacta, cuanto mayor sea el divisor en valor absoluto.

Observacion 2: Supongamos que las dos primeras ecuaciones en el sistema son
& Sx—-Ty+3z=8
&y 2x+ y—-9z=7
El anterior algoritmo elimina x de €, multiplicando €, por —2/5 y sumando este miltiplo de
€, a €, . Observe que esto resultara en coeficientes fraccionarios. Uno puede evitar tales coe-

ficientes fraccionarios multiplicando &, por —2 y &, por 5, y luego sumando para obtener una
nueva &, sin x:

-2x%;: -10x+14y—- 6z=-16
5% & 10x+ Sy—45z= 35 -
nueva &,: 19y -5tz = 19
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J=1
Es si Resuelva
J=N? por substitucién
de para atras
no

EncuentreL tal que Ay, j tiene m

el mayor valor en valor
absoluto entre

{Asg, Avorg. .0 Angl

!

Intercambie la fila L de A
con la fila J

r—— DoK=J+1aN

M= —Ag j/A; 3

|
|
| |
|
|
|

Multiplique la filadde A porM
y simela a la fila K

J=J+1

Figura 10-4

Observacién 3: Generalmente, uno aplica el proceso de triangulacion a (10.2) sin calcular
con anterioridad el determinante de coeficientes, |Al. Puede suceder, entonces, que en alguna
etapa del proceso, se obtenga una ecuacion degenerada de la forma

Ox;+0x,+---+0x,=b

que se sefiala con 1Al = 0. En tal caso, el sistema no tiene solucion, y se dice que es inconsis-
tente, o tiene un nimero infinito de soluciones. (Véase el problema 10.11.) Observemos que
un sistema es inconsistente s6lo si alguna ecuacién degenerada tiene una constante no cero.

10.7 DETERMINANTES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Para el sistema (10.2), sea D el determinante de la matriz A = (a;;) de coeficientes; o sea,
D = |Al. También, sea N; el determinante de la matriz obtenida al reemplazar la columna i
de A por la columna de términos constantes.
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Teorema 10.1: SiD # 0, (10.2) tiene una Onica solucién
(MR Ny
““\op'pD

Notemos que este teorema (la regle de Cramer) es de interés tedrico e histoérico, mas que prac-
tico. La eliminacién gausiana es generalmente mucho mas eficiente que el uso de determinan-
tes para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

EJEMPLO 10.6 Resuelva el siguiente sistema de determinantes:

2x+ y—- z=3
x+ y+ z=1
x—-2y-3z=4

El determinante D de la matriz de coeficientes es
2 1 -1
1 1 1
I -2 -3

D= =—6+1+2+1+4+3=3

Como D # 0, el sistema tiene una Gnica solucion. Para obtener el numerador N,, reemplace, en la matriz de
coeficientes, los coeficientes de x por los términos constantes:

301 -1
Ne=[|1 1 1{=-9+4+2+4+6+3=10
4 -2 -3

Para obtener el numerador N,, reemplace, en la matriz de coeficientes, los coeficientes de y por los términos
constantes:

=-6+3-4+1-8+9=—5

Para obtener el numerador N,, reemplace, en la matriz de coeficientes, los coeficientes de z por los términos
constantes:

8+1-6-3+4-4=0

Asi, 1a solucion Unica es
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Problemas Propuestos

ECUACIONES LINEALES CON UNA INCOGNITA

10.1 Resuelva:

(@) 7x=21 () S5x=17 (e) O0x=5
(bh) 2x=-12 d -3x=11 (f) 0x=0
Si @ # 0, entonces ax = b tiene la solucién tinica x = a/b. Asi:
@ x=%=3 © x=2
® x="P=-6 @ x=-3

2
Observe que el coeficiente de x es 0 en (e) y (f).

(e) La ecuacion no tiene solucion.

(f) Todo nimero es solucion de esta ecuacion.

10.2 Resuelva:

(@) x+3=9-2x () 2x—§=%x+4
(b) 6x—8+x+4=2x+11-5x (d) 3x—-4-x=5x+8-3x-3
Primero exprese cada ecuacion en forma estandar, ax = b.
(2) Sume 2x a ambos lados:
3x+3=9
Sume —3 a ambos lados:
3x=6
Asi, x = 2 es la solucion.
(b) Simplifique cada lado:
Ix—-4=-3x+11 o) 10x =15 o x=% [o} x=%
(¢) Multiplique por 6 ambos lados para quitar las fracciones:
12x-8=3x+24 (o] 9x =32 o} x=%
(d) Simplifique cada lado:
2x~4=2x+5 o) Ox=9

La ecuacién no tiene solucion.

ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS
10.3 Determine tres soluciones diferentes de 2x — 3y = 14 y dibuje su grafica.

Dele cualquier valor a una de las variables, digamos, x = —2. Substituya x = —2en la
para obtener

2:(-2)-3y=14 o -4-3y =14 o -3y =18 o y=-6

Asi,x = —2y y = —6 o, en otras palabras, la pareja (—2, —6) es una solucién.

[CAP. 10

ecuacion
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Substituya ahora, digamos, x = 0 en la ecuacion para obtener
2¢0-3y=14 o -3y=14 o y=-1413
Asi (0, —14/3) es otra solucion.
Por 1ltimo, substituya, digamos v = 0 en la ecuacion para obtener
2x - 3:-0=14 ") 2x =14 [} x=7

Asi, (7, 0) es otra nueva solucion.
Trace la grafica de las tres soluciones en el plano cartesiano R?, como se muestra en la fig. 10-5.
La recta que pasa por estos tres puntos es la grafica de la ecuacion:

Figura 10-5

10.4 Resuelva el sistema
3x—2y=17
x+2y=1
En este caso los coeficientes de y ya son negativos entre si; asi que sume las ecuaciones:
3x—2y=7
x+2y=1
Suma: 4x =8 o x=2
Substituya x = 2 en la segunda ecuacion para obtener
242y=1 o 2y=-1 o y=-}

Asf,x = 2,y =}, 0 en otras palabras, la pareja (2, — 1), es la solucion del sistema.
Verifique su respuesta sustituyendo la solucion en ambas ecuaciones originales:

3.2-2-(-H=7 o 6+1=7 o T=7
2+2-(-)=1 o 2-1=1 o =1
10.5 Resuelva el sistema
(1) 2x+5y= 8 -

2) 3x-2y=-7
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Paraeliminar x, multiplique (1) por 3 y (2) por —2 y luego sume:

3x(1): 6x+15y=24
-2x(2): —6x+ 4y=14
Suma: 19y = 38 o y=2

Substituya y = 2 en una de las ecuaciones originales, digamos (1), para obtener

2x +5-2=8 o 2x+10=8 o 2x=-2 4] x =1

Asi, x = —1,y = 2, 0 en otras palabras, la pareja (—1, 2), es la solucion nica del sistema
Verifique su respuesta substituyendo la solucion en ambas ecuaciones originales:
-2+10=8 o 8=28

Iy 2-(-1)+5-2=8 [J
-3-4 =-7 o -7=-7

(2): 3:(-1-2-2=-7 o
Podriamos también resolver el sistema eliminando primero y como sigue. Multiplique (1) por 2y
(2) por 5 y luego sume:
2x(1): 4x+10y= 16
5% (2): 15x - 10y = =35
19x =-19 o

Suma:

Substituya x = —1 en (1) para obtener
2.(-1)+5y=8 o -2+5y=8 o 5y =10 o

De nuevo (—1, 2) resulta ser la solucion.

10.6 Resuelva el sistema
(1) 5x-2y= 8
(2) 3x+4y=10

Para eliminar y, multiplique (1) por 2 y simelo a (2):

2x(1): 10x-4y=16
@ 3x +4y =10

13x =26 o x=2

Suma:
Substituya x = 2 en cualquiera de las ecuaciones originales, digamos en (2), para obtener

3.2+4y=10 o 6+4y=10 o dy=4 o y=1

Asi, la pareja (2, 1) es la solucidn tinica del sistema.
Verifique la respuesta substituyendo la solucién en ambas ecuaciones originales:
10-2= 8 o 8= 8

() 5-2-2-1= 8 [}
6+4=10 [ 10=10

@) 3-2+4-1=10 o

10.7 Resuelva el sistema
(1) x-2y= 5
(2) -3x+6y=-10

Observe que los coeficientes de x e y son proporcionales, o sea, 1/—3 = —2/6. Asi, el sistema no
tiene solucion Gnica. Observe también que las ecuaciones no son miltiplos entre si:
1 -2 5
3TE 750

Asi, el sistema no tiene solucion.
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10.8 Resuelva el sistema

(1) x—-2y= 5
(2) -3x+6y=-15

Observe que los coeficientes y las constantes de las dos ecuaciones son proporcionales entre si:

1 _-2_ 5

3" 6 ~-15
Por lo tanto, las ecuaciones son miitiplos entre si, y el sistema tiene un niimero infinito de solucio-
nes, las cuales son soluciones de cualquiera de las dos ecuaciones.
Se encuentran las soluciones particulares de la siguiente manera: Seay = 1 y substituya en (1) para
obtener

x—-21=5 o x—-2=5 o x=7
Asi (7, 1) es una solucion particular. Seay = 2y substituya en (1) para obtener
x—2:2=5 o x—4=5 o x=9

Entonces (9, 2) es otra solucidn especifica del sistema,

Substituya y = 0 en (1) para obtener x = 5. Entonces, (5, 0) es una tercera solucion del sistema.
Y asi sucesivamente.

Es posible trazar graficamente la solucion del sistema tal como se traza la grafica de la solucion de
una sola ecuacion con dos incognitas. O sea, se traza la grifica de las tres soluciones en el plano R2, tal
como se muestra en la fig. 10-6. La recta que pasa a través de estos tres puntos es la solucion del sis-

tema.
¥
T
-5
e e T / —
-5 5 10

/»
i s
-5
Figura 10-6

n ECUACIONES LINEALES CON n INCOGNITAS
10.9 Encuentre la solucion del siguiente sistema:
2x -3y +5z-2t=9
Sy— z+3t=1
Tz— t=3
2t=8

El sistema esta en forma triangular; por lo tanto, resolvemos por substitucion de para atras. La
altima ecuacion da ¢ = 4.
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Substituyendo en la tercera ecuacion obtenemos:
72-4=3 o Tz=7 o z=1
Substituyendo z = 1y ¢ = 4 en la segunda ecuacion obtenemos:
Sy —1+3-4=1 o Sy—-1+12=1 o Sy =-10 o y=-2
Finalmente, substituyendo y = —2,2 = 1, ¢ = 4 en la primera ecuacion obtenemos:
2x - 3(=2)+5(1)-24)=9 o 2x+6+5-8=9 o 2x=6 o x=3

Asi,x = 3,y = —2,z = 1, t = 4, 0 en forma equivalente la lista (3, —2, 1, 4), es la solucion unica del
sistema.

10.10 Resolver el sistema
€: x+2y—4z=-4
€y Sx-3y-7z= 6
€y: 3x-2y+3z=11

Primero multiplique €, por —5 y simela a %, para obtener una nueva ecuacion sin x; multiplique
luego %, por —3 y simela a &, para obtener una nueva tercera ecuacion sin x:

~5%x&;: ~S5x-10y+20z=20 -3x&: -3x-6y+12z=12

€ S5x- 3y— T7z= 6 € 3x-2y+ 3z=11

nueva &;: - 13y + 13z =26 nueva &;: -8y +152=23
o: y— z=-2

Asi, el sistema original es equivalente al sistema
€ x+2y— 4z=-4
&, y—- z=-2
&a: -8y +15z2= 23
Elimine ahora y de la tercera ecuacién multiplicando &, por 8 y sumandola luego a &5 :

8x&: 8y- Bz=-16
€y —-8y+15z= 23

nueva &;: Tz= 7
Asi obtenemos el siguiente sistema triangular:
x+2y—-4z=-4
y— z=-2
7z= 17
La tercera ecuacion de z = 1. Substituyendo z = 1 en la segunda ecuacion para obtener
y—1=-2 [ y=-1
Substituya ahoraz = 1 e y = —1 en la primera ecuacion para obtener
x+2-(-1)-4-1=-4 o x-2-4=-4 o0 x-6=-4 o x=2

Asf,x = 2,y =—1,2 =1, o, en otras palabras, la triple ordenada (2, —1, 1), es la solucioén unica del sis-
tema.

10.11 Resolver cada sistema:
x+2y-3z=-1 x+2y-3z= 6
(@ -3x+ y—-2z=-7 (b)) 2x— y+dz= 2
Sx+3y—4z= 2 —4x~5y+6z=-18
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(a) Elimine x de las ecuaciones primera y segunda:

3x&: 3x+6y— 9z= -3 -5x&;: -5x-10y+15z=6
& -3x+ y—- 2z= -7 €  Sx+ 3y—- 4z=2
nueva &2: Ty - 11z =~10 nueva &;: - Ty+1iz=7

Esto da el nuevo sistema
x+2y—- 3z= -1
Ty —-11z=-10
~Ty+1llz= 7
Sumando la segunda ecuacion a la tercera para eliminar y de la tercera ecuacién, obtenemos
Ox+0y+0z=-3
Esta ecuacion, y por lo tanto el sistema, no tiene solucion.

(b) Elimine x de las ecuaciones segunda y tercera:

—2x % -2x—-4y+ 62=-12 4x&: 4x+8y—-122= 24
&y 2x— y+ 4z= 2 €y ~4x-Sy+ 6z=-18
nueva %2 —Sy+10z=-10  npueva % Iy- 6z= 6

Esto da el nuevo sistema
x+2y- 32= 6
-5y +10z = -10
3y- 6z= 6

Multiplique 1a segunda ecuacion por 3/5 y sumela a la tercera ecuacion para eliminar y de la tercera
ecuacion. Esto da

Ox+0y+0z=0

lo cual muestra que las ecuaciones segunda y tercera son proporcionales. Asi la tercera ecuacion se
puede quitar, y el sistema se ha reducido a

x+2y— 3z= 6
~5y+10z =-10

Observe que al substituir a z por cualquier valor resulta un sistema triangular con x e y. Por lo
tanto, este sistema tiene un nimero infinito de soluciones, una para cada valor de z.

10.12 Resuelva el sistema
2x+ y~3z=1
S5x+2y—-6z=5
3x— y~4z=7

Elimine x de las ecuaciones segunda y tercera. Para evitar fracciones, multiplique tanto €,como %.
para eliminar x de la segunda ecuacion, y multiplique tanto €, como € para eliminar x de la tercera

ecuacion:
~5x &: —-10x-S5y+15z=-5 ~3x&: —-6x-3y+9z=-3
2% €y 10x+4y - 12z = 10 2x & 6x—2y—8z= 14
nueva &»: - y+ 3z= § nueva &i: —-Sy+ z= 11

Esto da el sistema
2x+ y—~3z= 1
- y+3z= 5
~Sy+ z=11
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Elimine y de la tercera ecuacién:

~-5x & Sy—-15z2=-25
€: -5y+ z= 11

nueva &a: -14z=-14
Asi obtenemos el sistema triangular
2x+y— 3z= 1
~-y+ 3z= 5§
~14z=-14
La substitucion de para atrés da la soluciéon x =3, y = -2, z = 1.

Un computador, programado de acuerdo con la fig. 10-4, resuelve el sistema definido
por la matriz aumentada

1 7 1 -19
A={1 2 =2 7
2 8 -1 -2

Describa los pasos que efectiia el computador.

Primero el computador encuentra la fila de A, tal que su entrada en su primera columna tiene el
mayor valor absoluto entre todas las entradas en la primera columna. Esta es la tercera fila; asi, el com-
putador intercambia las filas primera y tercera:

2 8 -1 -2
A=t1 2 -2 7
17 1 ~10
Ahora el computador usa el multiplicador m,, = —1/2 para producir un 0 en la posicion (2, 1), y el
multiplicador m,; = —1/2 para producir un 0 en la posicion (3, 1):
2 8 -1 -2 2 8 -1 -2
A=| 1-32) 2-38) -2-%-1 7-3-2 =0 -2 -15 8
1-32) 7-38) 1-3-1) -10-3-2) 0 3 15 -9

En seguida, el computador examina las entradas en la segunda columna por debajo de la primera fila:
intercambia las filas segunda y tercera, ya que 3 en la tercera fila tiene mayor valor absoluto que —2 en
la segunda fila. Asi el atreglo se vuelve

2 8 -1 -2
A=10 3 1.5 -9
0 -2 -15 8
El computador usa ahora el multiplicador m;3 = —(—2)/3 = 2/3 para producir un 0 en la posicion
(8, 2), transformando asi las tres primeras columnas del arreglo en forma triangular:
2 8 -1 -2 2 8 -1 -2
A= 0 3 1.5 -9 ={0 3 1.5 -9
0+30) -2+33) -15+301.5) 8+%-9) 00 -05 2

El control ahora pasa a la parte de substitucion de para atrds del programa (véase la fig. 10-3), que
da la solucion (1, —1, —4).
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DETERMINANTES Y ECUACIONES LINEALES

10.14 Resuelva usando determinantes:

2x+ y=17
3x-Sy=4
Primero, compute el determinante D de la matriz de coeficientes:
2 1]
D= |3 _5| =-10-3=~13
Como D # 0, el sistema tiene una solucion inica. Reemplace la primera columna en la matriz de coe-
ficientes por la columna de términos constantes y calcule su determinante, N,:
7 1’

4 gl =-35-4=-39

|

Reemplace la segunda columna en la matriz de coeficientes por la columna de términos constantes y
calcule su determinante, N,:

2 7
N,—I3 4} =8-21=-13
La solucidon del sistema es, entonces,
=N -39 Ny _-13
x=p =T33 y=p="i3"!

10.15 Resuelva usando determinantes:
3y+2x=z+1
3x+2z=8-5y
3z-1 =x-2y
Arregle primero las ecuaciones en forma estandar de tal manera que las incognitas queden en co-
lumnas:

2x+3y—- z= 1
3x+5y+2z=
x=-2y-3z=-1

Compute el determinante D de ia matriz de coeficientes:

2 3 -1
D=3 5 2|=-30+6+6+5+8+27=22
1 -2 -3

Como D # 0, el sistema tiene una tnica solucion. Para computar N,, N, y N, reemplace los coeficien-
tes de la incognita en la matriz de coeficientes por los términos constantes:

1 3 -1

Ne=| 8 5 2|=-15-6+16~5+72+4=66
-1 -2 -3
2 1 -1

N,=|3 8 2|=-48+2+3+8+4+9=-22
1 -1 -3
2 3 1

N.={3 5 8|=-10+24-6-5+32+9=44
1 -2 -1
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Problemas suplementarios

ECUACIONES LINEALES CON UNA Y DOS INCOGNITAS

10.16 Resuelva cada ecuacion:
(a) 4x=28 (c) Ox=-2 (e) —2x=9 () -7x=-21
() 3x=-18 (d) 7x=11 (f) 0x=0 (h)y 0x=6

10.17 Resuelva (a)3x+2=10-x, (b)Sx~4=2x+11.

10.18 Resuelva

(a) 2x+

1 1
§—§x+5 (b)

10.19 Represente graficamente cada ecuacién en el plano:

(@) 3x-2y=6 (b) x+2y=4 (c) 2x=6 (d y=-3

10.20 Resuelva cada sistema:
(a) 2x-5y= 1 (b) 2x+3y=1 (¢) 3x-2y= 7
3x+2y =11 Sx+7y=3 x+3y=-16

10.21 Resuelva cada sistema:
(@) 2x+4y=10 (b)Y 4x-2y=5 (c) 2x—4=3y

3x+6y=15 —6x +3y =1 Sy-x=5
10.22 Resuelva cada sistema:
2x y _ 2x-1  y+2_
3+2— 8 " 3 +——4 4
(a) x y_ ( x43 _x-y_,
6 4 2 3

SISTEMAS CUADRADOS DE ECUACIONES LINEALES
10.23 Resuelva cada sistema:
(@) x+ y-3z=S5 b) r—=2s+ t=2
2y+ z=8 3s—4t=9
3z=6 2t=6
10.24 Resuelva cada sistema:

(@ x+3y— z-2t=13 (b) 2x+4y-3z+2t= 6

2y+d4z— (=10 3y-5z+43t= 2
5z-2t= 7 4z—- 1= 5
3tr=12 5t=15

10.25 Resuelva:

(@) x+2y- z= 3 (b) 2x+ y—-2z=1
2x+5y—-4z= 5 3x+2y-4z=1
JIx+4y+2z=12 Sx+4y - z=8

10.26 Resuelva:

(@) 2x+3y-2z=5 () x+2y+ 32=3
x—2y+3z=2 2x+3y+ 8z=4
4x— y+4z=1 3x+2y+17z=1

[CAP. 10
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MATRICES Y ECUACIONES LINEALES
10.27 Considere el sistema

3x-Sy=1
6x +7y =19

(¢) Escribalo como una ecuacion matricial. (b) Encuentre la matriz aumentada del sistema. (c) Re-
suelva el sistema.

10.28 Considere el siguiente sistema:

x+ y+2z=3
2x+3y+5z= 7
3x+5y+7z=12

(a) Escribalo como una ecuacion matricial. (b) Encuentre la matriz aumentada del sistema. (c) Re-
suelva el sistema.

DETERMINANTES Y ECUACIONES LINEALES
10.29 Resuelva cada sistema, usando determinantes:

(@) 3x+4y=11 (b) 2x-3y= 2 (¢) 4x-3y=2
2x+5y=10 3x+4y=10 2y -5 =7x

10.30 Resuelva, usando determinantes:

(@) x+2y- z=3 b)) x+ y-2z=2
2x-5Sy+2z=1 2x+3y+z=1
3x—4y—- z=2 Sx+7y+z=4

Respuestas a los problemas suplementarios

10.16 (a) 4, (b) —6, (c) No hay solucion, (d) 11/7, (e) —~9/2, (f) todos los niimeros, (g) 3, (k) no hay solu-
cion.

10.17 (a)2.(b) 5

10.18 (a) 27/10, (b) 23

10.19 Ver fig. 10-7.

1026 (a)x=3, y=1;(b)x=2,y=-1;(c)x=-1,y=-5

10.21 (a) Hay un numero infinito de soluciones, ya que las dos ecuaciones coinciden.
(b) No hay solucion; las graficas de las dos ecuaciones son paralelas.
(c) x=5y=2

10.22 (@a)x=6.y=8:(b)x=5,y=2

1023 (a)x=8,y=3,z=2;(b)r=13,5s=7,1t=3

1024 (a)x=21,y=1,2=3,1=4;(b)x=1,y=1,2z=2,t=3

1025 (a)x=2,y=Lz=1;(b)x=1y=12=1
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-6+ -6+
(a) *)
st [ 8
-Jr -
4+ a4
24 24
1 1
B e iy e o ETLTED WSS FUNIFERE VI PSP,
6 -4 -2 o ' o 4 H Z6 -4 -2 ol 2 4 6
24 ~2-4
<4
_a4 —44
1 1
~64 -6+
(c) (d)
Figura 10-7

10.26 (a) No hay soluciéon. (b) Hay un numero infinito de soluciones; a! resolver para x e y en términos de 2
resulta

1027 @ (5 3)()= (o) (5 5 g)i@x=ty=

11 X 3 11 2 3
10.28 (@) |2 3 y |= 7E®B[2 35 7h@x=3y=22z=-1
35 z 12 35 7 12

38 14 19 34

15 8 _38 14 =19 -
10.29 (a)x=—,y= ,(b)X—l.,.y—”,(C)-— 3 3

43 18 13

10.30 (a) =55, Y =550 T 55

(b) Debido a que el determinante de la matriz de coeficientes es cero, la solucion (no unica) del siste-
ma no se puede encontrar por la regla de Cramer.




Capitulo 11

Analisis combinatorio

11.1 INTRODUCCION

El andlisis combinatorio, que incluye el estudio de permutaciones, combinaciones y parti-
ciones, trata la manera de determinar el nimero de posibilidades 16gicas en algin evento sin
enumerar necesariamente cada caso. Se usa el siguiente principio bdsico a través del capitulo.

Principio fundamental de conteo: Si algn evento puede ocurrir en n, maneras diferentes,
y si después de este evento, un segundo evento puede
ocurrit en n, maneras diferentes, y después de este
segundo evento, un tercer evento puede ocurrir en n;
maneras diferentes, ... , entonces el numero de maneras
en que los eventos pueden ocurrir en el orden indicado
esn, * Ny *n3 ...

EJEMPLO 11.1 Las matriculas de los autos de un pais dado contienen dos letras seguidas por tres digitos, en
donde el primer digito no puede ser cero. Se calcula el ntimero de las diferentes placas posibles de la siguiente
manera: Cada letra se puede seleccionar en veintiséis maneras diferentes, el primer digito de nueve maneras, y
cada uno de los otros dos digitos en diez maneras. Asi que hay

26-26-9-10- 10 = 608 400

diferentes placas posibles.

11.2 NOTACION FACTORIAL

Se usa la notacion n!, léase “‘n factorial”, para denotar el producto de los enteros positivos
de 1 a n, inclusive:

nt=1:2-3..... (n-—-2)n-n
Equivalentemente, se define n! por
1'=1 y nl=n-(n-1)

También es conveniente definir 0! = 1.

EJEMPLO 11.2

(@) 20=1-2=2 31=1-2-3=6 M=1-2-3-4=24

51=5-41=5-24= 120 6!=6-51=6-120=720

8 8-7-6 12-11-10-9! 12!
) F="g—=8:7=56 12011010 = S =

12:11-10 112

123 - 12711100 37= 375

T _nn=-1---(n-r+Yn-—rYn-r-1---3-2-1_ _ n!

© ntn=1:-(a-rti= =Pm-r=1)--3:2-1 o9

nn-)---(n-r+1)_ i n! ] n!

nin—1)-- (n-r+1)-

1-2:3-(r=1)r A= rin=r)

La figura 11-1 representa un diagrama de flujo que lee un entero positivo N y calcula la salida NY, repre-
sentada por 1a variable NFACT, -

257
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/ Lea N ]
|

NFACT =1

DoK=1aN

NFACT = NFACT K

- ===0

/;scriba N, NFACT]

Figura 11-1

11.3 COEFICIENTES BINOMIALES
Se define el simbolo
()
r
leido “n con r”, en donde n y r son enteros positivos con r < n, por

(n)_n(n—l)(n—Z)'--(n——r+1)
r]” 1-2:3---(r=Dr

o, del ejemplo 11.2(c), por

(':) N r!(nn—! !

[CAP. 11

que también se extiende al caso r = 0. Pero n — (n — r) = r; asi que hemos encontrado la si-

guiente relacion importante:

2=

En otras palabras, sia + b = n, entonces

EJEMPLO 11.3

8\ _8:7_ 9\ _9:8-7-6_ 12\ 12-11-10-9-8
@ (2)‘1-2‘28 (4) T-2-3.4- 126 (5)‘ 12345 =2
10y 10-9-8 13y 13
(3)“1-2-3‘120 (1)"1"13

Observe que (") tiene exactamente r factores tanto en el numerador como en el denominador.
r
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(b) Calcule (l,?) Por definicion,

Por otrolado, 10 — 7 = 3,y asi
()= (9)- 1252
Observe que el segundo computo ahorra espacio y tiempo.
La figura 11-2 muestra un diagrama de flujo que lee N y R y calcula y produce salidas.
ty
R
representados por la variable NCR. Usamos el hecho de que NCR tiene R factores en el nume-

rador y en el denominador, y por lo tanto puede ser calculado como

_N N-1 N-2 =~ N-R+1
NCR—lx > X 3 X x——R

Asf inicializamos NCR en (N/1) = N y usamos un ciclo DO con indice K que vade 1 a R —- 1.

DoK=1aR—-1

-K
NCR = NCRx N-K

1

ST T

—— —

/Escriba N, R, NCR/

Figura 11-2
Los ntimeros (':) se llaman coeficientes binomiales porque aparecen como los coeficientes
en la expansion de (a + b)". Especificamente, se puede probar que

@+by =3 (Yot

k=0

Los coeficientes en las expansiones de las potencias sucesivas de ¢ + b pueden ser arreglados en

un arreglo triangular de niimeros, llamado el triangulo de Pascal, como se muestra en’la fig.
11-3.
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(@a+b)=1 1
@+b)=a+b o1
(a+byY=a’+2ab+b’ 102 1
(a+ by =a’+3a% +3ab>+ b’ 1 3 3 ]
(a+b)' = a*+4a’b + 6a’b’ + 4ab* + b* 1 4 _,6 4 1
(a+b)° = a®+5a'b + 10a°b? + 10a%’ + Sab* + b’ N O S I
(a + b)Y = a® + 6a’h + 15a*b + 20a°h’ + 15a%b* + 6ab® + b° 16 @ 5 6 1

El triangulo de Pascal tiene las siguientes propiedades interesantes.
(i) Cada fila exhibe una simetria central.

(ii) Se puede obtener cualquier nimero interior del arreglo sumando los dos nimeros que apa-
recen directamente encima de él. Por ejemplo 10=4+6, 15=5+10, 20 = 10+ 10.

La propiedad (ii) del tridngulo de Pascal refleja el siguiente teorema (demostrado en el pro-
blema 11.8):

Teorema 11.1: (n : l) = (, '_z 1)+ (:)

11.4 PERMUTACIONES

Cualquier arreglo de un conjunto de n objetos en un orden dado se llama permutacion de
los objetos (tomados todos a la vez). Cualquier arreglo de cualquier » < n de estos objetos en
un orden dado se llama una permutaciéon o una permutacion de n objetos tomados r a la vez.
Considere, por ¢jemplo, el conjunto de letras a, b, ¢ y d. Entonces:

(i) bdce, dcba y acdb son permutaciones de las cuatro letras (tomadas todas a la vez);
(ii) bad, adb, cbd y bca son permutaciones de las cuatro letras tomadas tres a la vez.

(iii) ad, cb, da y bd son permutaciones de las cuatro letras tomadas dos a la vez.
El nimero de permutaciones de n objetos tomados r a la vez se designa por
P(ny r)) nPr; Pn.n P’rl» o (n)'

Usaremos P(n, r). Para encontrar una expresion para P(n, r) observamos que el primer elemen-
to de una permutacién de n objetos tomando r a la vez puede ser escogido de n maneras dife-
rentes; después de esto, el segundo elemento de la permutacion puede ser escogido de n — 1
maneras; y, después de esto, el tercer elemento de la permutacion puede ser escogido den — 2
maneras. Siguiendo de esta manera, tenemos que el elemento r (el Gltimo) de la permutacion
puede ser escogido de n — (r -~ 1) = n —r + 1 maneras. Asi, por el principio fundamental de
conteo,

Pn,ry)=n(n-1D(n-2)---(n—r+1)

o, usando el ejemplo 11.2(c),

_ n!
Teorema 11.2: P(n,r)= -0l
En el caso especial en que r = n, tenemos
Pin,ny=nn~1)n-2)---3:2-1=n!

Por lo tanto,
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Por ejemplo, hay 3! = 1 + 2+ 3 = 6 permutaciones de las tres letras a, b y ¢. Estas son
abe, ach, bac, bea, cabd, cba.

11.5 PERMUTACIONES CON REPETICION; PARTICIONES

Frecuentemente queremos encontrar el niimero de permutaciones de objetos de algunas de
las cuales son similares. La formula general es la siguiente:

Teorema 11.4: El nimero de permutaciones de n objetos de los cuales n, son similares de
alguna manera, n, son similares de otra manera, ..., n, son similares ain de
otra manera, es

—_n!
n,! nz! cre n,!

En el teorema, n,, n,, ..., n, son enteros positivos cuya suma es n.

Indicamos la demostracion del teorema anterior con un ejemplo particular. Supongamos
que queremos formar todas las “palabras” posibles de cinco letras usando las letras de la pala-
bra “ACABA”. Hay 5! = 120 permutaciones de los objetos A,, C, A,, B, A;, en donde se dis-
tinguen tres As. Observe que las seis permutaciones siguientes

AL A; A;CB, AjA3A,CB, A A A;CB, A A3 A,CB, A3 A A, CB,y A3 A, A, CB

producen la misma palabra cuando se quitan los subindices. El 6 viene del hecho de que hay
3! = 3+ 2+ 1= 6 maneras diferentes de colocar las tres As en las primeras tres posiciones en la
permutacién. Esto es cierto para cada conjunto de tres posiciones en que aparecen las As.

Por lo tanto hay

Eir e
palabras diferentes de cinco letras que se pueden formar usando las letras de la palabra “ACA-
BA”. (La expresion completa como se da en el teorema 11.4 seria 5!/3!1!1!), en donde un 1!
resultd de la unica C y el otro de la tinica B. Como 1! = 1, podemos omitir 1!.)

EJEMPLO 11.4 ;Cuantas seiiales diferentes, cada una formada de ocho banderas colgadas verticalmente, se
puede formar con cuairo banderas rojas indistinguibles, tres banderas blancas indistinguibles, y una bandera
azui?

Buscamos el niimero de permutaciones de ocho objetos de los cuales cuatro son similares y tres también lo
son. Hay

= 280

8 8-7-6-5-4-3-2-1
413111 4-3-2-1-3-2-1-1

diferentes sefiales.

Particiones ordenadas

Considere un conjunto, A, de n objetos diferentes. El teorema 11.4 también cuenta las
particiones ordenadas

[A), Az .., Al

de A en una célula A, que contiene n; elementos, una célula 4, que contiene n, elementos,
...,y una célula A, que contiene n, elementos. En realidad, si vemos las permutaciones en el
teorema 11.4 como maneras de llenar las n posiciones fijas (por ejemplo B A A C A), entonces
es claro que cada permutaciéon determina una particién ordenada de las posiciones en una célu-
la de n;, posiciones llenadas por objetos del primer tipo, una célula de n, posiciones llenadas
por objetos del segundo tipo, etc. (Por ejemplo, las células determinadas por la permutacion
BAACA son una célula A que consta de las posiciones 2, 3, y 5; una célula C que consta de la
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-

posicion 4; y una célula B que consta de la posicién 1.) Ademas, distintas permutaciones
determinan distintas particiones ordenadas. Asi que hemos demostrado el

Corolario 11.5: El niimero de particiones ordenadas de n elementos distintos en células con
tamafos ng, n,, ... N, €8
n!
min!---n!

EJEMPLO 115 ;De cuantas maneras se pueden dividir nueve juguetes entre cuatro nifios, si el nifio menor
debe recibir tres juguetes y cada uno de los otros nifios dos juguetes?
Queremos encontrar el niimero de particiones ordenadas de los cuatro juguetes en cuatro células que con-
tengan 3, 2, 2y 2 juguetes, respectivamente. Por el corolario 11.5, hay
9
3202121~ %0
de tales particiones ordenadas.

Particiones no ordenadas

Estas son las particiones tales como se han definido en la sec. 6.10; aqui, solamente impor-
ta la composicion de las células, no su orden. Al contar las particiones no ordznadas de n ele-
mentos, es conveniente caracterizar una particion no por los tamafios de las células, sino —lo
que viene a ser la misma cosa— por el nimero i; de células que contienen 1 elemento, el nume-
ro i, de células que contienen 2 elementos, ..., ¥ el nimero i, de células que contienen n
elementos. El mismo razonamiento que llevé al corolario 11.5 nos da el

Corolario 11.6: El nimero de particiones no ordenadas de n elementos distintos en i; células
que contienen 1 elemento cada uno, i, células que contienen 2 elementos
cada uno, ..., i células que contienen n elementos cada uno, es

n!
(A @21 - - - [(ntYin Y]
En este corolario, iy, i,, ..., i, son enteros no negativos tales que
15+ 2i+--+ni,=n
En particular, i, puede ser igual a 1 s6lo si todos los demads i, son 0.

EJEMPLO 11.6 ;De cuantas maneras se pueden ordenar nueve juguetes en un grupo de tres juguetes, un grupo
de dos juguetes, un grupo de dos juguetes, y un grupo de dos juguetes? {Comparelo con el ejemplo 11.5).

Queremos encontrar el nimero de particiones no ordenadas de losnueve juguetes tales que 3 células con-
tengan dos juguetes y 1 célula contenga tres juguetes (y O células contengan un juguete, etc.). Por el corolario
11.6, hay

9!
ey - 1260

tales particiones no ordenadas.

11.6 COMBINACIONES

Supodngase que tenemos una coleccién de n objetos. Una combinaciéon de estos n objetos
tomando r a la vez es cualquier seleccidon de r de los objetos en donde el orden no importa. En
otras palabras, una combinacién de n objetos tomando r a la vez es cualquier subconjunto que
contenga r objetos. Por ejemplo, las combinaciones de las letras a, b, ¢, d tomando fres a la vez
son

{a, b, c}, {a, b, d},{a, ¢, d}, {b, c, d} o simplemente abc, abd, acd, bed
Observe que las siguientes combinaciones son iguales:

abc, ach, bac, bca, cab, cha
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O sea, cada una denota el mismo conjunto {a, b, c}.

El nimero de combinaciones de n objetos tomando r a la vez se denota C(n, r). Los simbo-
los ,C,, C,,,» ¥ C; también se usan en varios textos. Para encontrar la férmula general para
C(n, r), observamos que cualquier combinacion de n objetos tomando r a la vez determina r!
permutaciones de objetos en la combinacion. Consecuentemente,

P(n,r)=r'C(n, r)
y obtenemos

Teorema 11.7:

Cln,r)= P(n,r) n! (n)

o r!(n—r)!= r

Usaremos de ahora en adelante C(n, r) y 'rl) intercambiablemente.

N

EJEMPLO 11.7

(@) ;Cuantos comités de tres personas se pueden formar con ocho personas? Cada comité representa una
combinacion de ocho personas tomando tres a la vez. Asi se pueden formar

_(8\_8:7-6_
€6.3)= (3)" 1230
diferentes comités

(b) Un granjero compra tres vacas, dos cerdos y cuatro gallinas de un sefior que tiene seis vacas, cinco cerdos
y ocho gallinas. ;Cuantas posibilidades de escoger tiene el granjero?
El granjero puede escoger las vacas de C (6, 3) maneras, los cerdos de C(5, 2) maneras, y las gallinas de
C(8, 4) maneras. Asi en total puede escoger los animales de

(6)(5)(8)--6'5'4 5:4.8:7:6°5_ 54.10-70 = 14000 maneras.

3/ 2\4) T 2312 1-2-3-4

11.7 DIAGRAMAS DE ARBOL

Un diagrama de arbol (con raiz) ayuda en el uso del principio fundamental de conteo exhi-
biendo todos los resultados posibles de una sucesién de eventos en donde cada evento puede
ocurrir de un numero finito de maneras. Itustramos este recurso con un ejemplo. (Se discuten
los diagramas de arbol en si en el cap. 14.)

EJEMPLO 11.8 Marcos y Emesto van a jugar en un torneo de tenis. La primera persona en ganar dos encuen-
tros seguidos o en ganar un total de tres encuentros gana el torneo.

La figura 11-4 da un diagrama de arbol que muestra cdmo puede resultar el torneo. El drbol esté construido
de izquierda a derecha. En cada punto (juego) que no sea un punto final, se originan dos ramas, que correspon-
den a los dos posibles resultados de ese juego, o sea que gane Marcos o que gane Ernesto. Observe que hay 10
puntos finales, que corresponden a las 10 posibles maneras como puede desarrollarse el torneo:

MM, MEMM, MEMEM, MEMEE, MEE, EMM, EMEMM, EMEME, EMEE, EE

La trayectoria del comienzo del arbol a un punto final en particular describe quién gand cada juego en esa tra-
yectoria en particular.

M<E<’:<E<*:

e

Figura 11-4
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Problemas resueltos

FACTORIALES, COEFICIENTES BINOMIALES
11.1 Compute 4!, 5!, 6!, 7!,y 8!,

4=1-2-3-4=24 T=7+6!=7-720= 5040
5!=1-2:3-4-S=5-4!=5-24=120 8!=8-7!=8-5040 = 40 320
6!=1-2-3:4:5-6=6-5'=6-120=720
) 13! 7!

11.2 Compute: (q) 1 (b) 101

130 13-12-11-10-9-8+7-6-5-4-3-2-1_ ..
@ " 11109.87-6-5-4.3.2.1  ~12=156

o =Bl i3.12=15
®) 1o l0-97-!8-7!= 10-l9~8=7;—0
11.3 Escriba en términos de factoriales: (a) 27-26 (b) TT_I%—I—Z
(a) 27-26= %!: %;—:
®) 17 113 12714 131-]:2- - 3—:
114 Simplifique: (a) G—'}!m (®) (—"—:%21
@ '1!1)! - ’;fu”—-l 1()::,_—2? 35y =n osimplemente o Tl)! - n(iln—_ll)r B

n+2)! (n+2)fn+Dn(n-1)(n-2)---3-2
nt an-1)n-2)---3-2-1

) '1=(n+2)(n+1)=n2+3n+2

o simplemente

(n+2)! _(n+2)n+1)-n!
n! n!

=(n+2(n+1)=n*>+3n+2

11.5 Compute: (a) (136) ® (142)

Recuerde que hay tantos factores en el numerador como en el denominador,

16\ 16-15-14 15\ _15-14-13-12-11

@ (3)—_1'2'3 =360 © (5)‘ 1-2-3-4-5 = 3003
12y 12-11-10:9

®) (4)‘ 1°2.3.4

11.6 Compute: (a) (g) ®) (3)

[CAP. 11
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8\ 8-7:6-54_
(@) (5)'1-2- 450

3
Observe que 8§ — 5 = 3; asi también podriamos computar (i) como sigue:

()-)- 13-
(b) Ahora9—17 = 2;asi (3)=@)=’?:—8=36

11.7 Demuestre: (167) _ (156) + (166)
(9)+ ()= oo i

Multiplique la primera fraccion por 6/6 y la segunda por 11/11 para obtener el mismo denominador en
ambas fracciones; y luego sume:

<16) (16)__ 6-16! " 11 - 16! _6-16!+11~16!
5 6/ 6-5!-111 6!-11-10t 6!-11'° 6!+ 11!
_6-i6t+11-16! (6+11)-16! 17-16! 17! (17)

6! 11! ST eteiil el-11t \6

11.8 Demuestre el teorema 11.1: (" + 1) - ( n >+ (n)

r r—1 r

La técnica en esta demosiracion es similar a la del problema 11.7. Tenemos:

(rf 1)+('rl)=(r—1)!-2n!—r+ 1)!+r!'(:!— By

Para obtener el mismo denominador en ambas fracciones, muliiplique la primera fraccion por r/ry la
segunda por

n—r+1
n-r+1

n n\ _ r-n! (n—r+1)-n!
(r—l)+(r)_r-(r—l)!-(n—r+1)!+r!-(n—r+1)-(n—r)!
_ ren! (n~r+1)-n!
T =r+ ) i n—r+1)

_renl+t(n—-r+1)-n!
rtp—-r+1)t

=]r+(n—r+1)]’n!

ri(n—r+1)

- _f{ntbn!
Tritn-r+1)

- (n+ 1)
Trtn—r+1)

=(n:])
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PERMUTACIONES, PARTICIONES

11.9 Hay cuatro lineas de buses entre A y B; y tres lineas de buses entre By C. ;De cudn-
tas maneras puede una persona viajar (¢) de A a C pasando por B? (b) en viaje redondo
de A a C pasando por B? (c) en viaje redondo de A a C pasando por B, sin usar ninguna
linea de bus mas de una vez?

(@) Hay cuatro maneras para ir de A a B y tres maneras para ir de B a C; asi hay 4 *+ 3 = 12 maneras
para ir de A a C pasando por B.

(b) Hay doce maneras para ir de A a C pasando por B, y 12 maneras para regresar. Asi hay 12+ 12 =
144 maneras para efectuar el viaje en redondo.

(c) Lapersonaviajarade A aBaCaBaA. Conecte estas letras con flechas como sigue:
A->B->C->B->A

La persona puede viajar de cuatro maneras de A a By de tres maneras de B a C; esto deja disponi-

bles dos maneras para ir de C a B y tres maneras de Ba A. Coloque estos nimeros sobre las flechas
respectivas como sigue:

4 3 2 3
A -»B->C-B-A

Asi hay 4 + 3 - 2+ 3 = 72 maneras para hacer el viaje redondo sin usar ninguna linea de bus mas
de una vez.

11.10 Supongamos que no se permiten repeticiones. (@) ;Cuantos nimeros de tres digitos se
pueden formar con los seis digitos 2, 3, 5,6, 7y 9? (b) ¢(Cuantos de estos nGmeros son
menores de 400? (¢) ;Cuantos son pares? (d) ;Cuantos son impares? (e) ;Cuantos son
multiplos de 5?

Para cada caso dibuje tres casillas

O 0Od

Para representar un nitmero arbitrario, y luego escriba en cada casilla el nimero de digitos que se pue-
den colocar alli.

(a) La casilla de la izquierda se puede llenar de seis maneras; en seguida, la casilla del medio se puede
llenar de cinco maneras; y, por iitimo, la casilla de la derecha se puede llenar de cuatro maneras:

[ & &

Asi hay 6 5 * 4 = 120 nameros.

(b) La casilla de la izquierda se puede llenar solamente de dos maneras, con 2y con 3, ya que cada ni-
mero debe ser menor de 400; la casilla del medio se puede Henar de cinco maneras; y, por ultimo,
1a casilla de la derecha se puede llenar de cuatro maneras:

Asihay 2+ 5+ 4 = 40 nimeros.

(c) La casilla de la derecha se puede llenar solamente de dos maneras, con 2 y con 6, ya que los niime-
ros deben ser pares; la casilla de la izquierda se puede llenar entonces de cinco maneras; y, final-
mente, la casilla del medio se puede llenar de cuatro maneras:

Asi,hay 5 « 4 + 2= 40 nlimeros.

(d) La casilla de la derecha se puede llenar de cuairo maneras, con 3, 5, 7 6 9, ya que los nimeros de-
ben ser impares; la casilla de la izquierda se puede llenar de cinco maneras; y, finalmente, la casilla
del medio se puede llenar de cuatro maneras:
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Asihay 5+ 4 + 4 = 80 ndmeros. (Alternativamente, de () y de (c), 120 — 40 = 80.)

(e) La casilla de la derecha solamente se puede llenar de una manetra, con 5, ya que los nimeros deben
ser miltiplos de 5; la casilla de la izquierda se puede llenar de cinco maneras;y, por hltimo, la casi-
lla del medio se puede llenar de cuatro maneras:

B & [

Asihay 5+ 4+ 1= 20 nameros.

11.11 Encuentre el nimero de permutaciones diferentes que se pueden formar con las letras de
cada palabra: (@) GATO, (b) CASA, (c) RADAR, (d) ELEVEIS, (¢} EMINENTEMENTE.
(¢) 4!= 2, ya que hay cuatro letras y no hay repeticiones.
(b) 4!'/2! = 12, ya que hay cuatro letras de las cuales dos son A.
(c) 5'/2!2! = 30, ya que hay cinco letras de las cuales dos son R y dos son A.
(d) T!/3! = 840, ya que hay siete letras de las cuales tres son E.
© _1

5131212!

ya que hay trece letras de las cuales cinco son E, tres son N, dos son My dos son T.

=9979 200

11.12 ;De cuantas maneras se pueden colocar en un estante cuatro libros de matematicas, tres
libros de historia, tres libros de quimica y dos de sociologia de tal manera que los libros
de la misma materia queden juntos?

Primero los libros deben arreglarse en el estante en cuatro grupos de acuerdo con materias:

O 0o

La casilla de la izquierda se puede llenar con cualquiera de las cuatro materias; la siguiente con cual-
quiera de las tres materias restantes; la siguiente con cualquiera de las dos materias restantes; y 1a casilla
de la derecha con la Gltima materia:

Asihay 4 «+ 3+ 2+ 1 = 4! maneras de arreglar los libros en el estante de acuerdo con materias.

En cada uno de los casos anteriores, los libros de matematicas se pueden arreglar de 4! maneras, los
de historia de 3! maneras, los de quimica de 3! maneras, y los de sociologia de 2! maneras. Asi, en
total, hay 4!413!3!2! = 41 472 arreglos.

11.13 ;De cuantas maneras puede un grupo de siete personas ordenarse (a) en una fila de siete
sillas? (b) alrededor de una mesa redonda?

(@) Las siete personas se pueden ordenar en una filade 7-6+5+4+ 3+ 2+ 1= 7! maneras.

(b) Una persona puede sentarse en cualquier puesto alrededor de la mesa redonda. Las otras seis perso-
nas pueden colocarse de 6 - 5+ 4 + 3 - 2+ 1 = 6! maneras alrededor dela mesa. Este es un ejemplo de una
permutacién circular. En general, n objetos se pueden arreglar en un ciculo de (7 — 1)! maneras.

11.14 Encuentre n si (@) P(n, 2)= 72, (b) P(n,4)=42P(n, 2), (¢) 2P(n,2)+ 50 = P(2n,2).
(@) P(n.2)=n(n-Y=n’>-n; Asi n>-n=720n*~-n-72=00 (n-9)(n+8)=0.
Como n debe ser positivo, 1a {inica respuestaes n = 9.
) Pnd)=n(n-Hn-2)n-3) y P(n,2)=nn-1). Asi -
n(n—1)n~-2)(n~3)=42n(n-1)
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0,sin¥¥0, n#1,
n-2)(n—-3)=42 0 n*-3:u+6=42 0o n*-5n-36=0 o (n-9(n-+4)=0
Como n debe ser positivo, 1a Gnica respuesta es n = 9.
©) Pn=n(n-D=n*-n y P@2n2)=2n2n—-1)=4n>-2n. Asi
2n*-n)+50=4n*~2n o 2n*-2n+50=4n*-2n o 50=2n®> o n*=25

Como n debe ser positivo, la Ginica respuesta es n = 5.

11.15 Hay doce estudiantes en una clase. ;De cuintas maneras pueden los doce estudiantes
presentar tres examenes diferentes si cuatro estudiantes deben tomar cada examen?

Buscamos el nimero de particiones ordenadas de los doce estudiantes en células que contienen
cuatro estudiantes cada uno. Por el corolario 11.5, hay

12!

ATatar - 34650

tales particiones.

11.16 ;De cuidntas maneras se pueden particionar doce estudiantes en tres equipos, de tal ma-
nera que cada equipo contenga cuatro estudiantes?

Como se definen los equipos solamente por su composicion, aqui se trata de particiones no ordena-
das. Para tres células de cuatro elementos cada una, el corolario 11.6 da

12!
m = 5775

tales particiones.

11.17 ;De cuantas maneras se puede particionar a diez estudiantes en cuatro equipos, de tal
manera que dos equipos contengan a dos estudiantes cada uno y dos equipos contengan
a tres estudiantes cada uno?

Por el corolario 11.6, hay

101
[Cyaniaye) - 80

tales particiones (no ordenadas).

11.18 Cuente las particiones (no ordenadas) de un conjunto de n elementos diferentes.

Método 1.

Sume la expresion dada por el corolario 11.6 sobre los valores permitidos para iy, iy, ..., i,. Esto
llevaria a una formula bastante complicada.

Método 2.

Aplique el raciocinio combinatorio. Distinga un elemento del conjunto como el elemento verde, y,
en cada particion, distinga la célula que contenga el elemento verde como la célula verde. Para encon-
trar ¢(n), el nimero total de particiones de n elementos, observamos que si la célula verde contiene
solamente el elemento verde, los n — 1 elementos restantes pueden ser particionados de ¢{(n — 1) mane-
ras; si la célula verde contiene un elemento ademas del elemento verde, el cual puede ser escogido de
C(n — 1, 1) maneras, los restantes n — 2 elementos pueden ser particionados de ¢ (n — 2) maneras;.. . ;
si la célula verde contiene n — 1 elementos ademas del elemento verde, el cual puede ser escogido de
C(n — 1, n — 1) maneras, los restantes 0 elementos pueden ser particionados de ¢(0) = 1 manera.
Cerut estas particivnes toman en cuenta todas las partisiones posibles, tenemos

sm ==+ ("7 Nan-2+ ("3 o=+ -+ (22 )+ (12 1o
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Comenzando con ¢(0) = 1, podemos resolver sucesivamente para ¢ (1), ¢(2), ¢(3), ... (un sistema
triangular de ecuaciones lineales). Asi,

s()=$0)= 1
6@ =9+ (})p@=1+1=2

)s
¢(3)=¢(2)+( )¢(1)+( )4,(0) 242:-141=5

s@ =60+ (D)o+ (D)s+ (3)e0
=5+3.-24+3:-1+1=15

86)= 6@+ (})e@+ (3)o@+ (5)o+ ()6
=15+ 4-54+6-2+4-1+1=52

Método 3.
Véase el problema 11.45.

COMBINACIONES

11.19 ;De cuantas maneras se puede escoger un comité que conste de tres hombres y dos
mujeres entre siete hombres y cinco mujeres?

Se pueden escoger a los tres hombres entre los siete de C(7, 3) maneras, y a las dos mujeres entre
1as cinco de C(5, 2) maneras. Asi se puede escoger el comité de

T\S\_7:6-5 5-4_
(3)(2)—-—*—-——1.2 S‘T—?—JSOmaneras

11.20 ;Cudntos comités de cinco personas con un presidente dado se pueden formar entre
doce personas?

Se puede escoger al presidente de doce maneras y, Inego, se puede escoger a los otros cuatro del
comité entre los once restantes de C(11, 4) maneras. Asi hay
12- (14') = 12330 = 3960
tales comités.

11.21 En un talego hay seis bolas blancas y cinco bolas negras. Encuentre el nimero de mane-
ras para sacar cuatro bolas del talego si (¢) pueden ser de cualquiera de los dos colores.
(b) debe haber dos blancas y dous negras, (¢) deben ser todas del mismo color.

(2) Las cuatro bolas (de cualquier color) pueden ser escogidas de las once bolas de

1 11-10-9-8
(4)—W— 330maneras.

(b) Las dos bolas blancas pueden ser escogidas de C(6, 2) maneras, y las dos bolas negras pueden ser
escogidas de C(5, 2) maneras. Asi hay

6\/5 65 5-4
(z)(z) T2 1210

maneras de sacar dos bolas blancas y dos bolas negras.

(¢) Hay C(6,4) = 15 maneras de sacar cuatro bolas blancas, y C(5, 4) = 5 maneras de sacar cuafro bo-
las negras. Asi hay 15 + 5 = 20 maneras de sacar cuatro bolas del mismo color.
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11.22 Un estudiante tiene que contestar ocho de diez preguntas en un examen. (a) ;Cuantas
maneras de escoger tiene? (b) ;Cudntas si tiene que contestar las primeras tres pregun-
tas? (¢) ¢;Cuantas si tiene que contestar por 1o menos cuatro de las primeras cinco pre-

guntas?
(a) Las ocho preguntas pueden ser seleccionadas de

(10 _(10)_10-9_45m_ as
8)_ 2 )T 1. T Aomaneras.

(b) Si contesta las primeras tres preguntas, entonces podemos escoger las otras cinco preguntas de las
altimas siete preguntas de

(7)—(7)—1—6—21maneras
5] \2) 1.2 )

(c) Si contesta las primeras cinco preguntas, entonces puede escoger las otras tres preguntas de las Glti-

mas cinco de

(;) = 10maneras.

Por otro lado, si contesta solamente cuatro de las primeras cinco preguntas, entonces puede esco-

ger estas cuatro de
(5 = (5) = Smaneras
4) 1 *

y puede escoger las otras cuatro preguntas de las Gltimas cinco de

(©)- ) s

Asi, puede escoger las ocho preguntas de 5 < 5 = 25 maneras. Por lo tanto tiene un total de treinta y
cinco maneras.

DIAGRAMAS DE ARBOL

11.23 Encuentre el conjunto producto A x Bx C endonde A ={1,2}, B={a,b,c} y C={3,4}.
El conjunto producto se obtiene construyendo un diagrama de arbol como se muestra en la fig.
11-5. Observe que el arbol esta construido de izquierda a derecha, y que el nimero de ramas en cada
punto corresponde al niimero de maneras como puede ocurrir el siguiente evento. Los doce elementos
de A X B X C aparecen a la derecha del diagrama.

3 1,4a,3)
a
<, et
4 1,5, 4)
3 1,¢3)
[
<4 1, ¢, 4)
3 2,a,3)
(/3
<4 2, a, 4)
2 3 2,9,8)
b<
4 2,5,4)
3 2,¢3
[+
Figura 11-5 <4 2,9
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11.24 Encuentre las permutaciones de {a, b, c}.

El corolario 11.3 nos dice que hay 3! = 3 + 2 + 1 = 6 permutaciones; se puede usar un diagrama de
arbol para representarlas. Esto se hace en la fig. 11-6, en donde las seis permutaciones aparecen a la
derecha del diagrama.

ach

bac

a
b<
¢

bea

a cba

Figura 11-6

11.25 En un campeonato de baloncesto juegan los equipos A y B. El equipo que primero garie
tres juegos gana el campeonato. Encuentre las maneras posibles como se puede desarro-
ilar el campeonato.

Construya el diagrama de arbol adecuado, como se muestra en la fig. 11-7. Hay veinte posibilida-
des:

AAA, AABA, AABBA, AABBB, ABAA, ABABA, ABABB, ABBAA, ABBAB, ABBB
BAAA, BAABA, BAABB, BABAA, BABAB, BABB, BBAAA, BBAAB, BBAB, BBB

Figura 11.7



272

ANALISIS COMBINATORIAL [CAP. 11

Problemas suplementarios

FACTORIALES, COEFICIENTES BINOMIALES

11.26

11.27

11.28

11.29

11.30

11.31

Evalie: (a) 9!, (b) 10!, (c) 11!
Evalue: (a) 16Y/14!, (b) 14Y/111, (¢) 8!/104, (d) 10¥/13!
Escriba en términos de factoriales: (a) 24232221, (b) 1/(10-11-12)

Simplifique: (a) (_"_:_'12 )] (n—'l%)‘, () E_:%% (d) E’%

maie: @ () © (G @) @) e o)
La octava fila del tridngulo de Pascal es como sigue:

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Calcule las filas novena y décima del tridngulo.

PERMUTACIONES, PARTICIONES

11.32

11.33

11.34

11.35

11.36

11.37

11.38

11.39

(a) ¢Cuantas placas de automoviles se pueden hacer si cada placa contiene dos letras diferentes seguidas
de tres digitos diferentes? (b) Resuelva el problema si el primer digito no puede ser 0.

Hay cinco caminos entre A y By cuatro entre By C.
{a) De cuantas maneras se puede viajar de A a C pasando por B?
(b) ¢De cuantas maneras se puede hacer un viaje en redondo de A a C pasando por B?

(¢) ¢De cuantas maneras se puede hacer un viaje redondo de A a C sin usar el mismo camino mas de
una vez?

Encuentre el niimero de maneras como seis personas pueden montar en un tobogan st una de las tres
debe conducirlo.

(a) Encuentre el nimero de maneras como cinco personas pueden sentarse en una fila. (b) ;Cuantas
maneras hay si dos personas insisten en sentarse la una al pie de 1a otra?

Encuentre el nimero de maneras como un juez puede conceder un primer, segundo y tercer premio si
hay diez personas compitiendo.

Encuentre el niimero de permutaciones que se pueden formar con todas las letras de cada palabra?

(¢) PORRO  (b) CARBURAR (c) PROPOSICION (d) BASEBALL

Considere todos los enteros positivos con tres digitos diferentes. (Observe que 0 no puede ser el primer
digito.) (a) ;Cudntos son mayores que 700? (&) (Cuéantos son impares? {c) ;Cuantos son pares? (d)
¢Cuantos son divisibles por 5?

{a) Encuentre el nimero de permutaciones que se pueden formar con las tetras de la palabra MOROSO.
(b) ¢Cuantas de éstas comienzan y terminan con una 0?

(¢} ;Cuantas de éstas tienen las tres Os juntas?

(d) ¢Cuantas de éstas comienzan con una O y terminan con R?
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11.40

1141

11.42

11.43

11.44

11.45

¢De cudntas maneras se pueden dividir nueve juguetes entre tres nifios, dandoles a todos igual nimero
de juguetes?

¢De cudntas maneras podemos hacer tres equipos del mismo tamafio entre nueve estudiantes?

¢De cuintas maneras podemos hacer tres equipos, uno con cuatro y los otros de a tres, entre diez estu-
diantes?

¢De cuintas maneras se puede particionar un club de doce miembros en tres comités con 5,4y 3
miembros respectivamente?

(a) Suponiendo que una célula puede ser vacia, ;de cuéntas maneras se puede particionar un conjunto
con tres elementos en (i) tres células ordenadas, (ii) tres células no ordenadas? (b) ;De cuéntas mane-
ras se puede particionar un conjunto con cuatro elementos en (i) tres células ordenadas, (ii) tres células
no ordenadas?

Denote por f(n, k) el niimero de particiones no ordenadas de n elementos diferentes en k células no va-
cias, en donde 2 < n.

(a) Establezca la relacion
fin, k)= f(n =1,k ~ 1)+ kf(n~ 1, k)
y resuélvala en forma similar ai tridngulo de Pascal.

(b} Refiriéndonos al problema 11.18 demuestre que
#(n)= 3, fn k)
k=1

0 sea, la suma de la fila n del arreglo triangular en (a) es ¢ (n).

COMBINACIONES

11.46

11.47

11.48

11.49

11.50

Una clase tiene nueve nifios y tres nifias. (¢) ;De cuantas maneras puede un profesor escoger un comité
de cuatro? (b) ;Cuadntos comités tendran por lo menos una nifia? (¢) ;Cuéntos comités tendran exac-
tamente una nifia?

Una seficra tiene once amistades intimas. (a) ;De cuantas maneras puede invitar a cinco de ellas a
comer? (b) ;De cuantas maneras si dos de las amistades estan casadas y no asistirdn separadamente?
(c) ¢De cuantas maneras si dos de ellas no se estdn hablando entre si y no asistirin juntas?

Hay diez puntos A, B, ... en un plano, ninguno de los tres en una misma recta. (¢) ¢Cuantas rectas
determinan estos puntos? (b) ;Cudntas de estas no pasan a través de A o de B? (c) ;Cuéntos triangulos
determinan estos puntos? (d) ;Cuantos de estos triangulos tienen el vértice A? (e) ;Cuéantos de estos
triangulos contienen al lado AB?

Un estudiante tiene que contestar diez de las trece preguntas de un examen. (¢) ;Cuantas maneras de
escoger tiene el estudiante? (b) ;Cudntas si tiene que contestar las primeras dos preguntas? (¢} ;Cuén-
tas si tienen que contestar la primera y la segunda pregunta pero no ambas? (d) ;Cuantas si tiene gue
contestar exactamente tres de las primeras cinco preguntas? (e) ;Cuéntas si tiene que contestar por lo
menos tres de las primeras cincc preguntas?

El alfabeto inglés tiene veintiséis letras de las cuales cinco son vocales. Considere solamente las “pala-
bras” formadas por cinco letras incluyendo tres consonantes diferentes y dos vocales diferentes.
;Cuantas de estas palabras (a) se pueden formar? (b) contienen laletra B? (c) contienen las letras By
C? (d) comienzan con By contienen la letra C? (e) comienzan con B y terminan con C? (f) contienen
las letras A y B? (g) comienzan con A y contienen a B? (k) comienzan con B y contienen a A? (i)
comienzan con A y terminan con B? (j) contienen las letras A, By C?
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DIAGRAMAS DE ARBOL

11.51 Encuentre el conjunto producto {1,2}x{a, b, ¢} x {3.4} construyendo el diagrama de arbol apropiado.

11.52 Los equipos A y B juegan en la serie mundial de baseball, en donde el equipo que primero gane cuatro
juegos gana la serie. Suponiendo que A gana el primer juego y el equipo que gana el segundo juego
también gana el cuarto juego, ;de cuantas maneras se puede jugar la serie?

11.53 Un hombre tiene tiempo para jugar ruleta cinco veces. Gana o pierde un dolar en cada juego. El hom-
bre comienza con dos ddlares y parara de jugar antes de los cinco juegos si pierde todo su dinero o gana
tres dolares (o sea, si termina con cinco doblares). Encuentre el numero de maneras como pueden ocu-
rrir los juegos.

11.54 Los equipos A y B juegan en un torneo de baloncesto. El primer equipo que gane dos juegos seguidos o

un total de cuatro juegos gana el torneo. Encuentre el nimero de maneras como se puede desarrollar el
tormeo.

Respuestas a los problemas suplementarios

11.26 (a) 362880, (b) 3628800, (c) 39916 800
11.27 (a) 240, (b) 2184, (c) 1/90, (d) 1/1716
11.28 (a) 241201, (b) 9}/12!
11.29 (a)n+1, (b) n(n - 1)= n2—n, (c) Yin(n + )Y(n+2)}, (d) (n—r)n - r+1)
11.30 (a) 10, (b) 35, (c) 91, (d) 15, () 1140, (f) 816
11.31 1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
110 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11.32 (a)26-25-10-9-8= 468000, (b) 26+ 25+9+9 - 8 = 421 200
11.33 (a) 24, (b) 576, (c) 360
11.34 360
11.35 (a) 120, (b) 48

11.36 720

8! 11 8
11.37 (a) 30, (b) ﬁ = 3360, {c) m-— 1663 200, (d) m— 5040

11.38 (a) 216, (b) 320, (c) 328, (d) 136

11.39 (a) 120, (b) 24, (c) 24, (d) 12

9!

1140 5375 =

1680
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11.41

11.42

11.43

11.44

11.45

11.46
11.47
11.48
11.49

11.50

11.52
11.53

11.54

9
Giyai - 20

10!
[GY2NE) 1]~ 2100

12!

Srara - 27120

(@) (i) 3°=27 (Cadaelemento se puede colocar en cualquiera de las tres células.)
(ii) Los niimeros de elementos en las tres células pueden distribuirse como sigue:

(@) H3L{0L{0}, (&) H2{h{08. (o ()4
Asfi el nimero de particioneses 1 +3+1=5.
b) @ 3*=81
(ii) El nimero de elementos en las tres células se puede distribuir como sigue:

(@) [{43{05{0}., (@) [BL{LOY, () 2L}, (@ [{2h{1}{)]

Asi el nimero de particioneses 1+4+3+6=14.

(@) 495, (b) 369, (c) 252

(a) 462, (b) 210, (c) 378

(@) 45, (b) 28, (c) 120, (d) 36, (¢) 8

(a) 286, (b) 165, (c) 110, (d) 80, (¢) 276

(@) (231)(;)-5!=1596000 © 19-(3)-3!=1140 ) 4-(220)-3!=4456
®) (220)(;)'5!=228000 " 4.(220)-sz=91 200 () 4-19-51=9120
© 19-(;)-5!=22800 ® 4-(220)-4!=18240

@ 19 (;)—4!=4560 (k) 18240 {io mismo que en (g)]

15

20

14



Capitulo 12
Probabilidad

12.1 INTRODUCCION

La probabilidad es el estudio de experimentos aleatorios o no deterministicos. Si se lanza
un dado al aire, entonces es seguro que el dado caera, pero no es seguro que, digamos, salga un
6. Sin embargo, supongamos que repetimos este experimento de lanzar un dado; sea s el na-
mero de éxitos, es decir el niimero de veces que aparece un 6, y sea n el namero de veces que se
lanza el dado. Se ha observado empiricamente que la razén f = s/n, lamada frecuencia relativa
de éxitos, se estabiliza a la larga, o sea, se acerca a un limite. Esta estabilidad es la base de la
teoria de la probabilidad.

En la teoria de la probabilidad, definimos un modelo matematico de los fenomenos antes
mencionados asignando “probabilidades” (o; los valores limites de las frecuencias relativas) a
todos los resultados posibles de un experimento. Ademas, como la frecuencia relativa de cada
resultado es no negativa y la suma de las frecuencias relativas de todos los resultados posibles
es la unidad, requerimos que nuestras “probabilidades” asignadas también posean estas dos
propiedades. La confiabilidad de nuestro modelo matematico para un experimento dado de-
pende de la cercania de las probabilidades asignadas a las frecuencias relativas limites reales.
Esto hace surgir los problemas de verificacion y confiabilidad que forman el tema de la estadis-
tica.

12.2 ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS

El conjunto S de todos los resultados posibles de un experimento dado se llama espacio
muestral. Un resultado en particular, es decir un elemento de S, se llama punto de muestreo
o muestral. Un evento A es un conjunto de resultados o, en otras palabras, un subconjunto del
espacio muestral S. En particular, el conjunto {a} que consta de una sola muestrae € S es un
evento, y se llama evento elemental. Adn mads, el conjunto vacio ¢ y S en si son subconjuntos
de Sy, por lo tanto, son eventos; ¢ a veces recibe el nombre de evento imposible.

Como un evento es un conjunto, podemos combinar eventos para formar nuevos eventos
usando las varias operaciones entre conjuntos:

(1) A U B es el evento que ocurre siempre y cuando ocurra o A o B (o ambos).
(2) A N B es el evento que ocurre siempre y cuando ocurran tanto A como B.

(8) A°’ el compiemento de A, también escrito A, es el evento que ocurre siempre y cuando
no ocurra A.

Dos eventos A y B se llaman mutuamente excluyentes si son disyuntos, o sea, A N B= ¢. En
otras palabras, A y B son mutuamente excluyentes si y solo si no ocurren simuitineamente.

EJEMPLO 12.1

(@) Experimento: Lance un dado y observe el niimero que resulta. El espacio muestral consiste entonces en
los seis nimeros posibles:

§={1,2,3,4,5,6}
Sea A el evento de que salga un niimero par, B de que salga un impar y C de que salga un primo:
A={2,4,6}, B={1,35}, C=1{2,33}

276
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Entonces:

AUC={2,3,4,5, 6} es el evento de que salga un nimero par o un primo;
B N C = {3, 5} es el evento de que salga un primo impar;
C* ={1,4, 6} es el evento de que no salga un primo.

Observe que A y B son mutuamente excluyentes: A N B = ¢;en otras palabras, no pueden salir simultanea-
mente un niimero par y uno impar,

(b) Experimento: Lance una moneda 3 veces y observe la sucesion de caras (C) y sellos {S) que resulta. El
espacio muestral S consta de ocho elementos:

S ={CCC, CCS, CSC, CSS, SCC, SC8, SSC, SSS}.

Sea A el evento de que salgan dos o mas caras consecutivamente, B de que todos los lanzamientos tengan
el mismo resultado:

A ={CCC,CCS,SCC}y B ={CCC, SSS}
Entonces A N B = {CCC} es el evento elemental en el que sclamente salen caras. Ei evento de que salgan 5
caras es el conjunto vacio ¢.

Los espacios muestrales del ejemplo 12.1 son finitos. También existen espacios muestrales
infinitos; sin embargo, la teoria de tales espacios se sale del alcance de este libro. Asi, a no ser
que se diga otra cosa, todos nuestros espacios muestrales S seran finitos.

12.3 ESPACIOS FINTTOS DE FROBABILIDAD

Sea S un espacio muestral finito: S = {a, az,..., @.} . Un espacio de probabilidad finito se
obtiene asignando a cada punto muestral a; € S un nimero real P;, llamado la probabilidad de
a;, y que satisface las siguientes condiciones:

(1) Cada P; es no negativo, P; > 0.
(2) Lasuma de los F; esuno,p1+p;+ - +p,= L.

La probabilidad de cualquier evento A, escrito P(A), se define entonces como la suma de las

probabilidades de las muestras en A. Por conveniencias de notacién escribimos P(a;) en lugar
de P({a:}).

EJEMPLO 12.2 Tres caballos, A, B, y C, estin en una carrera; las posibilidades de que A gane son el doble de
las de B, y las de ésie, el doble de las de C. Queremos encontrar las respectivas probabilidades de ganar, que
notaremos P(A), P(B), y P(C). También queremos encontrar la probabilidad de que gane P o C, o sea, P((B,

).

Sea P(C) = p; como es el doble de probable de que gane B a de que gane C, P(B) = 2p; y como es el doble
de posible de que gane A a de que gane B.P(A) = 2P{B) = 2(2p) = 4p. Ahora la suma de las probabilidades debe
ser 1; por lo tanto

p+2p+d4p=1 o Tp=1 o p=j3
De esta manera,

P(A)=4p=3, PB)=2p=3  P(C)=p=}

Espacios equiprobables

Frecuentemente las caracteristicas fisicas de un experimento sugieren que a los varios
resultados se les asignen probabilidades iguales. A tal espacio de probabilidad finita S, en"don-
de cada punto muestral tiene la misma probabilidad, se le lamara espacio equiprobable. En
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particular, si S tiene n puntos, entonces la probabilidad de cada punto es 1/n. AGn mas, si un
evento A tiene r puntos, entonces su probabilidad es

1 r
ros=r
n n
En otras palabras,
Nuamero de elementos de A

Nuamero de elementos de S

P(A)=

numero de maneras como puede ocurrir el evento A

P(A)=— - -
(A) niumero de maneras como puede ocurrir el espacio muestral S

Hagamos hincapié en que la formula anterior para P(A4) se cumple s6lo para espacios equipro-
bables.

Las expresiones “aleatoriamente” o “al azar” se usaran solamente con respecto a un espa-
cio equiprobable; o sea, la instruccidon “Escoja aleatoriamente un elemento de un conjunto S§”
significard que S, como espacio muestral de resuitados de la escogencia, es un espacio equipro-
bable.

EJEMPLO 12.3 Seleccionemos aleatoriamente una carta de una baraja de poker de 52 naipes. Sea
A ={la carta es una pica}
y B ={la carta es una figura, o sea, una J, una Q o una K}
Calculamos P(A), P(B) y P(A N B). Como tenemos un espacio equiprobable,

nimero de picas _ 13 _ 1

13 numero de figuras 12 _ 3
numero de cartes 52 4

P) = P(B) =~ fmero de cartas 32~ 13
niimero de picas con figuras 3
A = ==
PanB) nimero de cartas 52

12.4 TEOREMAS DE ESPACIOS FINITOS DE PROBABILIDAD

Los espacios finitos de probabilidad también se pueden definir por medio de los tres axio-
mas siguientes, los cuales aseguran que la probabilidad de un evento es la suma de las probabili-
dades de los eventos elementales que lo componen. O sea, un espacio finito de probabilidad
consiste de un conjunto finito S, junto con una funcién de valor real P( ), definida en la clase
de todos los eventos (subconjuntos) de S, que satisfagan las siguientes propiedades:

[P,] Para cada evento A, P(A)=0.
[P} P(S)=1.
[P;] Silos eventos A y B son mutuamente excluyentes, entonces P(A U B)= P(A)+ P(B).

De estos axiomas se puede probar

Teorema 12.1: Si ¢ es el conjunto vacio, y A y B son eventos arbitrarios, entonces:

i) P@)=0;

(i) P(A°)=1-P(A),

(i) P(AN\B)=P(A)- P(ANB),ie. P(ANB)= P(A)- P(ANB);
(iv) A C Bimplica P(A)= P(B).

(v) PA)=1
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La ventaja de que un evento con probabilidad p ocurra se define como la razén p : ¢, en
donde g es la probabilidad de que no ocurra. Por (ii) en el teorema 12.1, la ventaja es por lo
tanto p : (1 — p). Por ejemplo, si P(4) = 2/3, entonces la ventaja de que ocurra A es

§:§=2:1

lo cual selee “2al”.
Observe que el axioma [P;] da la probabilidad de una union de eventos en el caso de que
los eventos sean mutuamente excluyentes, o sea, disyuntos. De lo anterior se desprende:

Teorema 12.2: Para eventos cualesquiera A y B, P(AU B)= P(A)+ P(B)— P(ANB).
Corolario 12.3: Para eventos cualesquiera A, By C,
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)- P(AN B)
-PANC)-P(BNC)+P(ANBNC(C)

con formulas andlogas para cuatro, cinco, seis, ... eventos (compare con el teorema 6.3 y con
el corolario 6.4).

12.5 PROBABILIDAD CONDICIONAL

Sea E un evento arbitrario en un espacio muestral S para el cual P(¥) > 0. La probabilidad
de que ocurra un evento A4 una vez que haya ocurrido E o, en otras palabras, la probabilidad
condicional de A dado E, escrito P(AE), se define como sigue:

P(ANE)
P(E)

La figura 12-1 es un diagrama de Venn que representa un
espacio muestral S y eventos (conjuntos) E y A. Se podria

decir que P(A |E) mide la probabilidad de A relativa al es- 5
pacio reducido E. E @‘

En un espacio equiprobable la probabilidad de un even-
to es proporcional al nimero de puntos muestrales en el
evento, y por lo tanto

P(A|E)=

, Figura 12.1
namero de elementosen A N E

nimero de elementos en E
niimero de maneras en que puede ocurrir A y E
numero de maneras en que puede ocurrir E

P(A |E)

i

EJEMPLO 12.4 Supongamos que lanzamos un par de dados no cargados. Sila suma es 6, encuentre la proba-
bilidad de que uno de los dados tenga un 2. En otras palabras, si

E ={sumaes 6}={(1.5).(2.4),(3,3). (¢ 2).(5, )}
y A = {aparece un 2 por lo menos en un dado}

encuentre P(4 | E).
E esta compuesto de cinco elementos y dos de ellos, (2,4) y (4, 2), pertenecen a A. Por lo tanto, como el
espacio es equiprobable,

P(AIE)=§

La definicién de probabilidad condicional se puede volver a escribir como

P(ANA)=P(A)P(A| A)
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en donde hemos usado el hecho de que A,N A= A,N A,. La formula anterior puede ser ex-
pandida de la siguiente manera:

Teorema 12.4 (Teorema de la multiplicacion):
P(A10A20~ b ﬂA,,)= P(A])P(AziA])P(A;'A]ﬁAz)P(A4|AlnAznAg)
- P(A,|]AIN AN NA,Y)

EJEMPLO 125 Un lote contiene 12 articulos de los cuales 4 son defectuosos. Se sacan al azar tres articulos
del lote, unc después de otro. Encuentre la probabilidad p de que todos los tres articulos sean no cefectuosos.

La probabilidad de que el primer articulo sea no defectuoso es 8/12, ya que 8 de 12 articulos son no de-
fectuosos. Si el primer articule es no defectuoso, entonces la probabilidad de que el siguiente articulo sea no
defectuoso es 7/11, ya que solamente 7 de los 11 articulos restantes son no defectuosos. Si los primeros dos
articulos son no defectuosos, entonces la probabilidad de que el {ltimo articulo sea no defectuoso es 6/10, ya
que solamente 6 de los 10 articulos restantes son no defectuosos. Asi por el teorema de la multiplicacion,

_8.7.6_14
PET3'11°10° S5

12.6 INDEPENDENCIA

Se dice que un evento B es independiente de un evento A si la probabilidad de que ocurra
B no esta influida por el hecho de que A haya ocurrido o no. En otras palabras, si la probabili-
dad de B es igual a la probabilidad condicional de B dado A: P(B) = P(B1A). Substituyendo
P(B1A) por P(B) en el teorema de la multiplicacion obtenemos
P(ANB)= P(A)P(B)
Usamos formaimente la anterior formula como nuestra definicién de independencia.

Definicion: Los eventos A y B son independientes si P(A N B) = P(A) P(B); de otra mane-
ra son dependientes.

EJEMPLO 12.6 Supongamos que lanzamos tres veces una moneda no cargada; obtenemos el espacio equipro-
bable

8§ ={CCC, CCS, CSC, CSS, SCC, SCS, SSC, SSS}
Considere los eventos
A ={sale cara en el primer lanzamiento}
B ={sale cara en el segundo lanzamiento}
C ={salen exactamente dos caras seguidas}
Claramente A v B son eventos independientes; este hecho se verifica en seguida. Por otra parte, la relacion en-

tre Ay C o By Cno es obvia. Sostenemos que A y C son independientes, pero que By C son dependientes.
Tenemos

P(4) = P({CCC, CCS, CSC, CSSY) = ==

P(B) = P({CCC, CCS, SCC, SCS}) =

wolH o)
N= o=

N

P(C) = P({CCS, SCC)) = 2=
Luego

P(A NB) = P({CCC,CCS) =5 P(A N C) = P(CCS)) =

1 1
4 8

P(B N C) = P({CCS, SCC)) =

-



CAP. 12] PROBABILIDAD 281

Por lo tanto,
P(A)P(B)= 3°3%3% P(AN B), y asi A y B son independientes;
P(AYP(C)= % % = %= P(ANC), yasi Ay Cson independientes;
1.1 1

P(B)P(C)= 3'17% # P(BNC), y asi By C son dependientes.

Frecuentemente, si las condiciones del experimento sugieren que dos eventos A y B “no
tienen ninguna conexién el uno con el otro”, definimos a P(A N B) como P(A) P(B); es decir,
postulamos la independencia de A y B. De nuevo destaquemos que la independencia o depen-
dencia de dos eventos dados no esta determinado por los eventos en si, sino por las probabili-
dades que asighamos a los eventos y a su interseccidén. Véase el problema 12.18.

12.7 PRUEBAS REPETIDAS

Ya hemos encontrado espacios de probabilidad asociados con un experimento repetido un
numero finito de veces, como en el ejemplo 12.6. Este concepto de la repeticion esta formali-
zado de la siguiente manera:

Definicion: Sea S* un espacio finito de probabilidad. Por n pruebas independientes o
repetidas, queremos decir que el espacio de probabilidad S que consiste en
todas las n-tuplas ordenadas de los elementos de S*, con la probabilidad de
una n-tupla definida como el producto de las probabilidades de sus componen-
tes:

P((s1,52 ..., 8))=P(s1) P(s2) - - - P(s4)

EJEMPLO 12.7 Supongamos que siempre que corren juntos fres caballos a, & y c, sus respectivas probabilida-
des de ganar son 3, 3 v . En otras palabras, $*={a, b,c} con P(a)=3 P(b)=3.y P(c)=3. Silos caballos
corren dos veces, entonces el espacio muestral de las dos pruebas repetidas es

S = {aa, ab, ac, ba, bb, bc. ca, cb, cc}

Por conveniencia de notacion, hemos escrito ac en lugar de la pareja ordenada (g, c). Las probabilidades de los
puntos muestrales de S son:

P(aa)=P(a)P(a)=%-%=% P(ba)=é P(ca)—ll—2
Plab)=P@Pb)=3-3=3  Pbh=3  Pb)=1g
P(ac)=P(a)P(c)=%-é=li2 P(bc)=% P(cc)=%

Asi, la probabilidad de que gane ¢ la primera carrera y que gane ¢ la segunda carrera es P(ca) = 1/12.

Frecuentemente se estudian las pruebas repetidas con solamente dos resultados; llamamos a
uno de los resultados éxito y al otro fracaso. Sea p la probabilidad del éxito, y por lo tanto
g = 1 — p es la probabilidad de fracaso. Frecuentemente estamos interesados en el nimero de
éxitos sin importarnos el orden en que ocurran. Se aplica el siguiente teorema, demostrado en
el problema 12.23.

Teorema 12.5: La probabilidad de exactamente k éxitos en pruebas repetidas se denota y da
por

b(k;n,p)= (Z)p”q"‘“

(Véase la seccién 11.3 para la definicion del coeficiente binomial.)
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EJEMPLO 12.8 Una moneda no cargada se lanza seis veces o, equivalentemente, se lanzan seis monedas no
cargadas; sea cara un éxito. Entoncesn =6y p =q=1/2.

(e) La probabilidad de que salgan exactamente dos cabezas (o sea, k = 2) es

- (-5

(b) La probabilidad de obtener por lo menos cuatro caras (o seak = 4,5 0 6) es

s - (RTET WO

15,6 1 1

1 11
64 32

{c) La probabilidad de que no haya caras (o sea, 2 = 0) es

b0 6.5=(3) - %5

y asi la probabilidad de por 10 menos una cara es

1 _63

1-—=2

64 64

Supongamos que consideramos a n y a p como constantes. Entonces a b(k, n, p), una fun-
cién de k, se le llama una distribuciéon binomial, ya que parak = 0, 1, ..., n corresponde a los
términos sucesivos de la expansion binomial.

w+pf=¢wfqﬁ“b+(;ﬁ“$”“~%p”
=b(0;n.p)+b(l;n.p)+ b2, n,p)+---+bn;n,p)

El uso de la palabra “binominal” se explicara en el capitulo 13. La distribucion binomial tam-
bién se llama distribucién de Bernoulli, y a las pruebas independientes con dos resultados se les
llama pruebas de Bernoulli.

Problemas resueltos

ESPACIOS MUESTRALES, ESPACIOS FINITOS DE PROBABILIDAD

12.1 Sean A y B eventos. Encuentre una expresion y dibuje un diagrama de Venn para el
evento en que ocurre: {a) A pero no B; (b) o A o B, pero no ambos.

(@) Como ocurre A pero no B, sombree el area de A por afuera de B, como en la fig. 12-2(a). Observe

que B¢, el complemento de B, ocurre, ya que B no ocurre; asi ocurren A y B. En otras palabras, el
evento es A N BS.

(b) Como A o B ocurren, pero no ambos, sombree el area de A y de B excepto en donde se intersec-
ten, como en la fig. 12-2(b). El evento es equivalente a la ocurrencia de A pero no B o B pero no
A. Asi el evento dado es

(ANB YU (BN A)
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(@) (b)
Figura 12-2

12.2 Supongamos que lanzamos una moneda y un dado, y que el espacio muestral S consta de

12.3

doce elementos:
S ={C1, C2, C3, C4, C5, C6, S1, S2, S3, 54, S5, S6}
(a) Exprese explicitamente los siguientes eventos:
A = {sale cara y un nimero par}
B = {sale un primo}  C = {sale sello y un impar}

(b) Exprese explicitamente el evento: (i) ocurre A o B, (ii) ocurre B y C, (iii) solamente
ocurre B.

(¢} (Cuiles parejas de eventos A, B y C son mutuamente exclusivas?
(@) Los elementos de A son aquellos elementos de S formados por una C y un par:
A={C2,C4,C6}
Los elementos de B son aquellos puntos de S cuya segunda componente es un primo:
B = {C2, C3, C5, §2, S3, S5}

Los elementos de C son aquellos puntos de S formados por una S y un impar: C ={S1, $3, S5}.
) () AUB ={C2,(C4,0C6,C3,C5,82, 54, S5}

(ii) BN C={S3, S5}

(i) BN A° N C° ={C3,C5,S2)
(¢c) Ay Cson mutuamente excluyentesyaqueA NC = ¢

Un espacio muestral S consta de cuatro elementos: S ={a,, a,, a3, as}. ;Con cuales de
las siguientes funciones S resulta ser un espacio de probabilidad?

(@ P@)=3  P@)=} P@)-; = P@)=3
®) Pa)=3  P@)=;  P@)=-;  Pla)=;
©) P@)=3  P@)=; P@)-z  Pla)=g
@ P@)=3  P@a)-;  P@)=3  P@)=0

(@) Como la suma de los valores para el espacio muestral es mayor que uno, la funcion no definea S
como un espacio muestral.

(b) Como P(a3) es negativo, la funcion no define a S como un espacio de probabilidad.

(¢) Como cada valor es no negativo y la suma de los valores es uno, la funcion define a S como un
espacio de probabilidad.

(d) Los valores son no negativos y suman uno; por lo tanto, la funcion define a S como un esp;cio de
probabilidad.
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12.4 Una moneda esta cargada de tal manera que las caras salen el doble de veces que los se-
llos. Encuentre P(S) y P(C).

Sea P(S) = p;entonces P(C) = 2p. Ahora asigne la suma de las probabilidades igual a uno:
pt2p=1 o p= 3
Asi, P(S) = 1/3y P(C) = 2/3.
12.5 Encuentre la probabilidad p de un evento, si la ventaja de que pueda ocurrir es “3 a 2",

La ventaja de que un evento con probabilidad p pueda ocurrir es la razon: p:(1 —p). Asi,

2 .3 =3- - -
T-p-2 [ 2p=3-3p o Sp=3 o p=

Nl

12.6 Determine la probabilidad p de cada evento:

(a) Sale un numero par en el lanzamiento de un dado no cargado;

(b) al sacar una sola carta de una baraja de 52 cartas sale una K;

(c) sale por 1o menos un sello al lanzar tres monedas no cargadas; |

(d) sale una bola blanca al sacar una sola bola de una bolsa con 4bolas blancas, 3 rojas
y 5 azules.

(2) El evento puede ocurrir de tres maneras (un 2, un 4 o un 6) entre 6 casos igualmente probables,
asip=3/6=1/2.

(b) Hay tres Ks en las 52 cartas; asi p = 4/52 = 1/13.

(¢) Si distinguimos las monedas, hay entonces 8 casos igualmente posibles: CCC, CCS, CSC, CSS, SCC,
SCS, SSC, SSS. Solamente el primer caso no es favorable al evento dado; asi p = 7/8. (d) Hay
4 4+ 3 + 5= 12 bolas, de las cuales 4 son blaneas; asi p = 4/12 = 1/3.

12.7 Se sacan aleatoriamente dos cartas de una baraja de 52 cartas. Encuentre la probabilidad
p de que (a) ambos sean picas, (b) uno sea pica y uno sea un corazon.
Hay

(?) = 1326 maneras

de sacar 2 cartas entre 52.
(a) Hay

( 123) = 78 maneras

de sacar dos picas de 13 picas; asi

niamero de maneras de sacar dos picas _ 78 1

= htmero de maneras de sacar dos naipes 1326 17

(b) Como hay 13 picas y 13 corazones, hay 13 - 13 = 169 maneras de sacar una pica y un corazon; asi

169 13
P= 1326~ 102

12.8 En un curso de 10 hombres y 20 mujeres, la mitad de los hombres y la mitad de las mu-
jeres tienen ojos pardos. Encuentre la probabilidad p de que una persona escogida alea-
toriamente sea un hombre o tenga los ojos pardos.

Sea A ={la persona es un hombre}y B ={la persona tiene ojos pardos}; buscamos P(4 U B). Ahora

PA)=3=3 PB)=3  P@ANB)=

=N

el
30
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Asi, por el teorema 12.2,

p=P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(ANB) = +1-+=2

PROBABILIDAD CONDICIONAL

12.9 Se-lanzan tres monedas no cargadas, una moneda de un centavo, una de cinco, y una de
diez. Encuentre la probabilidad p de que todas salgan cara si (a) la moneda de un centa-
vo sale cara, (b) por lo menos una de las monedas sale cara.

El espacio muestral tiene ocho elementos: S ={CCC, CCS, CSC, CSS, SCC, SCS, SSC, SSS}.

(a) Silamoneda de centavo sale cara, el espacio muestral reducido es A ={CCC, CCS, CSC, CSS}. Co-
mo las monedas salen todas cara en 1 de 4 casos, P = 1/4.

(b) Si una o mas de las monedas sale cara, el espacio muestral reducido es B = {CCC, CCS, CSC, CSS,
SCC, SCS, SSC}. Como las monedas salen todas cara en 1 de 7 casos, P = 1/7.

12.10 Se lanza una pareja de dados no cargados. Si los dos numeros que salen son diferentes,

encuentre la probabilidad p de que (@) la suma sea seis, (b) salga un 1, (c) la suma sea 4
0 menos.

De las 36 maneras como pueden caer los dados, 6 produciran los mismos niimeros: (1, 1), (2, 2),
... (6, 6). Asi el espacio muestral reducido consistira de 36 — 6 = 30 elementos.

(e) La suma seis puede aparecer de 4 maneras: (1, 5), (2, 4), (4, 2), (5, 1). (No podemos incluir a
(3, 3) ya que los nimeros serian iguales.) Por lo tanto p= 4/30 = 2/15.

(6) Un 1 aparece de 10 maneras: (1, 2), (1, 3),...,(1,6)y (2, 1), (3, 1), ..., (6, 1). Por lo tanto
p=10/30=1/3.

(c) Lasuma 4 o menos puede ocurrir de 4 maneras: (3, 1), (1, 3), (2, 1), (1, 2). Asip = 4/30 = 2/15.

12.11 Una clase tiene 12 nifios y 4 nifas. Si tres de los alumnos se seleccionan al azar, ;cual es
la probabilidad p de que todos sean nifios?

La probabilidad de que el primer alumno seleccionado sea un nifio es 12/16 ya que hay 12 niiios
entre 16 alumnos. Si el primer alumno es un nifio, entonces la probabilidad de que el segundo sea un
nifio es 11/15 ya que quedan 11 nifios entre 15 alumnos. Finalmente, si los dos primeros alumnos
seleccionados fueran nifios, entonces la probabilidad de que el tercer alumno sea un nifio es 10/14 ya

que quedan 10 nifios entre 14 alumnos. Asi, por el teorema de multiplicacion, la probabilidad de que
todos tres sean nifios es

12 11 10 1

P 16’15 14" 28
Otro método

Hay C(16, 3) = 560 maneras de seleccionar 3 alumnos entre 16, y C(12, 3) = 220 maneras de
seleccionar 3 nifios entre 12. asi
_20_u
P =560~ 28

Otro método

Si los alumnos se seleccionan uno después de otro, entonces hay 16 + 15 - 14 maneras de seleccio-
nar tres alumnos, y 12 < 11 - 10 maneras de seleccionar tres nifios. asi
12411410 1

T 16-15-14 28

12,12 Se reparten cinco cartas una después de otra de una baraja ordinaria de 52 cartas. 7Cual
es la probabilidad p de que sean todas picas?
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La probabilidad de que la primera sea una pica es 13/52, que la segunda sea una pica es 12/51, de
que la tercera sea una pica es 11/50, de que la cuarta sea una pica es 10/49, y que la Gltima sea una pica
es 9/48. (Suponemos en cada caso que las cartas anteriores eran picas.) Asi

16 15 14 28

12.13 En cierta universidad, el 25% de los estudiantes pierden matematicas, el 15% pierden
quimica, y el 10% pierden tanto matematicas como quimica. Se selecciona un estudian-
te aleatoriamente.

(a) Si perdié quimica, ¢cudl es la probabilidad de que perdiera matematicas?

(b) Si perdié matematicas, ;cudl es la probabilidad de que perdiera quimica?

(¢) ;Cual es la probabilidad de que perdiera matematicas o quimica?
Sea M ={estudiantes que perdieron matematicas}y C ={estudiantes que perdieron quimica};
entonces P(M)=025 P(Q)=015 PMNQ)=0.10

(a) La probabilidad de que un estudiante perdiera matematicas, dado que perdié quimica, es

P(MN@Q) 0.10_2

PMI®)=—"p5y 015" 3

(b) La probabilidad de que un estudiante perdiera quimica, dado que perdido matematicas es

_P@NM)_0.10_2
PQRIM)=—pGH"=025"5
©) P(MUQ)= P(M)+P(Q)— P(M N Q)=0.25+0.15—0.10 = 0.30 = -

10
12.14 Encuentre P(B1A) si (a) A es un subconjunto de B, (b) A y B son mutuamente exclu-
yentes. Suponga que P(4) > 0.
(@) Si A es un subconjunto de B, entonces siempre que ocurra A ocurre B; por lo tanto P(B14) = 1.
Alternativamente, A N B = A; asi
P(ANB)_P@A)_
P(A) P(A)
(b) Si A y B son mutuamente excluyentes, o sea disyuntos, entonces cada vez que ocurre A no ocurre
B;asi p(Bl A) = 0. Alternativamente, A N\ B =¢; asi

P(ANB)_P@®)_ 0 _
P(A) ~ P(A) PA)

P(B|A)=

P(BlA)=

0

INDEPENDENCIA

12.15 La probabilidad de que un hombre viva 10 afios mas es 1/4, y la probabilidad de que su
esposa viva 10 afios mds es 1/3. Encuentre la probabilidad de que (@) ambos estén vivos
dentro de 10 afos, (b) por lo menos uno esté vivo en 10 afios, (¢) ninguno esté vivo en
10 anos, (d) solamente la esposa esté viva en 10 afios.

Vamos a suponer que A = evento de que el hombre esté vivo en 10 afios, y B = evento de que su
esposa esté viva en 10 afios, son eventos independientes; esto puede que corresponda o no a estadisticas
vitales reales.

- 111
(@ P(ANB)=P(A)P(B)=;"3=15
11

b) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AOB)=Z+§—11—2=%
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(¢) Buscamos P(A€ N B). Ahora

P(A)=1-P(A)=1-7=3 . P(B)=1-P(B)=1-

Wit

1 1
4 3
Afin més, A° y B son independientes (véase el problema 12.17). Asi,

o prpey 3.2 _1
P(A“NB)= P(A)P(B)=3-5=>

Alternativamente, como (A U B)* = A N B*,

P(A‘ﬁB‘)=P((AUB)‘)=1—P(AUB)=1—%=

=

(d) Buscamos P(A° N B). Como

N

y A° y B son independientes,

-1

P(A°NB)= P(A°) P(B) = % %
12.16 La caja A contiene 8 articulos de los cuales 3 son defectuosos, y la caja B contiene 5
articulos de los cuales 2 son defectuosos. Se saca un articulo al azar de cada caja. (a)
;Cudl es la probabilidad p de que ambos articulos sean no defectuosos? (b) ;Cual esla
probabilidad p de que un articulo sea defectuoso y el otro no? (c) Si un articulo es

defectuoso y uno no lo es, ;cudl es la probabilidad p de que el articulo defectuoso venga
de la caja A?

(a) La probabilidad de escoger un articulo no defectuoso de la caja A es 5/8 y de B es 3/5. Como
los eventos son independientes,

3
8

o AR}
Wl

p=

(b) Método 1. La probabilidad de escoger dos articulos defectuosos es

32_3

85 20
Segiin (a), la probabilidad de escoger dos articulos no defectuosos es 3/8. Asi
3 3 19

P81 @
Método 2. Laprobabilidad p; de escoger un articulo defectuoso de A y uno no defectuoso de B es
33,9
8 5 40

La probabilidad p, de escoger un articulo no defectuoso de A y uno defectuoso de B es

5,21
8 54
As{
it pa= 2119
PP 45747 %0

(c) Considere los eventos X = {articulo defectuoso de A} y B = {un articulo es defectuoso y uno no
lo es}. Buscamos P(X1Y). Por (b). P(X N Y)=pi=9/40y P(Y)= 19/40. Asi

P(XNY)_ 940 9

P = e = =
p= P(X|Y) P(Y) 19/40 ~ 19
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12.17 Demuestre: Si A y B son eventos independientes, entonces A° y B® son eventos indepen-
dientes.

Sea P(A) = x y P(B) = y. Entonces P(A°)=1—x y P(B°) =1—y. Como Ay B son indepen-
dientes, P(A N B) = P(A)P(B) = xy. A(n mis,

P(AUB)= P(A)+ P(B)-P(ANB)=x+y—xy
Por la ley de DeMorgan, (A U B) = A° N B°; asi
P(ANB)=P(AUBY)=1-P(AUB)=1-x—y+xy
Por otra parte,
PAYPB)=(0-x)1-y)=1-x-y+xy
Asi P(A° N B°)= P(A°) P(B*),y por lo tanto A€ y B® son independientes.

De manera similar, podemos mostrar que A y B, y también A® y B, son indepen-ientes.

PRUEBAS REPETIDAS

12.18 Una familia tiene tres hijos. Sea A = evento de que la familia tenga hijos de ambos sexos,

y sea B = evento de que la familia tenga a lo mas un niflo (varén). ;Son A y B eventos
independientes?

Consideramos los tres nacimientos como pruebas independientes, con probabilidad p para una nifia

y ¢ = 1 — p para un nifio en cada prueba. Los puntos del espacio muestral son (m para masculinoy f
para femenino).

S = {mmm, mmf, mfm, mff, fmm, fmf, ffm, fff}
asi que tienen probabilidad P(mmm) = 4, P(mmf) = pq?, Tenemos

A ={mmf, mfm, mff, fmm, fmf, ffm}
B ={mff, fmf, ffm, fff}
A N B ={mff, fmf, ffm}
y asi
P(A)=pq’+pq’+p’q+ pq’+ p’q + p’q = 3pq(p+q) = 3pq
P(B)=p*q+p’q+pq+p’= (g +p)p’=(2q+1)p’
P(ANB)=p’q+p’q+p'q=3p’q
Asi, A y B son eventos independientes si y solo si
3p’q =3pq - (29 + 1)p*

que se reduce a

1=2pq+p o q=2pq o p=%

Concluimos que A y B son independientes si es igualmente probable el nacimiento de un nifio o de una
nifia; en caso contrario los eventos son dependientes.

12.19 Calcule (a) b(2;5,3), (b) b(3;6,3) () b(3; 4,%).

s - Q) -4
®) b(3: 6,5 = (g)(%)( '
- () T -0 6)- &
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12.20 Se lanza tres veces una moneda no cargada. Encuentre la probabilidad p de que salga (a)
tres caras, (b) dos caras, (¢) una cara, (d) ninguna cara.

Método 1.

Obtenemos el siguiente espacio equiprobable de ocho elementos:

S ={CCC, CCs, CSC, €SS, SCC, SCS, SSC, 5SS}

(a) Ocurren tres caras (CCC) solamente una vez entre los ocho puntos muestrales; asi p = 1/8.
(b) Ocurren dos caras tres veces (CCS, CSC, y SCC); asi p = 3/8.
(c) Ocurre una cara tres veces (CSS, CSCy SSC); asi p = 3/8.
(d) No ocurren caras, o sea tres sellos (SSS), ocurre solamente una vez, asi p = 1/8.
Método 2.

Use el teorema 12,5, conn =3y p =q = 1/2.

pesois- Q) 1143
pesne QY -2
pesss - () 543
pesoss = () 144

12.21 Supongamos que el 20% de los articulos producidos por una fabrica salen defectuosos.
Si se escogen 4 articulos aleatoriamente, ;cudl es la probabilidad p de que (a) 2 sean
defectuosos, (b) 3 sean defectuosos, (¢) por lo menos uno sea defectuoso?

Use el Teorema 12.5,conn=4,p=02yg=1—p=10.8.

(@) p=b@2;4,02)= (‘2‘)(0.2)2(08)2 =0.1536
4\ ) s et

®) p=b(3: 4 02)= (3)(0.2) 0.8)" = 0.0256

© p=1-b(0;4,02)=1-(0.8)"=0.5904

12.22 El equipo A tiene probabilidad 2/3 de ganar cada vez que juegue. Si A juega 3 partidos,
encuentre la probabilidad de que A gane mas de 1a mitad de los juegos.
Aquin=4,p=2/3,yg=1-—p=1/3. Aganamas de la mitad de los partidos si gana 3 6 4 par-
tidos. Asi que la probabilidad pedida es

Nebaa )= (DAY EY + (4)(3) =32, 1616
b@3i 4,3+ b4 4.3 = (3)(3) (3) ¥ (4)(3) I

12.23 Demuestre el Teorema 12.5.

El espacio muestral de las n pruebas repetidas consta de todas las n-tuplas ordenadas cuyas compo-
nentes son o e (éxito) o f (fracaso). El evento A de k éxitos consta de todas las n-tuplas ordenadas, de
las cuales 2 componentes son e y las otras n — k componentes son /. El nimero de n-tuplas en el even-
to A es igual al nimero de maneras como k letras e se pueden distribuir entre n componentes de una
n-tupla; asi A consta de C(n, k) puntos muestrales. Como la probabilidad de cada punto en A es
p*q" T, tenemos ~

P(A)=(} Jptam
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Problemas suplementarios

ESPACIOS DE PROBABILIDAD

12.24

12.25

12.26

12.27

12.28

12.29

12.30

12.31

12.32

12.33

12.34

12.35

12.36

Sean A y B eventos. Encuentre una expresion y dibuje el diagrama de Venn para el evento de que (a) A
ocurra o B no ocurra, (b) ni A ni B ocurran.

Supongamos que lanzamos una moneda de un centavo, una de diez centavos y un dado.
(@) Describa un espacio muestral adecuado S.

(b) Exprese explicitamente los siguientes eventos: A = { salen dos caras y un nimero par}, B = { sale
un 2}, C = {salen exactamente una cara y un impar},

(¢) Exprese explicitamente el evento de que (1) ocurran A y B, (2) solamente ocurre B, (3) ocurren B
y C.

¢Cudles funciones, definidas en S ={ay, a5, a3}, hacen a S un espacio de probabilidad?

(a) P(a1)=%.P(az)=%.P(a3)=% (c) P(a,)=%,P(a2)=%,P(a3)=%

) P(a.)=—§.P(az)=—%.P(a3)=§ d) Plan=0, P(az)=%,P(a3):§

Sea P( ) una funcién de probabilidad en S ={a,, a,, a3}. Encuentre P(a,)si (a) P(a;) = 1/3y P(as3) =
1/4, (b) P(a;) = 2P(az) y P(a3) = 1/4.

Una moneda estd cargada de tal manera que las caras salen tres veces mas que los sellos. Encuentre
P(C)y P(8).

Tres estudiantes A, B y C compiten en una carrera de natacion. A y B tienen la misma probabilidad de
ganar y lo mas posible es que cada uno gane dos veces mas que lo que gana C. Encuentre la probabili-
dad de que (e) gane B, (b) gane C, (c) gane B o C.

Sean A y B eventos con P(A U B)=7/8, P(AN B)=1/4, y P(A%)=5/8. Encuenire P(A), P(B) y
P(A N B).

En un salon hay 5 estudiantes de primer aiio, 4 de segundo, 8 de tercero y 3 de cuarto. Se escoge al
azar un estudiante para representar el grupo. Encuentre la probabilidad de que el estudiante sea (a) de
segundo, (b) de cuarto, (c) de tercero o de cuarto.

Se selecciona aleatoriamente una carta entre 50 cartas que han sido numeradas de 1 a 50. Encuentre la
probabilidad de que el niimero en la carta sea (¢) mayor que 10, (b) divisible por 5, (¢) termine con el
digito 2.

Se colocan en una caja tres tornillos y tres fuercas. Si se cogen dos de estos objetos al azar, encuentre
la probabilidad de que sea un tornillo y una tuerca.

Hay diez estudiantes, A, B, ..., en una clase. Si se forma aleatoriamente con los estudiantes un comité
de tres, encuentre la probabilidad de que (a) A pertenezca al comité, (b) B pertenezca al comité, (c) A
y B pertenezcan al comité, (d) A 0 B pertenezca al comité.

Se lanza un par de dados no cargados. Encuentre la probabilidad de que el maximo de los dos nimeros
sea mayor que 4.

Se lanza 50 veces un dado no cargado. La siguiente tabla da los seis nimeros y sus frecuencias de ocu-
rrencia:

Namero 1 2 3 4 S 6

Frecuencia | 7 9 8 7 9 10
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Encuentre la frecuencia relativa del evento (a) sale un 4, (b) sale un namero impar, (c) sale un nimero
mayor que 4.

PROBABILIDAD CONDICIONAL, INDEPENDENCIA
12.37 Se lanza un dado no cargado. Considere los eventos

A=1{2,4,6} B={1,2} C={1,2,3,4}

(a) Encuentre P(4 y B), P(A o C). (b) Encuentre P(AB), P(BlA). (c) Encuentre P(AC), P(C1A).
(d) Encuentre P(BIC), P(CIB). (e) son A y B independientes? Ay C? By C?

12.38 Selanza un par de dados. Si los nlimeros que aparecen son diferentes, encuentre la probabilidad de que
la suma sea par.

12.39 Se seleccionan al azar dos digitos diferentes del 1 al 9. Si

E = sumaesimpar F = se selecciona el digito 2
encuentre (@) P(E | F), (b) P(F |E). (c) ;Son E y F independientes?

12.40 Sean A y B eventos con P(A) = 1/3,P(B) =1/4,y P(A U B) = 1/2. (a) Encuentre P(A|B) y P(BlA).
(b) Son A y B independientes?

12.41 En cierta universidad, el 25% de los hombres y el 10% de las mujeres estudian matematicas. Las
mujeres constituyen el 60% de los estudiantes. Se escoge al azar un estudiante. (a) Encuentre la pro-
babilidad de que el estudiante esté estudiando matematicas. () Si el estudiante estd estudiando mate-
maticas, encuentre la probabilidad de que el estudiante sea mujer.

12.42 Una caja contiene 5 transistores de los cuales 2 son defectuosos. Se prueban los transistores uno des-
pués de otro hasta que se identifican los defectuosos. (¢) Encuentre la probabilidad de que el proceso
se detenga en (i) la segunda prueba, (ii) en la tercera prueba. (Sugerencias: Si los tres primeros transis-
tores resultan no defectuosos, ....) (b) Si el proceso se detiene en la tercera prueba, ;cual es la proba-
bilidad de que el primer transistor probado era defectuosos?

12.43 Sean A y B eventos con P(A) = 1/4, P(A U B) = 1/3,y P(B) = p. Encuentre p si (¢) A y B son mutua-
mente excluyentes, (b) A y B son independientes, (c) A es un subconjunto de B.

12,44 Supongamos que lanzamos tres monedas. Sea A = {todas caras o todas sellos}, B ={por lo menos dos

caras}y C = {cuando mas dos caras}. De las parejas (4, B), (4, C) y (B, C), icuales son independientes
y cuales son dependientes?

12.45 Sean A y B eventos independientes con P(A)=0.3 y P(B)=0.4. (a) Encuentre (P(AN B) y P(A UB).
(b) Encuentre P(A IB) y P(BIA).

PRUEBAS INDEPENDIENTES
12.46 Muestre que si la familia del problema 12.18 tienen dos hijos, A y B deben ser dependientes.
12.47 Encuentre (a) b(1;5.3), (b) b(2;7,3), (c) b(2:4,3).

12.48 De una baraja de 52 cartas se saca una y se vuelve a meter tres veces. Encuentre la probabilidad de que
(2) se saquen dos corazones, (b) se saquen tres corazones, (c) se saque al menos un corazon.

12.49 El promedio de bateo de un jugador de baseball es .300. Si batea 4 veces, encuentre la probabilidad de
que le pegue a la pelota (a) dos veces, (b) por lo menos una vez.

12.50 Un equipo gana (G) con probabilidad 0.5, pierde (P) con probabilidad 0.3 y empata (E) con probabili-
dad 0.2, El equipo juega dos veces. (a) Determine el espacio muestral S y las probabilidades de los
eventos elementales. (b) Encuentre la probabilidad de que el equipo gane por 1o menos una vez.

12,51 La probabilidad de que A le dé a un blanco es 1/3. (¢) si dispara 3 veces, encuentre la probabilidad

de que le dé al blanco por lo menos una vez. (b) ;Cuantas veces debe disparar de tal manera que la
probabilidad de darle al blanco por io menos una vez sea mayor que 30%?
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Respuestas a los problemas suplementarios

12,24 (a) AUB-, (b) (AUB) or A*NB°

12.25 (a) S ={CC1, CC2, CC3, CC4, CC5, CC86, CS1, CS2, CS3, CS4, CS5, CS6,
SC1, SC2, SC3, 8C4, SC5, SC6, SS1, 882, §S3, S84, 86, SS6}

(b) A ={SS2,584,886}, B ={CC2,CS2,8C2,882}, C ={C81, 8C1, CS3, SC3, CS5, SC5}

) (1) AnB={CC2}
(2) BN(AUCY = {CS2, SC2, S52}
3) BNC=0

12.26 (c) y (d) 12.38 12
38 5

12.27 (@) 3. ()3 5
12.39 (a) 8 (b) 7 (c) no

12.28 P(C)=3 P(S)=1 1240 il Lo
40 (a)3, 5 B)si
1229 (a) 2/5. (b) 1/5, (c) 3/5
1241 (a) 55, (6) 3
12.30 P(a)=3 P(B)=1 P(ANBY) =}
1242 (a) §) 1 () 337 (6) 3
1231 (a) 3. (b) 55 () 35
1243 () 5 (B) 5 () 5
1232 (a3 ()% () 5
12.44 Solamente A y B son independientes.

12.33 3/5
12.45 (a)0.12, 0.58; () 0.3. 0.4

3 3 1 8
1234 (a) 15, () o, (€)1 () o
i @i @15 D15 1247 (a) o (b) . (©) o

12.35 5/9
27_37

1248 (@) g B) g7 ©) 1- 5527

24 19
1236 (a) & (b) 20 () 43
12.49 (a) 0.2646, (b) 1 - 0.7)° = 0.7599

12,37 (a) 1/6.5/6

) 12,13 12.50 (¢) {GG, GP, GE, PG, PP, PE, EG, EP, EE}
(c) 112,213 (b) 0.75
) 12,1

(e) si, si,no

— -85
o 12.51 (@)1 =5 b)6




Capitulo 13

Estadistica: variables aleatorias

13.1 INTRODUCCION

Estadistica significa, por una parte, listas de valores numéricos. Por ejemplo, los sueldos de
los empleados de una compafiia, o el nimero de nifios por familia en una ciudad. La estadisti-
ca es una ciencia, la rama de la matematica que organiza, analiza, e interpreta tales datos ain
no procesados. Los métodos de la estadistica se aplican a muchas 4reas de la actividad humana
en donde se recojan datos numéricos para algin proceso de decision.

Este capitulo cubrird primero algunos temas elementales de la estadistica descriptiva. Lue-
go discutiremos el importante concepto de variable aleatoria, relacionado tanto con conceptos
de estadistica como con la materia de la probabilidad, estudiada en el capitulo 12.

13.2 TABLAS DE FRECUENCIA, HISTOGRAMAS

Una de las primeras cosas que uno normalmente hace con una lista larga de datos numéri-
cos es formar algun tipo de tabla de frecuencia, que muestre el nimero de veces que un dato
individual ocurre, o el niimero de datos que caen dentro de un intervalo dado. Estas distribu-

ciones de frecuencia se pueden representar por histogramas. Ilustramos la técnica con dos
ejemplos.

EJEMPLO 13.1 Un edificio de apartamentos tiene 45 apartamentos, con los siguientes nimeros de inquilinos:

2, 1,35 2,2, 2, 1,42, 6,2 4, 3,1
2,4, 3, 1,4, 4,2, 4, 4,2, 2,3, 1 4,2
3, 1,5 2,4 1,3,2, 44,25 13,4

Observe que los tnicos nimeros que aparecen en lalistason 1, 2, 3,4, 5y 6. La distribucion de frecuencia de
estos niimeros aparece en la columna 3 de la fig. 13-1. La columna 2 es el conteo. La Gltima columna dala
frecuencia acumulada, 1a cual se obtiene sumando las frecuencias fila por fila comenzando con la primera. Esta
columna da el nitmero de nitmeros de inquilinos por apartamento que no exceda al nimero dado. Por ejem-
plo, hay 29 apartamentos con 3 o0 menos inquilinos.

Numero de Frecuencia
personas Conteo Frecuencia| acumulada
1 o 8 8
2 HH HE I 14 22
3 HH 7 29
4 HH M ] 12 41
5 " 3 44
6 / 1 45
SUMA 45

Figura 13-1

293
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-

Como una alternativa a la fig. 13-1, podemos representar la distribucion de frecuencia por su histograma,
fig. 13-2. Un histograma es simplemente un grifico de rectangulos en donde la altura de los rectangulos da el
nimerc de veces que el niimero dado aparece en lalista. Analogamente, la distribucion de frecuencia acumu-
lada se podria representar como un histograma; las alturas serian 8, 22, 29, ... ,45.

16}

12

ol

L

o- =
1 2 3 4 5 6

Figura 13-2

EJEMPLO 13.2 Supongamos que las siguientes son las temperaturas (en grados Fahrenheit) a las 6:00 p.m.
para un periodo de 35 dias:

72, 78, 86, 93, 106, 107, 98, 82, 81, 77, 87, 82
91, 95, 92, 83, 76, 78, 73, 81, 86, 92, 93, 84
107, 99, 94, 86, 81, 77, 73, 76, 80, 88, 91

En lugar de encontrar la frecuencia de cada dato individual, es mas atil construir una tabla de frecuencia que
cuente el nimero de veces que la temperatura observada cae dentro de una determinada clase, o sea un interva-
lo dentro de ciertos limites. Esto se hace en la fig. 13-3.

Limites de |Valor de

clase clase Frecuencia

°F °F Conteo | Frecuencia | acumulada
70-75 725 i 3 3
75-80 77.8 |/ 6 9
80-85 82.5 i 8 17
85-90 87.5 1H# s 22
90-95 92.5 1 7 29
95-100 97.5 " 3 32
100-105 102.5 0 32
105-110 107.5 " 3 35

SUMA 35

Figura 13-3



CAP. 13] ESTADISTICA: VARIABLES ALEATORIAS 295

Los naimeros 70, 75, 80, ... , se llama los limites de clase. Si los datos individuales caen en un limite de
clase, comiinmente se le asigna a la clase mas alta; por ejemplo, el niimero 95 se colocd en la clase 95-100. A
veces una tabla de frecuencia también tiene un listado de cada valor de clase, o sea del punto medio del interva-
lo de clase, que sirve como una aproximacion a los valores en el intervalo. El histograma correspondiente a la
fig. 13-3 aparece en la fig. 13-4.

SR

0”77 75 80 8 90 95 100 105 110

Figura 13-4

13.3 MEDIA
Supongamos que nos dan una lista de valores numéricos, digamos ocho niimeros.

7, 11, 11, 8, 12, 7, 6, 6

El promedio aritmético, o media aritmética, o, simplemente, la media, se define como la suma
de los valores dividida por el nimero de valores; o sea,

7+11+11+8+12+7+6+6 68 _
8 T8

Hablando en general, si x4, x,,..., X, esunalista de n valores numéricos, entonces la mediade
los nimeros, denotada por x, se define como

media = 8.5

x1+x2+"'+x,,=2xi (13.1)
n n

x=

(Para el simbolo de sumatoria, véase la sec. 9.5.)

Supongamos ahora que se organizan los datos en una tabla de frecuencia; supongamos que
hay t valores numeéricos diferentes, x,, X,, ... , X, que ocurren con una frecuencia respectiva
fi» f2s ..., fi. Entonces el producto f; x; dala suma de los xy, f,x, dala suma de los x,, y asi
sucesivamente. Observe también que

fitfot-o+fi=n

el namero total de datos individuales. Por lo tanto, la formula (13.1) para la media x se puede
escribir de nuevo como

gohxitfoxst -+ fixi =2f,»x,- 132)
fitfot 4], >f

Reciprocamente, (13.2) se reduce a (13.1) en el caso especial t = n y todo f; = 1.
Para organizar los datos en clases, uno normalmente aplica (13.2) con f; interpretado.como
la frecuencia la clase i, x;.
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EJEMPLO 13.3

(a) Considere los datos del ejemplo 13.1, para los cuales se da la distribucion de frecuencia en la fig. 13-1. La
media es

X

- 2 8()+ 14Q2) + 73) + 12(4) + 3(5) + 1(6) _ 126 _ 28
45 4 ~

En otras palabras, hay un promedio de 2.8 inquilinos por apartamento.

(b) Considere los datos del ejemplo 13.2, para los cuales se da la distribucion de frecuencia en la fig. 13-3.
Usando los valores de clase como aproximaciones a los datos originales, obtenemos

£ = 3(72.5)+ 6(77.5) + 8(82.5) + 5(87.5) + 7(92.5) + 0(102.5) + 3(107.5) _ 3042 _
35 =735 7

86.9

o sea que la temperatura a media a las 6:00 p.m. es aproximadamente 86.9 F.

13.4 VARIANZA, DESVIACION ESTANDAR
Considere las dos listas siguientes de valores numéricos:

Lista A: 12,10, 9, 9,10
ListaB: 7,10,14,11, &

Para cada lista, la media es ¥ = 10. Observe que los valores de la lista A estdn mds apifiados
alrededor de la media que los valores de la lista B. En esta seccion discutiremos una manera
importante de medir tal dispersion de datos.

Sea x la media de los n valores x;, x,,...,x,. Aladiferenciax; —x se le llama la desvia-
cion del valor x, de la media X esta es positiva 0 no negativa segiin que x; sea mayor o menor
que ¥. Al promedio de los cuadrados de las desviaciones se le llama la varianza de los datos, y
a la raiz cuadrada de la varianza se le lama la desviacién esténdar. O sea,

varianza = G1=EP+ Q- P+ -+ (6 = £F _ 2 (i 2P
n n

(13.3)

desviacion estandar =V varianza (13.4)

Como cada cuadrado de desviaciones es no negativo, también lo es la varianza. AdGn mas, la
varianza es cero si y solamente si los valores de los datos son todos iguales (y por lo tanto igua-
les a la media).

Una férmula equivalente para (13.3) es

xf+xj+--+x2
n

_x-2=

2
. Xi
varianza = n

-x2 (13.5)

A veces s 0 s, denota la desviacién estindar de los x;, en cuyo caso s* o 82 designard la varianza
de los x;.

EJEMPLO 134
(@) Considere la anterior lista A, cuya media esx = 10. La desviacién de los cinco valores son:
12~-10=2 10-10=0 9-10=-1 9-10=-1 10-10=0
Los cuadrados de las desviaciones son entonces
22=4 0?=0 -172=1 ~17=1 0*=0
~
Por lo tanto, 4+0+14140

. _ 7_
varianza = 3 —5—1.4

desviacion estandar = V1.4~12
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(b) Considere la lista B anterior, cuya media esx = 10. Por (13.3),

(7= 10+ (0= 10 + (14~ 10¥ + (11 = 102+ (8~ 10 9+0+16+1+4 30 _
S - 5 -5

varianza = 6

Alternativamente, por (13.5),

P10+ 1488+ 117+ 8 102=49+ 100+ 196 + 121 + 64

varianza =
5 S

-100=106-100=6

Asi desviacion estindar = V6~2.4

Observe que la lista B, que estd mucho mas esparcida que la lista A, tiene una varianza (y una desviacion
estandar) mucho mayor.

Para datos organizados en una distribucion de frecuencia —digamos, t valores diferentes x;,
X, ..., %, con frecuencias respectivas fi, fz, ... , fr — €l producto f, (x; —x)* dala suma de
los cuadrados de las desviaciones de los x; de x, etc. Asi podemos escribir (13.3) y (13.5) de
nuevo como

¥R+ Folxs— FP - - — %) i(xi ~ %)
varianza =f|(XI X) +£(‘fzfz+x‘)-f+ﬁ +ﬁ(x, X) - 2:fgcf- X) (13.6)
varianza = JXitfoxat ot fd oy 2 fxi 22 (13.7)

fl+f2+"’+f/ Zﬁ

Comunmente se prefiere (13.7) a (13.6) para efectos de computo, ya que solamente requiere
una resta.

De nuevo, si los datos se organizan en clases, uno usa los valores de clase como aproxima-
ciones a los valores originales.

EJEMPLO 13.5 Para los datos del ejemplo 13.1, 1a fig. 13-1 se expande a la fig. 13-5, de la cual obtenemos:

iXi
i= sz 7" 142?6 =28
2
varianza = ZZ_ffx - %= %Q— (2.8 =9.56-1784=1.72
desviacion estindar = V'varianza = V1.72 = 1.31
Niimero de | Frecuencia x; - fx; | Frecuencia
personas, x; fi fxi = fx? | acumulada
1 8 8 8 8
2 14 28 56 22
3 7 21 63 29
4 12 48 192 41
5 3 15 75 4“4
6 1 6 36 45
SUMAS 45 126 430

Figura 13-5
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EJEMPLO 13.6 Trescientos nuevos estudiantes presentan un examen de matematicas que consta de 75 pregun-
tas de escogencia miltiple. Si la distribucion de las notas del examen es

Notas 5-15 | 15-25 |25-35 |35-45 }45-55 |55-65 {65-75

[==1
o]

Namero de estudiantes| 2 36 110 78 66

encuentre la media x, la varianza s?, y la desviacion estandar s de la distribucién.
Completamos las primeras cuatro columnas en la fig. 13-6 para obtener

Usando este valor para la mediana, completamos el resto de las columnas en la fig. 13-6 y obtenemos

36700
9 =35 = 1223

s=V1223=111

Observe que aqui usamos (13.6) para la varianza.

Limites |Valor de

de clase | Frecuencia Frecuencia
clase x; f; fxi x—% | (x—-% filxi— %¥ | acumulada

5-15 10 2 20 ~45 2025 4050 2
15-25 20 0 0 -35 1525 0 2
25-35 30 8 240 =25 625 5000 10
35-45 40 36 1440— -15 225 8100 46
45-55 S0 110 5500 -5 25 2750 156
55-65 60 78 4680 S 25 1950 234
05-78 70 66 4620 15 225 14 850 300

SUMAS 300 16 500 36 700
Figura 13-6

La figura 13-7 es el diagrama de flujo de un programa de computador que calcula la media
MEDIA, la varianza VAR [con base en (13.7)], y la desviacion estandar DE, en donde los datos
de entrada son los valores X,, X,, ... , Xy con respecto a las frecuencias F;, F,, ..., Fq.
Observe que necesitamos las sumas

N=3 F SUMA = >, FxXk SUMACR = Y FyXk

cada una de las cuales se inicializa en cero.
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Lea XK, FK
K=1aT

N=0
SUMA=0
SUMACR =0

i

-w( DoK-—l-laT >

N =N+ Fg
SUMA = SUMA + FxXg
SUMACR = SUMACR+ FxXk

_—— ==

L__.___<>

MEDIA = SUMA/N
VAR = SUMACR/N — MEDIA?

[ Escriba MEDIA; VAR, Dq

Figura 13-7

13.5 MEDIANA, MODA

Fuera de la media, hay otras dos medidas que sirven para definir lo que pudiéramos llamar
el “centro” de un conjunto de datos numéricos.

Mediana

Considere una coleccidon de n valores de datos que se ordenan en orden creciente. La me-
diana de los datos es el “punto medio”. O sea, si n es impar, entonces la mediana es el término
(n + 1)/2; pero si n es par, entonces la mediana es el promedio entre los términos n/2 y n/2 + 1.
Por ejemplo, considere las dos listas siguientes de nlimeros ordenados:

Lista A: 11, 11, 16, 17, 25
ListaB: 1, 4, 8 & 10, 16, 16, 19

La lista A tiene cinco términos; su mediana es 16, el término del medio o tercero. La lista B
tiene ocho términos; su mediana es 9, el promedio de los términos cuarto, 8, y quinto, 10.
Para cualquier coleccion de valores de datos (ordenados o no), observamos que tantos niimeros
seran menores o iguales que la mediana como mayores o iguales que esta. La distribucion de
frecuencia acumulada se puede usar para encontrar la mediana de un conjunto arbitrario de
datos.
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Moda

La moda de una coleccién de valores de datos es aquel valor o valor de clase que ocurre
mas frecuentemente. Algunas colecciones tienen mas de una moda; se llaman entonces multi-
modales. Por ejemplo, la (inica moda de la lista A arriba es 11, ya que este nimero ocurre dos
veces mientras que los otros numeros ocurren solamente una vez. Por otra parte, la lista B es
bimodal; tiene dos modas, 8 y 16.

EJEMPLO 13.7

(@) Considere los datos de la fig. 13-1. Hay n = 45 valores. La columna de frecuencia acumulada nos dice
que la mediana es 3, el valor 23-avo. La moda es 2, ya que 2 tiene la frecuencia més alta.

(b) Considere los datos de la fig. 13-3. La mediana es 87.5, el valor 18-avo aproximado; 1a meda es 82.5, ya
que su clase tiene la frecuencia mas aita.

(c) Considere los datos de la fig. 13-6. Observe que n = 300. La mediana y moda para esta distribucion es el
valor de clase 50.

13.6 VARIABLES ALEATORIAS

Frecuentemente queremos asignar un namero especifico a cada elemento de un espacio
finito muestral S, especialmente cuando los elementos no son nimeros. A una tal asigna-
cion, X, se le llama una veriable aleatoria (en S). O sea,

Definicion: una variable aleatoria X en un espacio muestral S es una funcién de S en los
nameros reales R.

EJEMPLO 13.8 Considere el espacio muestral de los resultados de echar dos monedas:
S = {CC, CS, SC, sS}
(@) Sea X, lavariable aleatoria en S definida por
X,(CC) = 1,X,(C8) = 2,X,(SC) = 3,X,(8S) = 4
0 sea, la imagen de X, es el conjunto de los nimeros reales
S'={1,2,3,4}

Podria resultar conveniente, para cualquier consideracion posterior del experimento, tomar S’ ecomo el
espacio muestral, en lugar de S.

(b) Supongamos que estuviéramos interesados solamente en el nimero de caras que ocurren. Entonces po-
driamos definir una variable aleatoria X, en S por

X, (CCy=2,X,(C8) = 1,X,(8C)=1,X,(SS) = 0O
y considerar $” ={0, 1, 2}, la imagen de X,, como el nuevo espacio muestral de resultados.

Sea ahora S un espacio finito de probabilidad (seccion 12.3), y sea X una variable aleatoria
en S cuyos valores son los nimeros reales x;, x,, X3, ..., X;. (Como S es finito, X solamente
puede tener un nimero finito de valores; llamamos a X una variable aleatoria discreta.) Enton-
ces la asignacion existente de probabilidades a los puntos muestrales de S induce una asigna-
cion de probabilidades a los puntos x; de la imagen de X, como sigue:

p; = P(x;) = suma de probabilidad de los puntos de S cuya imagen sea x; (13.8)

En otras palabras, una variable aleatoria transforma un espacio finito de probabilidad en un
espacio finito de probabilidad de niimeros reales, asigndndose probabilidades a los puntos del
nuevo espacio de acuerdo con la regla (13.8).

La funcidn que le asigna p; a x;, o sea el conjunto de parejas ordenadas (x;, pi), ..., (X4
P:), se da usualmente con una tabla y se llama la distribucién de la variable aleatoria X. Tam-
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bién se dice que “X toma los valores dela variable x; con probabilidad p;”, o, en términos del
nuevo espacio muestral, que “x; ocurre con probabilidad p;”.

XtiX21" | %

plipl-|p

En caso de que S sea un espacio equiprobable, facilmente podemos obtener la distribucion
de una variable aleatoria en S con el siguiente resultado.

Teorema 13.1: Sea S un espacio finito equiprobable y X una variable aleatoria en S, con valo-
res x,, X3, ..., X;. Entonces

numero de puntos en S cuya imagen es x;
Py = P(x)

nimero de puntos en S
(i=1,2,...,t)dala distribucién de X.

EJEMPLO 13.9

(¢) Se lanza un par de dados no cargados. Obtenemos un espacio equiprobable S que consta de 36 parejas
ordenadas de enteros de 1 a 6 : S={(1,1),(1, 2),..., (6. 6)}. Sea X la variable aleatoria que le asigna a
cada elemento de S la suma de los dos enteros. X toma entonces los valores

2,3,4,5 6,7 8,9 10, 11, 12

Usamos el teorema 13.1 para obtener la distribucion de X. Solamente hay un punto, (1, 1), cuya
imagen es 2; por lo tanto P(2) = 1/36. Hay dos puntos en S, (1, 2) y (2, 1), con imagen 3; por lo tanto
P(3) = 2/36. Hay tres puntos en S, (1, 3), (2, 2),y (3, 1), con imagen 4; por lo tanto P(4) = 3/36. Y asi
sucesivamente. La distribucion de X consta de sus valores y sus respectivas probabilidades:

Xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

pi | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

(b) Se seleccionan aleatoriamente tres articulos de una caja que contiene 12 articulos de los cuales 3 son
defectuosos. El espacio muestral consta de las diferentes, igualmente probables muestras de tamafio 3.
Sea X la variable aleatoria que cuenta el numero de articulos defectuosos en una muestra; los valores de X
son0,1,2,y3.

Ahora el nimero de puntos muestrales en S que corresponden a x; articulos defectuosos es igual al

niimero de maneras como se pueden escoger x; articulos defectuosos entre 3 articulos defectuosos y de
escoger 3 — x; articulos no defectuosos entre 9:

(2)622)
X J\3-x;
El nimero total de puntos muestrales en S es
12)
3
Asf, por el teorema 13.1, la probabilidad del valor x; de X es

p=Q)e2)/(5) wmora

Esta es la distribucion de X, en forma funcional. (Se le llama una distribucién hipergeométrica.) "En for-
ma tabular, tenemos:
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X, 0 1 2 3

b | 84/220 | 108/220 | 27/220 | 1/220

Funciones de variables aleatorias

Si X es una variable aleatoria (discreta) en un espacio finito de probabilidad S, entonces
también lo es Y = f(X), en donde f( ) es cualquier funcion de valor real. La distribucion de Y
se obtiene de la distribucion de X por una regla analoga a (13.8); especificamente,

P(y, ) = suma de probabilidades de todas las x, tales que y;, = f(x;) (13.9)
ESEMPLO 13.10 Calculemos la distribucion de ¥ = (X — 2)?, en donde X es la variable aleatoria del ejemplo
13.9(b).

Los valores x; =0,x; =1,x;3 = 2,y x4 =3 de X tienen como sus imagenes respectivas
2-2=0, y (3—-2f=1. Asi,losvaloresde Ysony, =0,y, =1,y y3 =4;y, por (13.9),

27
P(y1)= P(xs)= 55
108, 1 109
P(yz)= P(x2)+ P(xa) = 555+ 55 = o505
84
P(ys)= P(x1) = 330
en forma tabular, la distribucion de Y es:
Yi 0 1 4

pe | 27/220 | 109/220 | 84/220

13.7 ESPERANZA Y VARIANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Sea X una variable aleatoria discreta en un espacio muestral S; X toma los valores x,, x,,
..., X, con probabilidades respectivas p,, p;, ..., p;. Supongamos ahora que se repite n veces
el experimento que genera S, y que los nimeros x,, x», ..., X, ocurren con frecuencias respec-
tivas f;, f2, ..., f: (£ f; = n). Sin es grande, se espera que

T T 1

n n

y que (13.2) se vuelva

+ foxat oot
i___flxl frx2 f'x’=ﬁx,+&x2+---+ﬁx,
n n n n

=xX1P1 + X2p2+ ceedt XDy
La tltima expresion depende solamente de la distribucion de la variable X; se denota u (o u,)

o E(X), y se llama la media o esperanza o valor esperado de X.
Analogamente para n grande tenemos de (13.6):

[ixi — BV + foxa— P+ - - -+ fi(x, = XP
n

varianza =
b gy el ppr 4l -2y

== pYpit (2= p¥pt- -+ (- n)p
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De nuevo, la ultima expresion depende solamente de la distribucién de X; se designa por o>
(oo%) Var (X) y se llama la varianza de X.
Repetimos formalmente los anteriores resultados como una

Definicion: Supongamos que una variable aleatoria X toma los valores x;, x,, ..., x; con
probabilidades respectivas p,, p,, ..., p;. Entonces

EX)=xp+xpt: - +xp =2 xp, (13.10)

(también denotado u o u, ) se lama la .medie o esperanza o valor esperado de
X. AlGn mas,

Var(X)=(x; - uPpi+ (Ga—pu¥pat -+ (- p)p =2 (i —n)ip (13.11)
(también denotado o? o 02) se llama varignza de X. La cantidad
o=VVar(X)

(también denotado o, ) se llama desviacién estindar de X.

Una propiedad importante de la esperanza es su linealidad; si X; y X, son variables aleato-
rias en-un espacio finito de probabilidad S, y ¢, y ¢, son constantes, entonces ¢; X, + ¢, X, es
una variable aleatoriaen S y

E(C1X1+C2X2)= C E(X1)+ CzE(Xz) (1313)

(véase el problema 13.8). AlGn mads, dada una funcidn de una variable aleatoria, Y = f(X), es
posible calcular la esperanza de Y directamente de la distribuciéon de X, sin calcular primero la
distribucion de Y. En efecto, (13.9) implica

Teorema 13.2: Si Y = f(X), en donde la variable aleatoria discreta X toma los valores x,, x,,
... X; con probabilidades p,, p,, ..., p;, entonces

E(Y) = fx)pi+ fO)pa+ - -+ fx)p = > flx)ps

EJEMPLO 13.11 A partir de la ecuacion (13.11) y del teorema 13.2, vemos que la varianza de X también pue-
de escribirse como

Var(X)= E[(X - n¥]
Entonces, por la linealidad,
Var(X)= E[(X - u¥}= E(X*~2uX + %)= E(X*)- 2pE(X)+ E(u?)
=E(X*)~2u +p +p’= E(X?)~u?
y asi, de nuevo usando el Teorema 13.2,
Var(X)= xipi+ x3pa+ -+ xip—-ul= (Z xzap.-) —pt

La ecuacion (13.14) es la andloga de (13.7); se puede usar como una alternativa mas simple a la definicion
(13.11).

EJEMPLO 13.12 Considere la variable aleatoria X del ejemplo 13.9(b), que da el nimero de articulos defec-
50s en una muestra de tamafio 3. Tenemos

84 108 27 1\_3
r=EX)= 0(@)* 1(@)“(2—26)*3(@)- 5

O sea, 3/5 es el niimero esperado de articulos defectuosos en una muestra de tamafio 3. También se tiene que,

de (13.14),
Var(X)= 02(%%) + 12(%) + 22(52576) + 32(—2—;6) - @)’ ~0.663

y, de esto, o=~V 0.663~0..8]1.
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EJEMPLO 13.13 Un jugador lanza un dado no cargado. Si aparece un niimero primo, él gana ese niimero de
dolares; pero si aparece un niimero no primo, ¢! pierde ese nimero de dolares. ;Es este juego justo?
Denote 1a ganancia del jugador por una variable aleatoria X, definida en un espacio equiprobable

5$={1,2,3,4,5,6}
de resultados del lanzamiento. La distribucion de X es como sigue:

x| 2)13{5)|-1]-4]-6

pi|1/611/611/6] 1/6 | 1/6 | 1/6

Los valores negativos —1, —4 y —6 corresponden al hecho de que el jugador pierde cuando salen niimeros no
primos. Entonces
E(X) = 2(1/6) + 3(1/6) + 5(1/6) + (~ 1)(1/6) + (—4)(1/6) + (—6)(1/6) = —1/6

Para un juego justo, E (X) = 0; el juego es no favorable para el jugador, ya que puede esperar perder un
sexto de dolar cada vez que juegue. La cantidad E(X) es frecuentemente llamado el valor del juego para el
jugador.

Variables aleatorias binomialmente distribuidas

Considere la variable aleatoria X,, definida en el espacio muestral de resultados de n
pruebas repetidas de un experimento éxito-fracaso, que da el nimero de éxitos. Como se
mostrd en la seccién 12.7, la distribucién de X es la distribucion binomial:

Pk)=bk;n,p) (k=0,1,2,...,n)
o sea,

k 0 1 2 SRR Y

Pk | g (';)pqn—r (;)pzqn-z B

en donde p = 1 — q es la probabilidad de un éxito en una sola prueba.
Ahora se pueden calcular la media y varianza de X,, a partir de (13.10) y (13.14); estable-
cemos estos resultados como

Teorema 13.3:
E (Xn) = np
Var(X,) = npq
EJEMPLO 13.14 Si se lanza un dado no cargado 180 veces, el nlimero esperado de veces que cae seis es
o =np= 180(%>= 30

También, la desviacion estandar del nimero de veces que cae seis es

o - )
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Problemas resueltos

ESTADISTICA

13.1 Encuentre la (a) media, (b) varianza, (¢) desviacion estandar, (d) mediana, y (e) moda,
de los seis nimeros 4, 6, 6, 7, 9, 10.
(a) Lamedia o promedio aritmético es igual a la suma de los seis nimeros dividida por seis:

media = ——— 2 —=——=7

(b) La varianza es el promedio de los cuadrados de las desviaciones de la media:

varianza =

@72+ 6=TP+E=TF+T=TP+0O-TP - (107
6

S2+1+1+40+4+9 24 _,
6 6

(¢) La desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza:
desviacion estindar = /4 = 2
(d} Hay dos nimeros en la mitad, el tercero y el cuarto, que son 6 y 7. La mediana es su promedio:
mediana = 9—2— =65

(¢) Lamodaes 6, ya que 6 es el niimero que mas ocurre.

13.2 Los resultados de un examen de 20 preguntas en un curso son los siguientes:

Nimero de respuestas correctas,x | 20 [19 |18 [17 |16 [15]|14 |13 |12 (10| 9

Numero de estudiantes 4l el 2171 2|7]21]2]|1

Encuentre la (a) media x, (b) varianza s*>, (c) desviacién estandar s, (d) mediana, (e)
moda.

Complete una tabla como la de la fig. 13-8. Entonces:
560

(a) E=35=16

2 9278, _
®) s*= 3% =2651-256=9.1
(c) s=V91=30

(d) Lamediana es 17, ya que ésta es la nota del estudiante 18-avo (18-avo hacia abajo o hacia arriba).
(¢) Hay dos modas, 14y 17.

13.3 La precipitacién de lluvias anual, aproximada a décimas de centimetro, para un periodo
de 30 afios es como sigue:
423 357 476 312 283 370 413 324 413 293
343 352 430 363 357 415 432 30.7 384 465 ~
43.2 317 368 43.6 452 328 30.7 362 347 353
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Nota del
examen | Frecuencia | Frecuencia
Xi fi acumulada fixi fix?
20 4 4 80 1600
19 6 10 114 2166
18 2 12 36 648
17 7 19 119 2023
16 1 20 16 256
15 2 22 30 450
14 7 29 98 1372
3 2 31 26 338
12 1 32 12 144
10 2 34 20 200
9 1 35 9 81
SUMAS 35 560 9278
Figura 13-8
Limites Frecuen-
de clase | Valor de cia
cm clase, x; | Conteo f fix; fix?
28-30 29 / 2 58 1682
30-32 31 " 4 124 3844
32-34 33 1/ 2 66 2178
34-36 35 HH ] 6 210 7350
36-38 37 1 4 148 5476
38-40 39 / 1 39 1521
40-42 41 1l 3 123 5043
42-44 43 HH 5 215 9245
44-46 45 / 1 45 2025
46-48 47 17 2 94 14418
SUMAS 30 1122 |42782

Figura 13-9

[CAP. 13
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Clasifique los datos y construya una distribucion de frecuencia.

(b) Encuentre la media, varianza, y desviacion estandar de los datos por clases.

(@)

®)

Encuentre primero el recorrido de los datos (valor maximo menos valor minimo):
recorrido= 47.6—-28.3 =193 cm

La seleccion de las clases es arbitraria, aunque normalmente se cubre el recorrido con 7 a 12
clases. Escogemos diez clases con limites de clase 28—30, 30—32, 32—34, ..., 46—48. Podemos
completar una tabla como la de la fig. 13-9.

De la figura 13-9.
122
media = =30 = 37.4 cm
varianza = 4252 - (3747 = 27.3 o’

desviacion estandar = V27.3=52cm

Observe que la desviacion estandar, como la media, va con las mismas unidades de los datos origi-
nales.

VARIABLES ALEATORIAS, ESPERANZA

13.4 Se lanza un par de dados no cargados. Sea X el maximo de los dos nimeros que salgan.
(a) Encuentre la distribucion de X. (b) Encuentre la esperanza E(X), varianza Var (X),
y desviacidn estandar o,.

(@)

®)

El espacio muestral S es el espacio equiprobable que consta de 36 parejas ordenadas de enteros
entre 1y 6; o sea,

S={1,1),(1,2),(,3),...,(6,6)}

Como X asigna a cada elemento de S el mayor de los dos enteros, los valores de X son los enteros
de 1 a 6. Hay solamente un punto de S, (1.1), que da un maximo de 1; asi (Teorema 13.1) P(1) =
1/36. Cada uno de tres puntos en S, (1, 2), (2, 2) y (2, 1), da un maximo de 2; asi P(2) = 3/36.
Cada uno de tres puntos en S, (1, 3), (2, 3), (3, 3), (3, 2) y (3, 1), de 3; asi P(3) = 5/36. Similar-
mente, P(4) = 7(36) y P(5) = 9/36 y P(6) = 11/36.

La distribucion de X, que consta de sus valores con sus probabilidades respectivas, se da en la
siguiente tabla:

Xi 1 2 3 4 5 6

pi | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36

Encontramos la esperanza (media) de X multiplicando cada x; por su probabilidad P; y luego se

suma:
C 0= (L) 2(2) 4 3(3N w4 (L) 4 5(2) 4 611} 161
»=EX)= ’(36)”(36)”(36)”(36)*5(36)+6(36)‘ 36 43
Encontramos E(X? ) multiplicando x? por p; y sumando:
o (L (_3_ (i (l (2 (H)_Yﬂ=
E(X)—l(36)+4 %) o)+ 16 36)+25 %)+ 36(3¢) = 3 = 220

Entonces

Var(X)= E(X?)-p?=220-(4.5¢ =17 y ox=V17=13
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13.5 Sea X la variable aleatoria con la siguiente distribucion:

Xi 1 3 4 5

pl04f01)02]03

(2) Encuentre la media u,, varianza o2, y desviacion estandar o,.
(b) Encuentre la distribucién de la variable aleatoria Y = X? + 2.
(c) Encuentre la distribucién de la variable aleatoria Z = max {X, 4} (o sea Z es el ma-

yor de X y 4). Compute u, de esta distribucion y muestre que el mismo resultado se
da con el teorema 13.2.

@) px =S xpi = 100.4) + 30.1) + 4(0.2) + 5(0.3) = 3

EX) =3 xipi = 10.4) +9(0.1)+ 16(0.2) + 25(0.3) = 12
ok=EX)-uk=12-9=3

ox = Vi=17
(b) Para esta funcion, valores diferentes de X dan valores diferentes de Y:
yr=xi+2=1*+2=3 ya=x3+2=4+2=18
yr=x5+2=3+2=11 ya=x3i+2=5+2=27

Asi a cada y; se le asigna la probabilidad de x;, y la distribucion de Y es

vl 3 (1118127

p|04]01]02]03

(¢) Aquix, =1,x, =3,y x3 =4 cada uno da el valor z; =4, mientras que x4 = 5 da el valor 2, = 5.
Asi hacemos las asignaciones

P(z1)= P(x1)+ P(x2)+ P(x3)= 0.4+ 0.1+ 0.2=0.7
P(Zz) = P(X4) =03

y la distribucion de Z es

Zy 4 5

p|07]03

De esta distribucion.
pz = 40.7)+50.3) (=4.3)
Por otra parte, en términos de la distribucion de X,
pnz = [max {1, 4}}(0.4) + [max {3, 4})(0.1) + [max {4, 4}])(0.2) + [max {5, 4}](0.3)

= 4(0.4) + 4(0.1) + 4(0.2) + 5(0.3)

= 4(0.7)+ 5(0.3)
como antes.

13.6 Se numeran cinco cartas de 1 a 5. Se sacan dos cartas al azar. Sea X la suma de los

niimeros sacados. Encuentre (a) la distribucion de X; (b) la media, varianza, y desvia-
cion estandar de X.
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13.7

13.8

(¢) Hay C(5, 2) = 10 maneras de sacar dos cartas al azar. Los diez puntos muestrales equiprobables,
con sus respectivos valores X, se muestran en seguida:
{1,2}->3 {1,3}-4 {1,4}-5 {1,5}-6 {2,3}-5
{2,4}-6 {2,5}>7 {3,4}-7 {3,5}-8 {4,5}-9
Observe que los valores de X son los siete nimeros 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9; de estos 3, 4, 6 y 9 cada

uno corresponde a un punto muestral, mientras que 5, 6, y 7 cada uno corresponde a dos puntos
muestrales. Asi la distribucion de X es:

x| 3 4 5 6 7 8 9

pi {01101, 0202702 (01 0.1

(b) p=EX)=2 xipi = 3(0.1)+ 4(0.1)+ 5(0.2) + 6(0.2) + 7(0.2) + 8(0.1) + 9(0.1) = 6

E(X?) = S xipi = 9(0.1) + 16(0.1) + 25(0.2) + 36(0.2) + 49(0.2) + 64(0.1) + 81(0.1) = 39

Var(X)= E(X)-p?=39-6*=3
o=VVar(X)=V3=17

Se lanza un dado no cargado. Sea X el doble del numero que salga, e Y 1 6 3 seglin que
el namero que salga sea impar o par. Encuentre la distribucion (a) de X, (b) de Y.

El espacio muestral es S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, con cada punto muestral con probabilidad 1/6.
(a) Las imagenes de los puntos muestrales son:
XM=2 X@=4 XO)=6 X@=8 X)=10 X@©)=12

Como estas son diferentes, la distribucion de X es

Xi 2 4 6 8 |10] 12

Px)| 1/6{1/6 |1/6 |1/6 {1/6] 1/6

(b) Las imagenes de los puntos muestrales son:
Y(1)=1 Y(2)=3 Y3)=1 Y@4)=3 Y(S)=1 Y(@©)=3

Los dos valores de Y, 1y 3, cada uno corresponde a tres puntos muestrales. Asi tenemos la distri-
bucién

yi 1 3

Py | 36 | 306

Sean X e Y variables aleatorias definidas en el mismo espacio finito de probabilidad S.
Entonces X + Y y XY, definidas por

X+Y)s)=X(s)+ Y(s) y (XY)(s)=X(s) Y(s)

también son variables aleatorias en S, En particular, sean X e Y las variables aleatorias
del problema 13.7. (a) Encuentre la distribucion de X + Y. (b) Encuentre la distribu-
cion de XY. (c¢) Verifique que E(X + Y) = E(X) + E(Y). (d) ¢Es cierto que E(XY) =
E(X)E(Y)?

El espacio muestral es ain S = {1, 2, 8, 4, 5, 6}, y cada muestral atin tiene probabi-
lidad 1/6.
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(a) Usando (X +Y) (s) = X(s) + Y(s) y los valores de X e Y del problema 13.7, obtenemos:
X+Y)1)=2+1=3 (X+Y)3)=6+1=7 X+Y)5=10+1=11
(X+Y)2=4+3=7 (X+Y)4)=8+3=11 (X+Y)6)=12+3=15

El conjunto de imégenes es{3, 7,11, 5}. Los valores 3 y 15 cada uno corresponde a solamente un
punto muestral y por lo tanto tienen probabilidad 1/6; los valores 7'y 11 cada uno corresponde a
dos puntos muestrales y por lo tanto tienen probabilidad 2/6. Asi la distribucion'de Z =X +Y
es:

zi 3 7 11 | 15

P(z) | 1/6 [2/6 | 2/6 | 1/6

(b) Usando (XY)(s) = X(s)Y (s), obtenemos:

XY)1)=2-1=2 (XY)(3)=6-1=6 (IXY)(5)=10~1=10
(XY)(2)=4-3=12 (XY)4)=8-3=24 (XY)6)=12-3=36

Cada valor de XY corresponde a un punto muestral; asi la distribucion de W = XY es:

wi 2 6 |10 {12 124 | 36

Pow) | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

(c) Usando la distribucion encontrada en el problema 13.7,

E) =S xP()=2+3+ 243, D, 2oy

E(Y)= 5 yPO)=3+3=2

y usando la distribucion encontrada en (a),

EX+Y)=E2)= z:ip(z,-)=%+%+§63+%=9=7‘+2
(d) Usando la distribucion en (b).
E(XY)= EW)= T wP(u)=2+2+ 0,12, 20, 30 4

v 15 # 7.2, (Para variables aleatorias independientes, E(XY) = E(X) E(Y); debemos, sin embargo,
omitir cualquier discusion de este tema.)

13.9 Se lanza una moneda no cargada hasta que salga una cara o cinco sellos. Encuentre el
nuimero esperado de lanzamientos de la moneda.

Como en cualquier problema de probabilidad, uno debe primero identificar los posibles resultados
del experimento de que se trata. Hay seis puntos:

C sC SSC SSSC SSSSC SSSSS

con probabilidades respectivas (pruebas independientes).

1 (1)2_1 (1)’_1 (1)‘_L (1)5__1_ (l’_L
2 2/ 4 2) 8 2] 16 2) 32 2)‘32
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La variable aleatoria, X, es el nimero de componentes en un punto muestral. Asi,

X)) =1 X(SSC)= 3 X(SSSSC) = 5
X(SC)=2  X(SSSC)=4  X(SSSSS) =5

y a estos valores de X se les asignan probabilidades

P(1)= P(C) = % P@)= P(SSC) = P(S)= P(SSSSC) + P(SSSSS)
_1,1_1
PQ)=P(SC)=}  P()= P(SSSO) - + R AR TR TS
Por lo tanto,

—1(t 1 1 1 1y _
E(X)= 1(2)+2(4)+3(8)+4(16)+5(16)— 19
La esperanza esta bastante cerca de 2, que (se puede mostrar) es el nimero esperado de lanzamientos
hasta la primera cara.

13.10 Una caja contiene 8 bombillos de los cuales 3 son defectuosos. Un bombillo se seleccio-
na de la caja y se prueba, hasta que se coja un bombillo no defectuoso. Encuentre el
numero esperado de bombillos sacados.

Escribiendo D y N para defectuoso y no defectuoso, respectivamente, tenemos los puntos muestra-
les.

N DN DDN DDDN
con probabilidades correspondientes dadas por el teorema 12.4 como
5 35 15 325 5 3215 1

8 87 3% 876 5% 8765 56
El nimero de bombillos sacados, X, tiene los valores
X(N)=1 X(DN)=2 X(DDN)=3 X(DDDN) =4
con las anteriores probabilidades respectivas. As{

o011 6)+28) o) 48

13.11 Una caja contiene 10 articulos de los cuales 2 son defectuosos. Si se seleccionan cuatro
articulos de la caja, ;cudl es el nimero esperado de articulos defectuosos en la muestra
de tamafio 4?
Como se ilustra en el ejemplo 13.9(b), la variable aleatoria X que cuenta el nimero de articulos
defectuosos de una muestra tiene una distribucion hipergeométrica, que en este caso estd dado por

PGS e

[¢]
Xi 0 1 2
pi { 70/210 § 112/210 | 28/210
Por lo tanto, 70 112 28 4
E(X)= Zx.-p.- =0(m)+ l(m)-i-Z(m)—g

Observe que E(X) = 4(2/10) = np, en donde n es el tamaiio de la muestra y p es la proporcion de
articulos defectuosos en la caja. Compare el resultado, que es cierto en general para la distribucion
hipergeométrica, con el teorema 13.3 para la distribucion binomial.
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-

13.12 Un jugador lanza dos monedas no cargadas. Gana $2 si salen 2 caras, y $1 si sale 1 cara.
Por otra parte, pierde $3 si no sale ninguna cara. Determine el valor esperado del juego

y si éste es favorable al jugador.
El espacio muestral es S ={CC, CS, SC, SS}y cada punto muestral tiene probabilidad 1/4. La ga-
nancia para el jugador es
X(CC)=$2 X(CS)=X(SC) =81 X(SS) =—$%$3

y por lo tanto la distribucion para X es

Xi, s 2 1 -3

p | 14 |28 |14

1 2 1
E(X)=2 (Z) +1 (Z) -3 (Z) =$0.25
Como E(X) > 0, el juego es favorable para el jugador.

13.13 Un jugador lanza dos monedas no cargadas. Gana $3 si salen 2 caras, y $1 si sale 1 cara.
Si el juego debe ser justo, ;cudnto deberia perder si no sale ninguna cara?

La ganancia del jugador, X, tiene la distribucion (véase el problema 13.12),

x, $ 3 1 X3

p |14 24| 14

EX)=3(3)+1(5)+ m(3) =252

Para un juego justo, E(X) = 0, 0 x; = —8$5. El jugador deberia perder $5 si no sale ninguna cara.

13.14 Demuestre la primera mitad del teorema 13.3: E(x,) = np.

En el espacio muestral de n pruebas repetidas defina las variables aleatorias Y, Y5, ... Y,, como el
nimero de éxitos (0 6 1) en las pruebas primera, segunda, ... , n-ésima, respectivamente. Entonces
cada Y; tiene la distribucién

y 0)1

Py q|p

y el valor esperado E(Y;) = ({q) + 1(p) = p. Ahora, el nimero total de éxitos es precisamente
Xo=Y+Y,+- - +Y,
de tal manera que, por la linealidad de la media,
E(X,)=E(Y,\+ Y2+ -+ Y,)= E(Y))+ E(Y2)+ -+ -+ E(Ya)
=p+p+---+tp=np

13.15 Suponiendo que las varianzas de las Y; en el problema 13.14 se pueden sumar como las
medias, demuestre la segunda mitad del teorema 13.3:
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Var(X,) = npq
De la distribucion comin para las Y; encontrada en el problema 13.14,
E(Y))=0(@)+1(p)=p
y asi
Var(Y;)= E(Y))- [E(Y)F=p-p’=p(1-p)=pq
Por consiguiente,
Var(X.)= Var(Y+ Y2+ - -+ Y,) = Var(Y )+ Var(Yz)+ - - - + Var(Y,)
=pg+pq+---+pq=npq

13.16 Se lanzan cuatro monedas no cargadas. Sea X, el namero de caras que ocurren. Calcule
la esperanza de X, directamente, y compare con el teorema 13.3.

x4 tiene una distribucion binomial, conn =4y p = 1/2. Tenemos:
PO)=b0;4,5)=1/16  PQ3)=b(3;4,1)=4/16
P(1)=b(1;4,})=4/16 P@)=b4;4,H=1/16
PQ2)=b(2;4,})=6/16

Asi la distribucién es

Xi 0 1 2 3 4

pi | 1/16 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16

y la esperanza es
1 4 6 4 1\ _
E(Xa) = 0(3) + I(Té) + 2(—1-6) + 3(%) + 4(%) =2
Esto sera de acuerdo con el Teorema 13.3, que dice que E(X4) = np = 4(1/2) = 2.

13.17 Se lanza un dado no cargado 300 veces. Encuentre el valor esperado, i, y la desviacion
estandar, o, de los niimeros de veces que cae seis.

El nimero de veces que cae seis tiene distribucion binomial, con n = 300y p = 1/16. Por el teore-

ma 13.3,
u =np=300(é)=50 o=Vnpq = \/300(%)(2)%.45

13.18 Una familia tiene ocho hijos. (¢) Determine el nimero esperado de nifias, si los nifios y
las nifias son igualmente probables. (b) Encuentre la probabilidad P de que el nimero
esperado de nifias en realidad ocurra.

(@) El nimero de nifias tiene distribucién binomial, con n = 8 y p = 0.5. Por el teorema 13.3, el nt-
mero esperado de nifias es

w=np=805)=4
P = b(4;8,0.5) = (f)(o.S)‘(o.S)‘ =027

13.19 Existe una probabilidad fija de que un articulo producido por la fabrica A sea defectuo-
so. Una remesa de 10 000 articulos de la fabrica A es enviado a su depésito. Muestre
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que la desviaciéon estandar de la remesa (o sea el niimero de articulos defectuosos o no
defectuosos) no puede exceder a 50 articulos.

Se trata de una distribucién binomial, con n = 10 000 y P (que denota o la probabilidad de éxito o
la probabilidad de fracaso) desconocida. La varianza de la remesa es entonces,

a*=npg=np(l-p)= "[%_ (p_%)z]

El lado derecho es tan grande como sea posible cuando p = 1/2. Por lo tanto,

ESTADISTICA

fg%:ﬁ%

Problemas suplementarios

y

o =V72500 = 50

13.20 Los precios de una libra de café en siete almacenes son: $2.58, $3.18, $2.84, $2.75, $2.67, $2.95,

$2.62. Encuentre (¢) la media del precio, (b) la mediana del precio.

13.21 Durante un mes dado, diez vendedores en un almacén de automoéviles venden 10, 14, 7, 15, 9, 14, 6,

14, 10 y 11 unidades respectivamente. Encuentre (a) la media, mediana y moda de los datos; (6) la
varianza y la desviacion estandar de los datos.

13.22 Durante un periodo de 30 dias, el niimero diario de camionetas alquiladas en una agencia de alquiler fue

el siguiente:
7,10, 6, 7,9 4,7,9 9, 85, 5 17,8 4
6,9 7 12,79 10, 4, 7,5 9,8 9,5 7

(a) Dé la distribucién de frecuencia de los datos, (b) Encuentre la media, 1a varianza, y la desviacion
estandar.

13.23 Las cantidades correspondientes a 45 préstamos personales en una compafiia de préstamos son las

siguientes:
$700, $450, $725, $1125, $675, $1650, $750, $400, $1050
$500, $750, $850, $1250, $725, $475, $925, $1050, $925
$850, $625, $900. $1750, $700, $825, $550, $925, $850
$475, $750, $550, $725, $575, $575, $1450, $700, $450
$700, $1650, $925, $500, $675, $1300, $1125, $775, $850
Agrupe los datos en clases de a $200, comenzando con $400. (a) Encuentre la distribucién de fre-

cuencia de los datos de clases, (b) Encuentre la media, la varianza, y la desviacion estandar de los
datos, usando los valores de clase.

13.24 Los salarios semanales para un grupo de trabajadores no calificados son los siguientes:

Salarios semanales, $

140-160

160-180

180-200

200-220

220-240

240-260

260-280

Namero de trabajadores

18

24

32

20

8

6

Encuentre la media y desviacion estiandar de los datos.
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13.25

La siguiente distribucion da los niimeros de horas extras trabajadas durante un mes por los empleados
de una compaiiia:

Horas extras, h 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

Empleados 10 2 4 2 6 4 2 4 6| 2 8

Encuentre la media, la varianza y ia desviacion estandar de los datos.

VARIABLES ALEATORIAS, ESPERANZA

13.26

13.27

13.28

13.29

13.30

13.31

13.32

13.33

13.34

13.35

13.36

Encuentre la media 1, la varianza 0® y la desviacién estandar ¢ de cada distribucion:

Xi 2 3 8 Xi ~2 -1 7
(2) (b)
Di 1/4 1 112 | 1/4 Pi /3 |12 1 1/6
x| -110 1 2 3
©)
p ) 03 [01]01]03]02

Se lanzan un par de dados no cargados. Sea X la variable aleatoria que denota el minimo de los dos
nameros que salen. Encuentre la distribueion, la media, la varianza y la desviacion estindar de X.

Se lanza una moneda no cargada cuatro veces. Sea Y la longitud de 1a sucesion mas larga de caras que
resulta. Encuentre la distribucion, 1a media, la varianza y la desviacion estindar de Y.

Se seleccionan al azar dos cartas de una caja que contiene cinco cartas numeradas 1,1,2,2y 3. Sea X
la suma e Y el miximo de los dos niimeros que salgan. Encuentre la distribucion, media, varianza, y la
desviacion estandar de (a) X, (b) Y, (¢) X + Y, (d) XY. (Véase el problema 13.8 para la definicion de
X +YyXY)

Se lanza una moneda no cargada hasta que ocurra una cara o cuatro sellos. Encuentre el niimero espe-
rado de lanzamientos de la moneda.

Una caja contiene 8 articulos de los cuales 2 son defectuosos. Una persona selecciona 3 articulos de la
caja. Encuentre el nimero esperado de articulos defectuosos sacados.

Una caja contiene 10 transistores de los cuales 2 son defectuosos. Se selecciona un transistor de la caja
y se prueba, hasta extraer uno no defectuoso. Encuentre el nimero esperado de transistores escogidos.

La probabilidad de que un equipo A gane cualquier juego es 0.5. A juega con B en un toreo. El pri-
mer equipo en ganar dos juegos seguidos o un total de 3 juegos gana el torneo. Encuentre el niimero
esperado de juegos en el torneo.

Un jugador lanza tres monedas no cargadas. Gana $5 si salen 3 caras, $3 si salen 2 caras, y $1 si sdlo
sale una cara. Por otra parte, pierde $15 si salen 3 sellos. Encuentre el valor del juego para el jugador.

Un jugador lanza tres monedas no cargadas. Gana $8 si salen 3 caras, $3 si salen 2 caras y $1 si sola-
mente sale 1 cara. Si el juego debe ser justo, ;jcuinto deberia perder si no sale ninguna cara?

-

Evalle (a) b(3:6,0.4), (b) b(2;5,0.7), (c) b(4;6,0.3).
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13.37 Un examen de geologia de respuestas miltiples consta de 10 preguntas, con cuatro respuestas posibles
para escoger por cada pregunta. ;Cual es la probabilidad de que el estudiante pase el examen, si 1a nota
para pasar es el 70% ?

13.38 El equipo A tiene probabilidad p = 0.4 de ganar cada vez que juegue. Sea X el niimero de veces que
gana A en cuatro partidos. (a) Encuentre la distribucion de X. (b) Encuentre la media, la varianza, y la
desviacion estindar de X.

13.39 Se saca una carta de naipe y se vuelve a colocar en una baraja ordinaria de 52 cartas. Encuentre el
nimero de veces que se debe sacar una carta para que (e¢) haya igual posibilidad de sacar o no sacar un
corazén, (b) la probabilidad de sacar un corazon sea mas de 3/4.

13.40 Sea X una variable aleatoria binomialmente distribuida con E(X) = 2y Var(X) = 4/3. Tabule la distri-
bucion de X.

Respuestas a los problemas suplementarios
13.20 (a) $2.80, (b) $2.75

13.21 (a) media = 11, mediana = 10.5, moda = 10 y 14; (b) varianza = 9.6, desviacion estéandar = 3.1.

13.22 @ Camionetss| 4 | 5 |6 |7 8|9 f10| 1 |1

Dias 3 4 2 8 3 7 2 0 1

(b) media = 7.3, varianza = 3.88, desviacion estandar = 1.97

13.23 () Cantidad + $200 2-3 13-4 14-5 |5-6 |[6-7 |7-8 | 8-9

Nimero de préstamos 11 14 10 4 2 1 3

(b) media = $842, varianza = 109 925 $?, desviacion estdndar = $332
13.24 media = $190, desviacion estandar = $31
13.25 media 2.46 h, varianza = 12.41 h2, desviacion estindar = 362h

13.26 (@) pu =4,02=55,0=23;(b)n=0,0"=10,0=32;:(c)p=1,0>=24,0=15

13.27 X 1 2 3 4 5 6
, E(X)=25, Var(X)=2.1, 0x = 1.4

P 11/36} 9/36 | 7/36 | 5/36 | 3/36 | 1/36

7 0 1 2 3 4

, E(Y)=17, Var(Y) =09, oy =095
pi [ 1/16 | 7/16 |[5/16 }2/16 |1/16
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13.29 (a) , E(X)=3.6, Var(X)=0.84, ox =09
P(x) |01] 04 ] 03| 02

¥ 1 2 3
®) , E(Y)= 2.3, Var(Y) = 041, oy = 0.64
Poy) lo1| o5 04

© ,E(X+Y)=E(X)+E(Y)=59, Var(X + Y) =23,
Pz:) |01 ] 04)] 01|02 [02] oxuy=15

@ CE(XY)=88, Var(XY) = 176, oxy = 4.2
Pw) |01 ] 04 0102 {02

13.30 15/8

13.31 3/4

13.32 119

13.33 23/8

13.34 $0.25

13.35 $20

13.36 (a) 0.276, (b) 0.132, (c) 0.060

13.37 b(7; 10,5+ b(8; 10, &)+ b(9; 10, )+ b(10; 10, §) = 0.0035

Xi 0 1 2 3 4
13.38 (a)

p. | 01310351035 (0.1510.03

(b) n=4,p=04,detal maneraquepu =np=16,06"=npg=096, y o =098

13.39 (a) tres, (b) cinco

X; 0 1 2 3 4 5 6

13.40
pi | 641729 | 192/729 | 240/729 | 160/729 | 60/729 | 12/729 | 1/729




Capitulo 14

Grafos, grafos dirigidos, maquinas

14.1 INTRODUCCION

El téimino “grafico” tiene varios sentidos en matematicas. Hemos usado el término “‘grafi-
ca” en el sentido de una relacion o de una funcion. En el presente capitulo introduciremos la
palabra “grafo” con un sentido muy especial —al cual ya aludimos en la seccion 6-13, cuando
hablamos del grafo dirigido de una relacidn.

En muchas partes de la ciencia de los computadores y de la informatica aparecen los grafos,
especialmente los grafos de arbol, y los grafos dirigidos. Los diagramas de flujo, por ejemplo,
discutidos en el capitulo 5, son grafos dirigidos. En este capitulo tratamos otros ejemplos.
Terminamos el capitulo con la definicién de una maquina de estado finito, de la cual el com-
putador es un ejemplo.

14.2 GRAFOS Y MULTIGRAFOS

Un grafo consta de dos cosas:
(i) Un conjunto N cuyos elementos se llaman nodos, vértices o puntos.
(ii) Un conjunto S de parejas no ordenadas de nodos diferentes, llamadas segmentos o aristas.

Denotamos un grafo por G(N, S) cuando queremos destacar las dos partes de G.

Los nodos u y v se llaman adyacentes si hay un segmento {u, v}.

Representamos de una manera natural los grafos por diagramas en el plano. O sea, cada
nodo v de N se representa por un punto (o pequefio circulo) y cada segmento s = {v,, v,} se
representa por una curva que conecta sus terminales v, y v, .

EJEMPLO 14.1

(a) La figura 14-1 representa el grafo G con cuatro vértices, A, B, C, y D, y cinco segmentos s; ={A, B}, s, =
{B, C}, s3 ={C, D}, s4 ={A, C}, ss = {B, D}. Usualmente denotamos un grafo dibujando su diagrama en
ugar de hacer una lista explicita de sus nodos y segmentos.

(b) La figura 14-1(b) no es un grafo sino un multigrafo. Larazon es que s4 ¥ s son segmentos multiples, o sea
segmentos que conectan las mismas terminales, y s es un lazo, o sea, un segmento cuyas terminales son el
mismo nodo. La definicion de grafo no permite ni segmentos miltiples ni lazos. En otras palabras, pode-
mos definir un grafo como un multigrafo sin segmentos multiples ni lazos. A no ser que se diga otra cosa,
los multigrafos considerados en este libro serdn finitos. Observe que un grafo con un namero finito de
nodos automaticamente debe tener un nimero finito de segmentos y por lo tanto debe ser finito.

A D
Sq
$y §3
B 5 c
(a) Grafo (b) Multigrafo

Figura 14-1

318
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Sean G(N, S) un grafo; N' un subconjunto de N, y S’ un subconjunto de S cuyas terminales
pertenecen a N'. Entonces G(N', S") es un grafo y se llama un subgrafo de G(N, S). Si S’ con-
tiene todos los segmentos de S cuyas terminales estan en N, entonces G(N', 8') se llama el sub-
grafo generado por N'.

14.3 GRADO DE UN NODO

Si v es una terminal de un segmento s, decimos que s es incidente en v. El grado de v, escri-
to gr(v), es igual al nimero de segmentos que inciden en v. (Un nodo de grado cero, o sea un
nodo que no pertenece a ningun segmento, se llama un nodo aislado.) Como cada segmento se
cuenta dos veces al sumar los grados de los nodos de un grafo, tenemos el siguiente resultado
sencillo pero importante.

Teorema 14.1: La suma de los grados de los nodos de un grafo es igual al doble del nimero de
segmentos.

EJEMPLO 14.2 En la figura 14-1(a).
g(A)=2 g(B)=3 g(C)=3 gD)=2

La suma de los grados es diez, que, como era de esperar, es el doble del nimero de segmentos. Se dice que un
nodo es par o impar segin que su grado sea par o impar. Asi A y D son nodos pares, mientras que By C son
nodos impares.

El Teorema 14.1 también es cierto para multigrafos si un lazo se cuenta dos veces para el
grado de su terminal. Asi, en la fig. 14-1(b), tenemos que gr(D) = 4, ya que el segmento s, se
cuenta dos veces; asi D es un nodo par.

14.4 CONEXIDAD

Un camino en un multigrafo consta de una sucesidén alternada de nodos y segmentos de la
forma

o, €1, Uy, €2, U2, . . . €n-1y Un-1, €n, Up

en donde cada segmento s; es incidente en v;—; y v;. El nimero n de segmentos se llama la
longitud del camino. Cuando no hay ambigiiedad denotamos un camino por su sucesion de
segmentos (s;, Sa, ..., $,) O por su sucesion de nodos (vy, va, . .., U,). El camino se dice que es
cerrado si vy = v,. De otro modo, decimos que el camino va de v, av,, 0 entre vy y v,, 0 que
conecla a vy con v,.

Un sendero es un camino en el cual todos los segmentos son diferentes. Una trayectoria es
un camino en el cual todos los nodos son diferentes; asi toda trayectoria debe ser un sendero.
Un ciclo es un camino cerrado tal que todos sus vértices son diferentes excepto v, = v,. Un ci-
clo de longitud k se llama un k-ciclo. En un grafo, cualquier ciclo debe tener longitud (nimero
de segmentos o niimero de nodos) tres o mas.

EJEMPLO 14.3 Considere el grafo de la fig. 14-2. Entonces la sucesion

P, Py P,
(P4, P\, Py, Ps, P\, Py, P3, Ps)
es un camino de P, a Ps. No es un sendero ya que el segmento{ Py, P,}
se usa dos veces, La sucesion
(P4, Py, Ps, P2, Pe)
no es un camino ya que no hay segmento{P,, P¢}. La sucesion P, Py -~ Ps

(P4, Py, Ps, Pz, Ps, Ps, Pe) Figura 14-2
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es un sendero ya que ningin segmento se usa dos veces; pero no es una trayectoria ya que el nodo Ps se usa
dos veces. La sucesion

(Pa, Py, Ps, P35, Ps)

es una trayectoria de P4 a Ps. La minima trayectoria {(con respecto a longitud) de P, a P¢ es (P4, Ps, Pg), que
tiene longitud 2.

Eliminando segmentos innecesarios, no es dificil demostrar que cualquier camino de un no-
do u a un nodo v se puede reemplazar por una trayectoria de u a v. Establecemos este resulta-
do formalmente.

Teorema 14.2: Hay un camino de un nodo ¢ a un nodo v si y solamente si hay una trayectoria
deuav.

Un grafo se dice que es conexo si hay una trayectoria entre dos cualesquiera de sus nodos.
El grafo de la fig. 14-2 es conexo, pero el grafo de la fig. 14-3(e) no es conexo porque, por
ejemplo, no hay trayectoria entre D y E. Un subgrafo conexo de un grafo G se llama una com-
ponente conexa de G si no estd contenido en ningin subgrafo conexo mayor. Es intuitivamen-
te claro que cualquier grafo puede particionarse en componentes conexas. Por ejemplo, el
grafo de la fig. 14-3(a) tiene tres componentes conexas. Todo grafo conexo es en si su Unica
componente conexa.

La distancia entre dos nodos u y v de un grafo conexo G, escrito d(u, v) es la longitud de
la trayectoria mas corta entre u y v. El diametro de un grafo conexo G es la maxima distancia
entre dos cualesquiera de sus nodos. En la fig. 14-3 (b), tenemos d(4, F) = 2 y el diametro del
grafo es 3. (Aunque los segmentos{A, D}y{B, C}se dibujaron en la fig. 14-3(b) cruzandose,
no se cruzan en un nodo.)

Sea v el nodo de un grafo G. Por G — v queremos significar el grafo obtenido a partir de G
quitandole v y todos los segmentos que incidan en v. Un nodo v en un grafo conexo G se llama
un punto corte si G — v es inconexo. El nodo Denla fig. 14-3(b) es un punto corte.

D e
(a) (b}

Figura 14-3

14.5 TIPOS ESPECIALES DE GRAFOS

Hay muchos tipos de grafos, vamos a mencionar cuatro de ellos.
Grafos completos

Un grafo es completo si cada nodv esta conectado con todo otro nodo. Al grafo completo
de n nodos se le denota K,,. La fig. 14-4 muestra los grafos K, K-, ...,Ks. AlgrafoK,,un
nodo aislado, se le llama el grafo trivial.
Grafos regulares

Un grafo o multigrafo es regular de grado k o k-regular si cada nodo tiene grado k. Los gra-
fos regulares conexos de grados 0, 1 0 2 son facilmente descritos. El grafo k-regular es el grafo
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trivial. El grafo 1-regular conexo es el grafo con dos nodos y un segmento que los conecta. El
grafo 2-regular conexo con n > 2 nodos es el grafo que consta de un solo n-ciclo. (El 2-ciclo es
un multigrafo.) Véase la fig. 14-5.

Los grafos 3-regulares deben tener, por el teorema 14.1, un nimero par de nodos. La fig.
14-6 da dos ejemplos de grafos 3-regulares conexos con seis nodos. En general, hay diecinueve
grafos 3-regulares con diez nodos. Observamos que el grafo completo con n nodos, K,,, es regu-
lar de gradon — 1.

[ J *r———
K, K, K,
K, K, K¢
Figura 14-4
[
[
(a) 0-regular (b) 1-regular (c) 2-regular
Figura 14-5

Figura 14-6
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Grafos bipartitos

Un grafo G se dice que es bipartito si su conjunto de nodos N se puede particionar en dos
subconjuntos P y @ tales que cada segmento de G conecta un nodo de P con un nodo de Q.
Por un grafo bipartito completo, significamos que cada nodo de P estd conectado con cada
nodo de Q; este grafo se denota K,,, , en donde p es el niimero de nodos de P y ¢ es el niimero
de nodos de @, y, para estandarizacion, asumimos p < q. La fig. 14-7 muestra lo grafos K 3,
K3, 3 y K, 4. Claramente, K, , tiene pq segmentos.

K2.3 KI}.IJ K2.4

Figura 14-7

Grafos planos

Un grafo o multigrafo que se puede dibujar en un plano de tal manera que los segmentos
no se corten se dice que es plano. Aunque el grafo completo con cuatro nodos, K,, comin-
mente se dibuja con segmentos cruzados, como en la fig. 14-8(a), también se puede dibujar
sin que se crucen los segmentos, como en la fig. 14-8(b). Asi, K, es un grafo plano.

N <=

Figura 14-8 Figura 14-9

Se llama mapa a unarepresentacion plana particular de un multigrafo plano finito. Decimos
que el mapa es conexo si el correspondiente multigrafo es conexo. Un mapa dado divide el pla-
no en varias regiones. Por ejemplo, el mapa de la fig. 14-9 divide al plano en cinco regiones.
Observe que cuatro de las regiones son acotadas, pero la quinta region, fuera del diagrama, es
no acotada. Asi no hay pérdida de generalidad al contar las regiones si suponemos que nuestro
mapa esta contenido en algin rectidngulo mayor en lugar de en el plano completo.

Euler dio una férmula que conecta el nimero de nodos N, el nimero de segmentos S y el
numero de regiones R para cualquier mapa conexo.

Teorema 14.3 (Euler): N—S+ R = 2
EJEMPLO 14.4 En la figura 14-9 tenemos N = 6, S =, R = 5; y, de acuerdo con la formula de Euler:

N—S+ R=6—-9+5=2

La férmula de Euler también es cierta para mapas inconexos, siempre y cuando la constan-
te 2 se reemplace por v + 1, en donde v es el niimero de componentes conexos del mapa.
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14.6 GRAFOS ROTULADOS

Un grafo G se llama un grafo rotulado si a sus segmentos y/o nodos se le asignan datos de
alguna clase. En particular, si a cada segmento s de G se le asigna un nimero no negativo I(s)
entonces a /(s) se le llama el peso o longitud de s. La fig. 14-10 muestra un grafo rotulado en
donde el peso de cada segmento esta indicado en la manera obvia. Frecuentemente es impor-
tante encontrar una trayectoria de peso minimo entre dos nodos dados de un grafo rotulado.
Una trayectoria minima entre Py @ en la fig. 14-10 se da por la sucesion

(Pv Ah AZa A59 A3a A()y o)

La trayectoria tiene peso 14. (Encuentre otra trayectoria minima entre los mismos dos nodos.)

Figura 14-10

14.7 GRAFOS ARBOLES

Un grafo G se dice que es aciclico o libre de ciclos si no contiene ciclos. Un drbol es un
grafo aciclico conexo. Un bosque es un grafo sin ciclos; asi las componentes conexas de un
bosque son arboles. La fig. 14-11(a) muestra todos los arboles con seis nodos, y la fig. 14-11
(b) muestra ocho de los arboles con siete nodos.

- Rk

(@)

R R ok

)
Figura 14-11
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Hay un ntiimero de maneras equivalentes de definir un arbol, como se muestra en el siguien-
te teorema.

Teorema 14.4: Sea G un grafo con mas de un nodo. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) G esun arbol.
(ii) Cada pareja de nodos esta conectada por exactamente una trayectoria.
(iii) G es conexo, pero si se quita cualquiera de sus segmentos el grafo que resul-
ta no es conexo.
(iv) G es libre de ciclos, pero si se le agrega al grafo cualquier segmento el grafo
resultante tiene exactamente un ciclo.
En caso de que nuestros grafos sean finitos, tenemos entonces nuevas maneras de definir un
arbol.

Teorema 14.5: Sea G un grafo finito con n > 1 nodos. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
(i} G esun arbol.
(ii) G es libre de ciclos y tiene n — 1 segmentos.
(iii) G es conexo y tiene n — 1 segmentos.
En particular, el teorema 14.5 nos dice que un arbol finito tiene un nodo mas que el nimero
de segmentos. (Esto en particular es cierto para el drbol trivial, n = 1))
Algunas propiedades generales de los arboles son:

(1) Un arbol es un grafo bipartito.

(2) Un arbol es un grafo plano.

(8) Un arbol finito no trivial tiene al menos dos nodos colgantes (de grado 1).
(4) En un arbol no trivial, cada nodo es colgante o es un punto de corte.

Arboles maximales

Un subgrafo A de un grafo G se llama grafo maximal de G si A es un drbol e incluye todos
los nodos de G. La fig. 14-12 muestra un grafo G y arboles maximales A,, A, y A; de G. SiG
es un grafo cuyos segmentos tienen pesos, entonces un drbol maximal minimal de G es un arbol
maximal de G tal que la suma de los pesos de sus segmentos es minimal entre todos los arboles
maximales de G.

L 4

[ J

T, T, Ty

Figura 14-12
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Damos dos algoritmos para encontrar un arbol maximal minimal de un grafo rotulado co-
nexo G con m nodos. Primero, ordenamos los segmentos de G por orden descendente de sus
pesos. Procediendo secuencialmente, quite cada segmento que no desconecte al grafo hasta
que queden m — 1 segmentos. Estos segmentos formarin entonces un arbol maximal minimal
de G. En estealgoritmo es indispensable decidir si un grafo es conexo o no, lo cual, en general,
no es facilmente programable. '

Para el segundo algoritmo, los segmentos se ordenan en orden ascendente por sus pesos.
Entonces, comenzando solamente con los nodos de G, vamos agregando un segmento después
de otro en el que cada segmento tiene peso minimal y no forma un ciclo. Después de agregar
m — 1 segmentos obtenemos un arbol maximal minimal.

Debemos destacar que como algunos segmentos pueden ser del mismo peso, podemos
obtener diferentes arboles maximales minimales. La fig. 14-13 da un grafo conexo rotulado
G y un arbol maximal minimal M.

Figura 14-13

14.8 ARBOLES CON RAICES

Un drbol con raiz R consta de un grafo arbol junto con
un nodo designado r lamado la raiz de! arbol. Se llama nivel,
o profundidad o generacién de v a la longitud de la Gnica
trayectoria de la raiz r a v. Los puntos coigantes de R (excep-
to r, si es que r es un punto colgante) se llaman hojas del
arbol con raiz. La fig. 14-14 muestra un arbol con raiz en
donde se dibuja la raiz r arriba en el arbol. El arbol tiene
hojas d, f, h,iyj Elniveldeaes1l,eldefes2,yeldejes
3. Hacemos hincapié en que todo arbol se puede constituir Figura 14-14
en arbol con raiz simplemente escogiendo uno de sus nodos
como la raiz.

El hecho de que haya una tnica trayectoria de la raiz a todo nodo de R introduce una
orientacion para los segmentos de R. Se ilama rama una trayectoria dirigida continua de un
nodo a una hoja de R. Diremos que un nodo u precede a otro v o que v sigue a u, si la trayec-
toria de la raiz r a v incluye a u. En particular, decimos que v sigue inmediatamente después de
u si v sigue a u y es adyacente a u. En la fig. 14-14 el nodo j sigue a ¢, pero sigue inmediata-
mente a g Observe que todo nodo excepto la raiz sigue inmediatamente después de algin
nodo unico, pero puede ser seguido inmediatamente por mas de un nodo, por ejemplo, los
vértices i y j ambos siguen inmediatamente después de g.

Arboles con raiz ordenados

Un arbol con raiz R en el cual los segmentos que salen de cada nodo estin ordenados
linealmente se llama un drbol con raiz ordenado. Supongamos que s y s’ son segmentos’de R
que salen de un vértice v, y que van a s y §', respectivamente. Sis precede a s’ en el orden de R,
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entonces dibujamos a s a la izquierda de s’, como en la fig. 14-15. Luego asignamos el mismo
orden a los vértices a y b como el que le corresponde a los segmentos s y s'; o sea, a precede a
b. (Observe que este ordenamiento de los nodos no tiene nada que ver con el ordenamiento
a lo largo de las ramas, descrito anteriormente.)

Los drboles con raiz ordenados ocurren en muchos lugares en la ciencia de los computa-
dores y en la informatica, como se ilustra con los dos ejemplos siguientes.

EJEMPLO 14.5 (Expresiones aritméticas). Cualquier expresion aritmética con solamente operaciones bina-
rias, por ejemplo, adicién, substraccién, multiplicacion y divisién, se puede representar por un arbol con raiz
ordenado. Por ejemplo, la expresion aritmética

(a-b)((cxd)+e)

se puede representar por el irbol con raiz ordenado en la fig. 14-16(a). Observe que las variables en la expre-
sién, a, b, ¢, d y e, aparecen como hojas, y las operaciones aparecen como los otros nodos. El arbol debe ser
ordenado;a — b y b — a dan el mismo arbol pero no el mismo arbol con raiz ordenado.

El matematico polaco Lukasiewicz observd que colocando el simbolo operacional antes de sus argu-
mentos, por ejemplo

+abenlugardea+b y /cdenlugarde c/d

se puede evitar el uso de paréntesis. A esta notacion se le llama notacion polaca en forma prefija. (Analoga-
mente, se puede colocar el simbolo después de sus argumentos, llamada notaciéon polaca en forma postfija.)
Volviendo a escribir la expresion aritmética de arriba en forma prefija, obtenemos

f—ab+xcde

Observe que este es precisamente el orden de los nodos cuando se recorre el arbol como se indica en la fig.
14-16(b).

{a)

Figura 14-16

EJEMPLO 14.6 (Estructura de registro). Los datos se organizan frecuentemente en jerarquias de campos, re-
gistros, y archivos, como sigue. Un registro es una coleccion de datos de campo, o campos, relacionados que
son tratados como una unidad; y un archivo es una coleccion de registros similares. Por ejemplo, un registro de
personal para un empleado puede tener los datos de campo:

Namero de seguro social, Nombre, Direccion, Edad, Sueldo, Dependientes
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El archivo de empleados de la compaiiia contendria la lista de los registros de los empleados.

Aunque un archivo es normalmente una lista lineal de registros, los campos de datos de un registro usual-
mente forman un arbol con raiz ordenado. La razon es que algunos de los campos de datos pueden ser grupos
de subcampos, o sea, campos formados por dos o mas partes en lugar de campos que no se pudieran dividir
mas. Por ejemplo, el anterior registro de personal para un empleado puede formar el arbol con raiz que se
muestra en la fig. 14-17. Observe que Nombre es un campo, con subcampos Apellido, Primer Nombre, e Inicial.
También, Direccién es un campo, con subcampos Calle y Area, mientras Area en si se puede volver a dividir en
Ciudad, Estado y Pais. Hay once campos elementales (atdmicos), las hojas del arbol.

Empleado
Soc. No. seg. Nombre D-reccwn Edad  Sueldo Dependientes
Apellido aner Inicial Calle Area

Ciudad Estado Pais
Figura 14-17

El anterior arbol con raiz orientado también se puede describir en términos de los niveles de los nodos:

00 Empleado \
01 Namero de Seguro Social
01 Nombre

02 Apellido
02 Primer Nombre
02 Inicial
01 Direccién
02 Calle
02 Area
03 Ciudad
03 Estado
03 Pais
01 Edad
01 Sueldo
01 Dependientes

Este lisfado es equivalente a recorrer e! arbol en la manera de la fig. 14-16(b); por medio de éste, se puede leer
el registro completo en un computador en forma lineal.

14.9 GRAFOS DIRIGIDOS

Acabamos de ver, en la seccidén 14.8, que los arboles con raiz tienen una direccion natural
definida a lo largo de cada segmento; asi pueden ser considerados como grafos dirigidos. Ha-
blando en general, un grafo dirigido, también llamado un digrafo, es un multigrafo con una
direccién asignada a cada segmento. Llamamos arcos a los segmentos dirigidos, y escribimos
a = < u, v> para cualquiera de los arcos que unen al punto inicial u con el punto final v.
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EJEMPLO 14.7 La figura 14-18 representa un digrafo con cuatro nodos y siete arcos. Observe el lazo dirigido,
a; = < B, B>. Arcos como a; y a3, que tienen el mismo punto inicial y el mismo punto final, se llaman para-
lelos.

Sea D un grafo dirigido. Un arco a = < u, v > se dice que comienza en su punto inicial u y
termina en su punto final v. El grado de salida y el grado de llegada de un nodo v son iguales
respectivamente al nimero de arcos que comienzan y terminan en v. Como cada arco comien-
za y termina en un nodo, vemos que la suma de los grados de salida de los nodos es igual a la
suma de los grados de llegada de los nodos, y ésta es igual al nimero de arcos. Un nodo con
grado de llegada cero se llama fuente, y un nodo con grado de salida cero se llama sumidero.
En la fig. 14-16, el nodo C es un sumidero, pero el digrafo no tiene fuentes. También, el grado
de salida de D es 2 y su grado de entrada es 1.

A a, D
a, ag
as o
@ o
aq
Figura 14-18

Si se rotulan los arcos y/o nodos de un digrafo con algan tipo de datos, entonces tenemos
un grafo dirigido rotulado. Tales grafos se usan frecuentemente para representar situaciones
dinamicas. Por ejemplo, los diagramas de flujo son grafos dirigidos en los cuales los nodos
(cajas) se rotulan, y los arcos que salen de una caja de decisiéon se rotulan. En seguida otro
ejemplo.

EJEMPLO 14.8 Tres nifios 4, B, y C, se estin lanzando un baldn de tal manera que A siempre le lanza el balon
a B, pero tanto B como C le lanzan el balon a A con tanta frecuencia como entre ellos. La fig. 14-19 ilustra
esta situacion dindmica, en donde los arcos estan rotulados con sus respectivas probabilidades, o sea, A le lan-
za el balén a B con probabilidad 1, B se lo lanza a A y C con probabilidad 1/2 a cada uno,y Cselolanzaa A
y B con probabilidad 1/2 a cada uno.

4 39

Figura 14-19

Digrafos y relaciones

Considere un digrafo D que no tiene arcos paralelos; sea N el conjunto de nodos y A el con-
junto de sus arcos. Como los arcos representan parejas ordenadas de nodos, A es simplemente
un subconjunto de N X N y, por lo tanto, A es una relacion en N. Reciprocamente, si R es una
relacién en un conjunto N, entonces N se puede tomar como el conjunto de nodos y R como el
conjunto de arcos de un digrafo, D(N, R), que no tiene arcos paralelos. Asi, los conceptos de
relaciones en un conjunto y digrafos sin arcos paralelos son una y la misma cosa. En efecto. en
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el capitulo 6 ya habiamos introducido el grafo dirigido correspondiente a una relacion en un
conjunto.

Digrafos y matrices
Sea D un grafo dirigido con nodos vy, v,, ..., U, . La matriz de D es la matriz m X m
Mp = (my), en donde

m;; = el niimero de arcos que comienzan en y; y terminan en v;.

Si D no tiene arcos paralelos, entonces las entradas de My seran ceros y unos; en caso contrario
las entradas seran enteros no negativos. Reciprocamente, toda matriz M de dimensiones m X m
con enteros no negativos como entradas define de una manera univoca un digrafo con m no-
dos. La fig. 14-20 muestra un digrafo D y la correspondiente matriz M.

Yy Vyq

v,
2 vy

D
Figura 14-20

14.10 DIGRAFOS CONEXOS

Los conceptos de camino, sendero, trayectoria, y ciclo se pueden usar tal como se usoé el de
grafo no dirigido, salvo que la direccion del camino, etc., debe coincidir con las direcciones de
los arcos. Especificamente, un camino (dirigido) C en un digrafo D es una sucesién alternada
de nodos y arcos,

C = (UOa ay, Uy, G2, U, ..., Gy, vn)

tal que cada arco a; comienza en v;—_, y termina en v;, Un semicamino es lo mismo que un ca-
mino, salvo que el arco g; puede comenzar ya sea en v 0 en u y terminar en el otro nodo; en
otras palabras, un semicamino es lo mismo que un camino en el multigrafo no dirigido D. Se-
misendero y semitrayectoria tienen definiciones analogas.

Hay tres tipos de conectivas en un digrafo D. Decimos que D es débilmente conexo o
débil si hay un semicamino entre dos nodos cualesquiera u y v de D. Decimos que D es unila-
teralmente conexo o unilateral si para nodos cualesquiera u y v en D, existe una trayectoria de
u a v o hay una trayectoria de v a u. Decimos que D es fuertemente conexo o fuerte si, para
nodos cualesquiera u y v de D, hay una trayectoria de u a v y una trayectoria de v a u. Observe
que fuertemente conexo implica unilateralmente conexo, y que unilateralmente conexo impli-
ca débilmente conexo. Decimos que D es estrictamente unilateral si es unilateral, pero no fuer-
te; que es estrictamente débil si es débil, pero no unilateral. Por ejemplo, la fig. 14-21 muestra
un grafo (a) que es estrictamente débil, un grafo (b) que es estrictamente unilateral, y un grafo
(¢) que es fuerte.

En términos de caminos maximales (caminos que pasan por todos los nodos del grafo),la
conectividad se puede caracterizar como sigue:

Teorema 14.6: Sea D un digrafo dirigido finito. Entonces

(a) D es débil si y solamente si D tiene un semicamino maximal.
(b) D es unilateral si y solamente si D tiene un camino maximal.
(¢) D es fuerte si y solamente si D tiene un camino maximal cerrado.



330 GRAFOS, GRAFOS DIRIGIDOS, MAQUINAS [CAP. 14

(a) (b) (©)
Figura 14-21
La matriz M de un digrafo es util al contar los caminos en D. En efecto, tenemos:

Teorema 14.7: Sea M la matriz de un digrafo D. Entonces la entrada (i, j) de la matriz M" da
el nimero de caminos de longitud n del nodo v; al nodo v;.

Los digrafos con fuentes y sumideros aparecen en muchas aplicaciones (por ejemplo en los
diagramas de flujo). Una condicion para que existan tales nodos es la siguiente:

Teorema 14.8: Si un digrafo finito D no contiene ciclos (dirigidos), entonces D contiene por lo
menos una fuente y por lo menos un sumidero.

14.11 MAQUINAS DE ESTADO FINITO

Podemos considerar un computador digital como una miquina que estd en un cierto “esta-
do interno” en cada momento dado. El computador “lee” un simbolo de entrada, y luego
“imprime”’ un simbolo de salida y cambia su “estado”. El simbolo de salida depende solamen-
te del simbolo de entrada y del estado interno de la maquina, y el estado interno de la maquina
depende solamente del estado precedente de la maquina y el simbolo precedente de entrada.
E]l nlimero de estados, simbolos de entrada y simbolos de salida se suponen finitos. Estas ideas
se formalizan con la siguiente definicion.

Una mdquina de estado finito (o una mdquina secuencialmente completa) M consta de cin-
€O COsas.

(1) Un conjunto finito A de simbolo de entrada.
(2) Un conjunto finito S de estados internos.

(3) Un conjunto finito Z de simbolos de salida.

(4) Una funcién de proximo estado fde S X AenS.

(5) Una funcion de salida g de S X Aen Z.

Esta maquina M se denota M = (4, S, Z, f, g cuando queramos designar sus cinco partes. A
veces también se da un estado inicial ¢, en S, y entonces la maquina M se designa por la séxtu-
plaM = <A’ S$ Zv qu f? g>.

EJEMPLO 14.9 Lo siguiente define una maquina de estado finito con dos simbolos de entrada, tres estados
internos, y tres simbolos de salida:

1) A={ab}
(2) S=1{qo. q1. 92}
3) Z={x,y,z}

(4) Funcion de proximo estado f : S X A = S definida por

f@.a)=q1  flg,a)=q: f(@@na)=qo
flge.b)=q:  fl@.by=q1  f(g6)=q
5) Funcion de salidag : S X A - Z definida por
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g(go.a)=x g, a)=x  g(gz.a)=2
8o, b)=y glgnb)=z  gl@,b)=y
Es tradicional usar la letra ¢ para los estados de la maquina y usar el simbolo g, para el estado inicial.

Hay dos maneras de representar a una maquina de estado finito en forma compacta. El
diagrama de estado D de una maquina de estado finito M = (A, S, Z, f, £) es un grafo dirigido
rotulado D, Los nodos de D son los estados S de M, y si

f(in ai) = Gk y g(% ai) =z
entonces hay un arco de ¢; a q; que esta rotulado con la pareja a;, 2,. Cominmente escribimos
el simbolo de entrada ag; cerca de la base de la flecha que representa el arco (cercade gq;) y el
simbolo de salida 2, cerca del centro de la flecha. En caso de que se dé un estado inicial, en-
tonces rotulamos el nodo g, dibujando una flecha extra en direccion a q,. Por ejemplo, la
fig. 14-22(a) es el diagrama de estado de la maquina en el ejemplo 14.9, con g, como el estado
inicial.

go | 9% | 92, ¥
qQ | 922} 41,2
921 902 | 91 ¥

(®)
Figura 14-22

Alternativamente, la maquina se puede representar por su tabla de estados, que para cada
combinacion de estado y entrada da el proximo estado y la salida. La fig. 14-22(b) es la tabla
de estado para la maquina del ejemplo 14.9.

14.12 CADENAS, CINTAS DE ENTRADA Y DE SALIDA

La seccion anterior no muestra la cualidad dindmica de una maquina. Supongamos que a
una maquina de estado finito M se le da una cadena de simbolos de entrada:

U=aa,...a,

Visualizamos estos simbolos en una “cinta de entrada”; la maquina M “lee” estos simbolos de
entrada uno por uno y, simultaneamente, cambia a lo largo de una cadena de estados

V = 508152. .- S
en donde s, es el estado inicial, mientras que “imprime” una cadena de simbolos de salida
W=21z5...2

en una ‘“cinta de salida”. Formalmente, el estado inicial s, y la cadena de entrada U determina
las cadenas V y W por

$i=flsin a) y z; = g(si-1, a;)

endondei = 1, 2, ..., n. (Observe que la palabra “cadena’ se usa para una sucesion fimta en
lugar de “n-tupla” o “lista”.)
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EJEMPLO 14.10 Suponga que g, es ¢l estado inicial de la maquina en el ejemplo 14.9, y ademaés que se da ala
maquina la cadena de entrada abaab. Calculamos la cadena de estados y la cadena de simbolos de salida del
diagrama de estado comenzando en el vértice go y siguiendo las flechas que se rotulan con los simbolos de en-
trada

ax bz a x a.z by

9o qt q q: qo q:
Esto da las siguientes cadenas de estados y simbolos de salida:

904191929092 y  xzxzy

Queremos ahora describir una maquina que puede ejecutar adicion binaria. Agregandole 0Os
al principio de nuestros nimeros, podemos asegurarnos de que todos los nimeros tienen el mis-
mo namero de digitos. Sise le da a la maquina la entrada

1101011
+ 0111011

entonces queremos que la salida sea la suma binaria
10100110
Especificamente, la entrada es una cadena de parejas de digitos que hay que sumar:
11, 11, 00, 11, 01, 11, 10, b
en donde b denota un espacio en blanco, y la salida debe ser la cadena
0,1,10,0,1,0,1
Ta'mbién queremos que la maquina entre a un estado llamado “pare” cuando termina la adi-
cion.
y los simbolos de salida son
A = {00, 01, 10, 11, b}
Los simbolos de entrada son
Z={0,1, b}
La maquina que hemos construido tiene tres estados:
S = {lleve (), no lleve (n), pare (p)}
Aqui n es el estado inicial. La fig, 14-23 es un diagrama de la maquina.
Para mostrar las limitaciones de nuestras maquinas, establecemos el siguiente teorema.

Teorema 14.9: No existe una mdquina de estado finito que pueda ejecutar multiplicacion
binaria.

Figura 14.23
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Sin embargo, si limitamos el tamafio de los nimeros que vamos a multiplicar, entonces ta-
les mdquinas existen. Los computadores son ejemplos importantes de maquinas de estado fini-
to que multiplican nimeros restringidos.

14.13 AUTOMATAS FINITOS

Un automata finito es similar a una méaquina de estado finito excepto que el automata tie-
ne estados de ‘““aceptacion’ y “rechazo” en lugar de una salida. Especificamente, un qutémata
finito M consta de cinco cosas:

(1) Un conjunto finito A de simbolos de entrada.

(2) Un conjunto finito S de estados internos.

(8) Un subconjunto T de S (cuyos elementos se llaman estados de aceptacion).
(4) Un estado inicial go en S.

(5) Una funcién de estado proximo fdeS X A enS.

El automata M se denota por M = <A, S, T, qo, f} cuando queremos designar sus cinco partes.

EJEMPLO 14.11 Lo siguiente define un automata finito con dos simbolos de entrada y tres estados.

(1) A ={a, b}, simbolos de entrada a b

2) S =1{qo, q.. g2}, estados

(3) T ={qo. q.}. estados de aceptzcion qo | qo q:

(4) qo, el estado inicial.

(5) La funcion de estado proximo f : S X A — S definida por la tabla de la derecha. q: @ | 9
q2 q2 q:

Podemos describir concisamente un automata finito M por su diagrama de estado como se
hizo con las maquinas de estado finito, excepto que ahora usamos circulos dobles para estados
de aceptacion, y cada segmento se rotula solamente con el simbolo de entrada. Especifica-
mente, el diagrama de estado D de M es un grafo dirigido rotulado cuyos nodos son los estados
de S; los estados de aceptacion son rotulados con un doble circulo; y si f(q;, a;) = g, entonces
hay un arco de q; a g, que se rotula con g;. También, el estado inicial g, se denota poniendo
una flecha que entra al nodo g,. Por ejemplo, el diagrama de estado para el automata M del
ejemplo 14.11 se da en la fig. 14-24.

92

Y

Figura 14-24

Dada una cadena finita W = a,a,a; ...a, de simbolos de entrada de un automata M, obte-
nemos una sucesion de estados s¢s;s,...s,, en donde s, es el estado inicial y s; = f(s; -, a;)
para { > 0. Decimos que M reconoce o acepta la cadena W si el estado final, s,,, es un estado de
aceptacion, o sea si s, € T. L(M) denotara el conjunto de las cadenas que reconoce M. Por
ejemplo, se puede mostrar que el autémata M del ejemplo 14.11 reconocera aquellas cadenas
que no tienen dos b sucesivas.
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Los automatas como maquinas de estado finito

Tambien podemos considerar un autémata finito M como una maquina de estado finito
con dos simbolos de salida, digamos SI y NO, en donde la salida es SI si M va en estado de
aceptacion y la salida es NO si M va en estado de no aceptacion. En otras palabras, hacemos
a M en una maquina de estado finito definiendo una funcion de salidagde S X A en Z = {SI,
NO} como sigue:

SI si f(q;, a;) esta aceptando (pertenece a T)

8(g.a)= {NO si f(q;, a;) no estd aceptando

Reciprocamente, una maquina de estado finito con dos simbolos de salida puede considerarce
como un automata finito de una manera analoga.

Problemas resueltos

GRAFOS, CONEXIDAD

14.1 Dibuje el diagrama del grafo G con: (a) nodos A, B, C, D y segmentos{A4, B},{A4, C},
{B, C},{B, D},{C, D}; (b) nodos a, b, c, d, e, y segmentos{a, b},{a, c},{b, c},{d, e}.
;Cuales de los grafos, son conexos, si alguno lo es?

Dibuje un punto por cada nodo v, y por cada segmento{x, v} dibuje una curva entre el nodo x y el
nodo y, como se muestra en la fig, 14-25. El grafo (a) es conexo. Sin embargo, el grafo (&) no es cone-
X0, ya que, por ejemplo,; no hay una trayectoria del nodo a al nodo d.

A B b
.A b
a [ a ¢
e' 'd
¢ D . i
(a)

(b)
Figura 14-25 Figura 14-26

14.2 Considere el grafo de la fig. 14-26. Encuentre el grado de cada nodo y verifique el teore-
ma 14.1 para este grafo.

Fl grado de un nodo es el numero de segmentos al cual pertenece; por ejemplo, gr(a) = 3, ya que
a pertenece a los tres segmentos{a, b},{a, c},{a,d}. Analogamente, gr(b) = 3, gr(c) = 4, gr(d) = 2,
gric) = 2.

La suma de los grados de los nodoses 3 + 3 +4 + 2 + 2 = 14, que es ¢l doble del nimero de seg-
mentos (2 X 7).

14.3 Considere el grafo de la fig. 14-27. Encuentre (a) todas las trayectorias del nodo a al
nodo f, {b) todos los senderos de a a f, {c¢) la distancia entre a y f, (d) el diametro del

grafo.
(@) Una trayectoria de a a f es un camino tal que ningin a b ¢
nodo y por lo tanto ningin segmento se repite. Hay
siete de tales trayectorias:
@.b.cf) (a.d.e.f)
(a.bh.c.e.f) (a.d.e. b, c.f)
(a.h.e. f) (a.d.e.c.f) d € °f

(w.b.e.c. ) Figura 14-27



CAP. 14] GRAFOS, GRAFOS DIRIGIDOS, MAQUINAS 335

(b) Un sendero de @ a f es un camino tal que no se repite ningin segmento. Hay nueve de tales sen-
deros, las siete trayectorias de (a), junto con

(a,d.e b, c,ef) y (a.d,e,c.b,ef)
(c) La distancia de a a f es 3, ya que hay una trayectoria, (g, b, ¢, f), de a af de longitud 3 y no hay
ninguna trayectoria mas corta dea af.

(d) La distancia entre dos nodos cualesquiera no es mayor que 3,y la distancia entre e y f es 3; por lo
tanto el diametro del grafo es 3.

14.4 ;Cuales de los multigrafos de la fig. 14-28 son (a) conexos, (b) libres de lazos, (c¢) grafos?

(¢) Solamente (i) y (iii) son conexos.

(b) Solamente (iv) tiene un lazo, o sea, un segmento con las mismas terminales.

(c) Solamente (i) y (ii) son grafos. El multigrafo (iii) tiene multiples segmentos y (iv) tiene miltiples
segmentos y un lazo.

p——@

(i) (i) (iii) (iv)
Figura 14-28

14.5 Considere el grafo G de la fig. 14-27 (problema 14.3). Encuentre los subgrafos obteni-
dos cuando se quita cada nodo. ;Tiene el grafo algun punto corte?
Cuando quitamos un nodo de un grafo, también quitamos todos los segmentos que inciden en e}

nodo. Los seis grafos obtenidos al quitar cada uno de los nodos de la fig. 14-27 se muestran en la fig.
14-29. Todos los seis grafos son conexos; asi ningliin nodo es un punto corte.

G-a G-b G -c
] <
J 4
G -d G -e G f
Figura 14-29

14.6 Dibuje el grafo K, .

K, s consta de siete nodos particionados en un conjunto M de dos nodos, digamos u; ¥ u,,y un
conjunto N de cinco nodos, digamos vy, U4, U3, Us, ¥ Us ¥ todos los posibles segmentos de un nodo u;
en un nodo v;. Véase la fig. 14-30.

u,y u,

vy Ty vy vy

Figura 14-30



336 GRAFOS, GRAFOS DIRIGIDOS, MAQUINAS [CAP. 14

14.7 ;Cuales son los grafos conexos tanto regulares como biparti\fos?

El grafo bipartito K,,, ,, es conexoy regular de grado m, ya que cada nodo esta conectado con los
otros m nodos. Si se quitan m segmentos disyuntos de K,,, ,,, el grafo que resulta G,,, - ; es necesaria-
mente bipartito y regular de grado m—1, pero no es necesariamente conexo. Por ejemplo el subgrafo
de K4 4 que se muestra en la fig. 14-31(a) es 3-regular y conexo, mientras que el subgrafo de K, , en
la fig. 14-31(b) es 1-regular e inconexo. De todas maneras, las componentes conexas de G, —, tienen
todas las propiedades deseadas.

Podemos continuar el proceso quitando m segmentos disyuntos de G,, —,, obteniéndose compo-
nentes conexas, bipartitas, regulares de grado m — 2.

Y asf sucesivamente.

(a) b
Figura 14-31

14.8 Demuestre el teorema 14.3.

Si nuestro mapa conexo M consta de un solo nodo P, como en la fig. 14-32(e), entonces N = 1,
S = 0, y hay una sola region, o sea, R = 1. Asi en este caso N —S + R = 2. En caso contrario, M se
puede construir de un solo nodo mediante una de las dos construcciones siguientes:
(1) Agregue un nuevo nodo @, y conéctelo con el nodo existente @, por un segmento que no
cruce ningun segmento existente, como en la fig. 14-32(d).

(2) Conecte dos nodos existentes @, y @, con un segmento que no cruce ningin segmento exis-
tente, como en la fig. 14-32(c).

P

{a)

Figura 14-32

La primera operacion no cambia el valor de N — S + R, ya que tanto N como S se aumentanen 1y
el nimero R de regiones no se cambia. La segunda operacion tampoco cambia el valorde N—S + R,
ya que N no cembia, S se aumenta en 1 y (se puede mostrar) el nimero R de regiones tambien se
aumenta en 1. Por lo tanto, M debe tener el mismo valor para N — S + R que para el mapa que consta
de un solo nodo; o sea, N —S + R = 2, y se ha demostrado el teorema.

GI AFOS ARBOLES
Dibuje todos los arboles con cinco o menos nodos.

Hay ocho de tales arboles, que se muestran en la fig, 14-33.

® *—e *r—o—» *r——o——o O—l—‘
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U SRV

Figura 14.33

14.10 Encuentre todos los arboles maximales del grafo G que se muestra en la fig. 14-34.

Hay ocho tales arboles maximales, como se muestra en la fig. 14-35. Cada arbol maximal debe
tener 4 — 1 = 3 segmentos ya que G tiene cuatro nodos. Asi, cada arbol se puede obtener al quitar dos
de los cinco nodos de G. Esto se puede hacer de diez maneras, salvo que dos de ellas producen grafos
inconexos. Por lo tanto, los ocho arboles maximales anteriores son todos los drboles maximales de G.

N7
AN N

Figura 14-34 Figura 14-35

SN

14.11 Encuentre un arbol maximal minimal para el grafo con segmentos rotulados de la fig.
14-36.

Se van quitando segmentos de peso maximo sin desconectar el grafo. De lo contrario, comience
con los ocho nodos y vaya agregando segmentos de peso minimo sin que se forme ningin ciclo. Ambos
métodos dan un arbol maximal minimal tal como se muestra en la fig. 14-37,

2 o 1 1
2 2 1 1 2 1
2 1
3 3 11 3 3 1 i‘
3 e 3 ¢ 3
Figura 14-36 Figura 14-37

14.12 Considere el arbol que se muestra en la fig. 14-38. (a) ;Cuadles nodos, son puntos corte,
si alguno lo es? (b) Encuentre todos los nodos de nivel 3 si el nodo que se toma como
raiz es (i) u, (ii) w.

(a) Cada nodo de grado mayor que 1 es un punto corte en el arbol, por lo tanto éstossonc, r, u, e y.

(b) Encuentre todas las trayectorias de longitud 3 a partir de la raiz para obtener nodos de nivel (o
profundidad) 3. Asi: (i)a, b, yz; (ii)c, d,s, y t.
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Figura 14-38

14.13 Considere la expresion algebraica (2x + y)(5a — b)3. (a) Dibuje el arbol con raiz orde-
nado correspondiente. (b) Encuentre el alcance de la operacion exponenciacién. (El
alcance de un nodo v en un arbol con raiz es el subarbol, con raiz v, generado porvy
por los nodos que siguen a v en el arbol.) (c¢) Escriba de nuevo la expresion en notaciéon
polaca prefija.

(@) Use una flecha (1) para exponenciacion y un asterisco (*) para multiplicacion y obtener de este
modo el arbol que se muestra en la fig. 14-39.

(b) El alcance de 1 es el arbol encerrado en la fig. 14-39. Corresponde a la expresion (5a — b)°.
{c) Recorra el arbol como en la fig. 14-16(b) para obtener

*+*2xyl —*5ab3
/-t
+
‘/ \y
7\
2 x

Figura 14-39

14.14 La figura14-40(a) muestra los datos del registro de un estudiante. (a) Dibuje el drbol con
raiz. (b) ;Cuales de los datos en el registro son campos grupos? (c¢) ;Cuales son campos
elementales?

(a) Véase la figura 14-40(b).

(b) Los campos grupos son aquellos campos que constan de dos o mas, subcampos. Estos son Nom-
bre, Fecha de Nacimiento, y Prueba. Ademads, no son ni hojas ni raiz.

(c) Los campos elementales son los campos que no se subdividen mds en subcampos. Estos son Nime-
ro, Apellido, Primer Nombre, Inicial, Sexo, Dia, Mes, Afio, Matematica, Verbal, Admision. Estas
son las hojas del arbol.
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00 Estudiante

01
01

01
01

01

01

Nimero

Nombre

02 Apellido

02 Primer Nombre
02 Inicial

Sexo

Fecha de Nacimiento
02 Dia

02 Mes

02 Ano

Nota de la Prueba
02 Matematica
02 Verbal
Admisjon (fecha)

@
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Estudiante
. Feclk\. I
Namero Nombre Sexo nacimiento Prueba Admision

/NN

Apellido Primer Inicial Dia  Mes Afio- Matematica Verbal
Nombre

(®)
Figura 14-40

14.15 Suponga que hay dos trayectorias diferentes, digamos P, y P,, de un nodo u a un nodo
v en un grafo G. Demuestre que G contiene un ciclo.

Sea w un nodo en P; y P, tal que los siguientes nodos en P, y P, son diferentes. Sea w, el siguien-
te nodo después de w que esté tanto en Py como en P,. (Véase la fig. 14-41.) Entonces las subtrayec-
torias de P, y P, entre w y w' no tienen nodos en comin excepto w y w'; por 1o tanto estas subtrayec-

torias forman un ciclo.

Figura 14-41

14.16 Para un grafo conexo G, demuestre: (a) Si G contiene un ciclo C que no contiene un
segmento s, entonces G — s es aun conexo. (b) Si s={u, vies un segmento tal que G—s
es inconexo, entonces u y v pertenecen a ccmponentes diferentes de G —s.

(@) Como G es conexo, dos nodos cualesquiera u y v estan unidos por una trayectoria P. Siempre po-
demos suponer que P no incluye as; porque de otro modo podriamos construir una tal trayectoria
de subtrayectorias de P y una subtrayectoria de C — s (véase la fig. 14-42). Asi al quitar s no se

puede desconectar G.

®)

Suponga, en caso contrario, que u y v pertenecen a la misma componente conexa de G —s. Existe

entonces una trayectoria en G — s que une a ¥ y av. Juntos, Py s forman un ciclo C de G. Pero
entonces, por (a) arriba, G —s en inconexo. La contradiccion da la demostracion.

Figura 14-42
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14.17 Demuestre el teorema 14.4: Sea G un grafo con mds de un nodo. Entonces lo siguiente
es equivalente: (i) G es un arbol. (ii) Cada par de nodos esta conectado con una unica
trayectoria. (iii) G es conexo; pero si se quita cualquier segmento el grafo resultante es
inconexo. (iv) G es libre de ciclos, pero si se le agrega cualquier segmento al grafo enton-
ces el grafo resultante tiene exactamente un ciclo.

(i) implica (ii). Sean u y v dos nodos en G. Como G es un arbol, G es conexo y hay por lo menos una
trayectoria entre u y v. Solamente puede haber una trayectoria entre u y v, si no G contuviera un
ciclo (problema 14.15).

(ii) implica (iii). Supongamos que quitamos el segmento s ={u, v}del
grafo conexo G. Como s estd en la Gnica trayectoriade uav, G —s
es inconexo.

(iii) implica (iv). Por el problema 14.16(a), G es libre de ciclos. Ahora
sean x e ¥ dos nodos de G y H el grafo obtenido al agregar el seg-
mento s ={x, y}a G. Como G es conexo, hay una trayectoria P de x
a y en G;por lo tanto C = Ps forma un ciclo en H. Supongamos que
H contiene otro ciclo C'. Como G es libre de ciclos, C' debe conte-
ner el segmento s, digamos C' =P’s. Entonces Py P’ son dos trayec-
torias en G de x ay. (Véase la fig. 14-43.) Por el problema 14.15, G
contiene un ciclo, que contradice el hecho de que G es libre de ci-
clos. Porlo tanto H contien» solamente un ciclo. P’

(iv) implica (i). Como al agregar cualquier segmento s ={x, y}a G pro-
duce un ciclo, los nodos x e y deben ya estar conectados. Por lo tan-
to G es conexo y, por hipotesis, G es libre de ciclos; o sea G es un
arbol.

Figura 14-43

GRAFOS DIRIGIDOS

14.18 Considere el grafo dirigido D dibujado en la fig. 14-44. (a) Describa D formalmente. (b)
Encuentre el nimero de trayectorias de X a Z. (c) Encuentre el nimero de trayectorias
de Y a Z. (d) ;Hay fuentes o sumideros? (e) Determine la matriz My del digrafo D.
(f) ¢Es D débilmente conexo? ;junilateralmente conexo? ;fuertemente conexo?

X oV

Figura 14-44

(a) Hay cuatro nodos: X, Y, Z, W, y siete arcos: (X, Y), (X, W), (X, Z), (Y, W),(Z, Y), (Z, W),(W, Z).

(b) Hay tres trayectoriasde X a Z: (X, Z), (X, W, Z) y (X, Y, W, 2Z).

(¢) Solamente hay una trayectoriade YaZ: (Y, W, Z).

(d) X es una fuente ya que no es punto terminal de ningln arco, o sea, su grado de entrada es cero.
No hay sumideros ya que cada nodo tiene grado de salida no cero, o sea, cada nodo es el punto ini-
cial de algin arco.

(e) Mp =

SO0 O
- O -

I 1
0 1
1 1
0 0
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(Rotulamos las filas y columnas de Mp, por X, Y, Z, W, respectivamente.) La entrada m;; denota el
nimero de arcos del nodo i al nodo j.

() El digrafo no es fuertemente conexo ya que X es una fuente y por lo tanto no hay trayectoria des-
de ninglin otro nodo, digamos, Y, a X. Sin embargo, D es unilateralmente conexo ya que la tra-
yectoria (X, Y, W, Z) pasa a través de todos los nodos, y por lo tanto hay una subtrayectoria que
conecta a cualquier pareja de nodos.

14.19 Considere el grafo dirigido D dibujado en la fig. 14-45. (a) ;Hay alguna fuente o sumi-
dero? (b) Encuentre la matriz M de D. (c) ;Es D unilateralmente conexo? ;fuertemente
conexo?

Figura 14-45

(a) No hay fuentes ni sumideros.
0 1 1 1
1101
®) M=t 011
0010

(¢) D es unilateralmente conexo; no es fuertemente conexo, ya que no hay trayectoria de Z a X.

14.20 Sea N ={2, 3, 4, 5, 6}. Sea R la relacion en N definida por: xRy si x es menorquey y
x es primo relativo con y (o sea, x e y no tienen divisores comunes diferentes de 1). (a)
Escriba R como un conjunto de parejas ordenadas. (b) Dibuje el grafo dirigido que
corresponde a R.

(@) R ={2,3),2.5), 3, 4), 3,5), 4.5), (5, 6)}

(b) Dibujamos un arco de x a y si (x, y) pertenece a R, como se muestra en la fig. 14-46.

14.21 Dibuje un digrafo D que corresponde a la siguiente matriz M (que tiene como entradas
enteros no negativos):

—— - D

1]
ONOO
— O -

Como M es una matriz 4 X 4, D tiene cuatro nodos, digamos, v,, v, V3, V4. Para cada entrada
my;, dibuje my;, arcos del nodo v; al nodo v; para obtener el digrafo de la fig. 14-47.
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Figura 14-46 Figura 14-47

MAQUINAS DE ESTADO FINITO

14.22 Considere una méiquina de estado finito M con simbolos de entrada a y b y simbolos de
salida x, y, z y con diagramas de estado dado en la fig. 14-48. (a) Encuentre la tabla de
estado para M. (b) Determine la salida si la entrada es la cadena de simbolos

Figura 14-48

(@) Rotulemos las filas de la tabla con los cuatro estados qq, g1, 92, ¢35 ¥ las columnas con los simbo-
los de entrada a, b. Usando el diagrama de estado, fig. 14-48, encontramos las entradas en la tabla
como sigue. Del estado g, la flecha rotulada ¢ va al estado ¢, y es rotulada con el simbolo de
salida x. Asi q;, x se coloca en la tabla en la posicion correspondiente a la fila gq y, la columna a.
Las otras entradas en la tabla de estado se obtienen analogamente.

a b

qo quXx | q2,y

qr | 93y | 91,2

q2 g, 2 | qo, X

qs qo,Z {92, X

(b) Comenzando con gy, el estado inicial, vamos de estado en estado por las flechas que son rotuladas
respectivamente con los simbolos de entrada dados:

a a b a b a a b b a b
Go— >~ PH Q> Q> > >G> qr—> G i ¢

Los simbolos de salida en las flechas anteriores son respectivamente xyxzzyzyxxz.
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14.23 Sean a y b los simbolos de entrada. Construya un automata finito M que acepte precisa-
mente aquellas cadenas en a y b que tienen un nimero par de a’s.

Solamente necesitamos dos estados, go ¥ ¢;. Suponemos que M esta en estado go 0 ¢, segin que
el nimero de a es hasta el estado dado sea par o impar. (Asi gy es un estado de aceptacion, pero g, es
un estado de no aceptacion.) Entonces solamente a cambiara el estado. También, g, es el estado ini-
cial. El diagrama de estado de M esta en la fig. 14-49.

Figura 14-49

Problemas suplementarios

GRAFOS, CONEXIDAD
14.24 Encuentre el diametro del grafo G con nodos u, v, w, x, y y segmentos
(@) {u, v}, {u. x} {v. wh {o, x} {o. y) {0y} (b) A{u. v} fo. wh {w, xh {w. vh {x v}

14.25 Considere el grado de la fig. 14-50. Encuentre: (a) todas las trayectorias del nodo A al nodo H, (b) el
diametro del grafo, y (c) el grado de cada nodo. (d) ¢Cuales nodos son puntos corte, si alguno lo es?
(e) Un segmento s es un grafo conexo G se llama un puente si G — s, el subgrafo obtenido al quitarle a
G el segmento s, es inconexo. ;Cuales segmentos, si alguno de ellos lo es, son puentes?

A B C oD

E F £e H

Figura 14-50

14.26 Demuestre que un segmento s es un puente de un grafo conexo G si y solamente si s no esta contenido
en ningun ciclo de G. (Sugerencia: Use el problema 14.16(a).)

14.27 Considere los multigrafos de la fig. 1451. ;Cuailes de ellos son (a) conexos, (b) libre de lazos,%c) gra-
fos?



344

14.28

14.29

14.30

14.31

14.32

14.33

14.34

GRAFOS, GRAFOS DIRIGIDOS, MAQUINAS [cAP. 14

1) i) tin

Figura 14-51

Encuentre todos los grafos conexos con cuatro nodos.

Dibuje dos grafos 3-regulares con ocho nodos.

Determine el diametro de cualquier grafo bipartito completo.

Demuestre que un grafo es bipartito si y solamente si cada uno de sus ciclos es de longitud par.
Muestre que cualquier arbol es un grado bipartito. (Sugerencia: Use el problema 14.31.)

Considere las dos operaciones siguientes en un grafo G: (1) Quitar un segmento. (2) Quitar un nodoy
todos'los segmentos que incidan en el nodo. Demuestre que cada subgrafo de un grafo finito G se pue-
de obtener por una sucesion de estas dos operaciones.

Demuestre que todo grafo G se puede particionar en subgrafos conexos disyuntos maximales (o sea, sus
componentes conexas) escogiendo la relacion de equivalencia apropiada en los nodos de G.

GRAFOS ARBOL

14.35

\

14.36

14.37

La figura 14-11(b) muestra que ocho de los arboles tienen exactamente siete nodos. Hay otros dos; en-
cuéntrelos.
;

De‘muesére que un arbol finito (con por lo menos un segmento) tiene por lo menos dos nodos de grado
1. (Sugerencia: Considere una trayectoria de longitud maxima.)

Encuentre el nimero de drboles maximales para el grafo de la fig. 14.52.

()

Figura 14.52 Figura 14-53
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14.38 Encuentre un arbol maximal minimal para el grafo rotulado de la fig. 14-53.

14.39 Considere la expresion algebraica.

(Bx —5z)"
a(2b + c%

(a) Dibuje el arbol con raiz ordenado correspondiente, usando una flecha (1) para exponenciacién, un
asterisco (*) para multiplicacion y una linea inclinada (/) para la division.

(b) Escriba de nuevo la expresion en (i) notacion polaca prefija, (ii) notacion polaca postfija.

(¢) Encuentre el alcance de cada operacion de multiplicacion.

14.40 Supongamos que el registro de pago para un empleado se organiza como sigue: 00 Empleado, 01 Nime-
ro, 01 Nombre, 02 Apellido, 02 Primer Nombre, 02 Inicial, 01 Horas, 02 Regulares 02 Extras, 01
Tasa. (a) Dibuje el diagrama de arbol correspondiente, (b) ;Cuales son campos grupos? (c) ;Cuiles
son campos elementales?

GRAFOS DIRIGIDOS
14.41 Considere el grafo dirigido D de la fig. 14-54.

(a) Encuentre los grados de entrada y de salida de cada nodo.

(b) Encuentre el nimero de trayectorias de v; a vg.

{c) ¢Hay fuentes y sumideros?

(d) Encuentre la matriz M de D.

(e) Encuentre el niimero de caminos de longitud 3 o menos de v, a v;.
() ¢Es D unilateralmente conexo? ;fuertemente conexo?

Figura 14-54
14.42 Sea D el digrafo con nodos vy, v,, v3, V4 correspondiente a la matriz
0111
0110
M= 110 2
1000

(a) Dibuje el digrafo de D. (b) Encuentre el nimero de caminos de longitud 3 de V, a (i) v,, (ii) v,
(iii) v3, (iv) v4. (c) ¢Es D unilateralmente conexo? ;fuertemente conexo?

14.43 Sea R larelacion en N ={2, 3, 4, 9, 15} definida por “x es menor que y primo relativo con y”’ (compare
con el problema 14.20). (a) Dibuje el diagrama del digrafo de R. (b)  Es R débilmente conexo? ;Uni-
lateralmente conexo? ;fuertemente conexo?

14.44 Un digrafo D es completo si para cada par de nodos diferentes v; y v; o (v;, v;) es un arco o (v;, v;) es
un arco. Demuestre que un digrafo completo finito D tiene una trayectoria que incluye todos los no-
dos. (Esto obviamente es cierto para los grafos completos no dirigidos.) Por lo tanto, D es unilateral-
mente conexo.

14.45 Considere el grafo dirigido rotulado de la fig. 14-55. (a) ;Cuéntas trayectorias (dirigidas) hay del nodo
x al nodo y? (b) Encuentre la trayectoria minima de x a y.

MAQUINAS DE ESTADO FINITO

14.46 Considere la miquina de estado finito con simbolos de entrada g, b, ¢ y simbolos de salida x, y, 2, y el
diagrama de estado de la fig. 14-56. (a) Construya la tabla de estado de M. (b) Encuentre la salida si la
entrada es la cadena W = caabbaccab.

14.47 Sea M la maquina de estado finito con la tabla de estado en la fig. 14-57, (a) Dibuje el diagrama de
estado de M dado el estado inicial go. (b) Encuentre la salida si la entrada es la cadena. W = aabbabbaab.
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Figura 14-55

'R g, 92 Y
| ¥ ] 2
qy | 91,7 | 90 X

g3t 90,2 | 9%

Figura 14.56 Figura 14-57

14.48 Para cada una de las maquinas de la fig. 14-58, con simbolos de entradae¢ y b y simbolos de salida x, y.
2, encuentre la salida si 1a entrada es la cadena W = abuabbabbaabaa.

(a)

Figura 14-58

14.49 Construya un automata finito M con simbolos de entrada a y b que acepte solamente aquellas cadenas
conay b tales que el niimero de b's es divisible por 3. (Sugerencia: Se requieren tres estados.)

14.50 Construya un automata finito M con simbolos de entrada a y b que acepte solamente aquellas cadenas
con a y b tales que aabb aparezca como una subcadena. (Por ejemplo, ba(aabb)ba y bab(aabb)a seran
aceptables, pero babbaa y asbabaa no lo seran.)



CAP. 14] GRAFOS, GRAFOS DIRIGIDOS, MAQUINAS 347

Respuestas a los problemas suplementarios

14.24 (a) diam (G) = 2, (b) diam (G) =3

14.25 (a) Hay ocho trayectorias:

(A,B,G.C.H) (A,B,F,G, G H) (A,B,G,C, D, H) (A,B,F.G.C,D,H)
(A.E,B,G,GH) (AEBFGCH) (AEBGCDH) (AEBFGCDH)
(b) 4 d) B.C.G

(c) gr(B) = 4, gx(C) = gr(G) = 3;los otros tienen grado 2. (e) {C G}
14.27 (a) Gid), ) (@) y Gii), (c) Gii)

14.28 Véase la figura 14-59

LI LA

(c) (@) (e)
Figura 14-59

14.29 Los dos grafos 3-regulares en la fig. 14-60 son grafos diferentes ya que (b) tiene un 5-ciclo pero (@) no
lo tiene.

(a) (d)
Figura 14-60

14.30 diam (K ;) = 1; todos los otros tienen didmetro 2.

14.34 Seau ~ v siu = v o si hay una trayectoria de u a v. Muestre que ~ es una relacion de equivalencia.

14.35 Véase la figura 14-61.

T

Figura 14-61

14.37 quince

14.38 peso 12
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14.39 (a) Véase la figura 14-62.

/\
\ /
\, /

/\/

‘/ \ \1
AN /
Figura 14-62
(b) @) /1t —-*3x*5z4%xa+%*2b 1 c2
(i) 3x*5z+-41a2b*xc2 1 +x/
(¢} 3x,5z,a(2b+c?),2b

14.40 (a) Véase la figura 14-63,

Empleado

\

Niamero Nombre Horas

AN

Apellido Primer Inicial Regulares Extras
Nombre

Figura 14-63
(b) Nombre, Horas
{c) Numero, Apellido, Primer Nombre, Inicial, Regulares, Extras, Tasa

14.41 (a) Grados de entrada: 1, 2, 4, 3, 1. Grados de salida: 2, 3, 1, 2, 2.
() Tres: (vi. v2, va), (01, L3, Vs, Da), (01, D2, U3, U5, 02).  (¢) No.
01 1 00

1 o110

d M=10 0 0 01 (e) 5. (f) Unilateral, pero no fuerte.
0 01 1 0
0O 0 1t 10

14.42 (a) Véase la figura 14-64. (b) (i) 3, (ii) 5, (iii) 4, (iv) 4. (¢) Unilateral fuerte.

14.43 (a) Véase la figura 14-65. (b) Solo débilmente conexo.

[CAP. 14

14.44 Sugerencia: Suponga que (vy, V,, ..., U,,) es una trayectoria de longitud maxima en D y que no inclu-
ye al nodo u. Entonces (u, v,) y (v,,, #) no son arcos ya que, si lo fueran, la trayectoria podria exten-
derse. Asi (vy, w)y (u, v,,) son arcos. Sea k el minimo entero tal que vy, u)y {u, vy, ) son arcos.

Entonces (vy, ..., 4, Vg7, ..., U,,) es uni trayectoria de mayor longitud.
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Figura 14-64 Figura 14-65

145 @62 ®) (5) 0 o o o ' o > O)

14.46 (a) a b ¢ (b) xyyxzzzxyx

4o g1 x q2, 2 G, x

q q1,y q2, % qo, 2

q2 q, 2z q2 2 qo, X

14.47 Véase la figura 14-66(b) yyzyzxzxyz

Figura 14-66
14.48 (a) xyzxyyzzyyxxz, (b) zyxyyzxxzxyyxy
14.49 Véase la figura 14-67.

14.50 Véase la figura 14-68.

Figura 14-67 Figura 14-68



Absoluto, error, 66
Absoluto, valor, 61
Absorcion, leyes de, 171
Abstraceion, principio de, 133
Aceptacion, estados de, 333
Aciclico, grafo, 323
Acotamiento, Ley de, 171
Acumulador, 104
Adicion binaria, 7
decimal, 2
Adyacentes:
productos, 194
segmentos, 318
Aislado, nodo, 319
Alcance de un nodo, 338
Aleatoria, variable, 300
desviacion estindar de, 303
discreta, 300
distribucion de, 301
funci6én de, 302
valor esperado de, 302
varianza de, 302
Algoritmo, 95
Alto nivel, Lenguaje de, 96
Analisis combinatorio, 257
AND, compuerta, 176
AND-OR, circuito, 178
minimo, 198
Anormal, salida, 123
Aproximacion, 60
por debajo, 60
por encima, 60
Aproximacion, error de, 60
Aproximado, nimero, 5
Arbol, 323
ordenado con raiz, 325
raiz, 325
maximal, 324
Archivo, 326
Arco, 328
Argumento, 82
Aritmética binaria, 7
de enteros, 64
del computador, 59, 64
hexadecimal, 36
octal, 82
real, 65
Aritméticopromedio, 295
Arreglo, 218
ASCII-8, 40

Indice

ASCIL Codigo americano estdndar para intercambio
de informacidn, 40

Asignacion, proposicion de, 99

Atomo, 172

Automata, 333

BASIC, operaciones, 115
Base menos uno, complemento de, 14
Base, 1
complemento de, 14
Basico, rectangulo, 195
maximo, 197
BCD, Decimal codificado en binario, 37
Bernoulli:
distribucion de, 282
pruebas de, 282
Bicondicional, 80
Binaria decimal, conversion, 3, 5
Binaria directa, codificacion, 37, 38
Binaria, relacion, 142
Binomial:
coeficientes, 258
distribucion, 282, 304
Bipartita, grafo, 322
Bit (Digito binario), 1, 3
Bit de verificacion, 39
Boole, G, 169
Booleana:
algebra, 169
expresion, 173
Bosque, 323
Byte, 40

C(n, r) (simbolo de combinacion), 262
Cadena (de simbolos), 331
Cadena, 171
Camino cerrado, 319
Campos, 63, 326
Caracter especial, 38
Caracteres, conjunto de, 96
Caracteristica, 63
Carrol, Lewis, 135, 160
Cartesiano:

plano, 141

producto, 141
Cero:

elemento, 169

matriz, 211

vector, 210
Ciclo, 102, 319

350



INDICE

Ciclos, grafo libre de, 323
Cientifica, notacion, 61
Cinta, 331
Circuito AND-OR, 178
de interruptores, 175
en paralelo, 175
en serie, 176
equivalente, 179
logico, 174, 177
simplificado, 192
Clases, 140, 295
de equivalencia, 145
frontera de, 295
limites de, 295
valor de, 295
Cociente, conjunto, 145
Codificaciéon BCD, 37
para computadores, 28
ponderada, 37
XS-3, 38
4-bit, 37
6-bit, 38
8-bit, 40
Codigo exceso-tres (XS-3), 38
Codigo extendido de intercambio decimal
codificado en binario (EBCDIC), 40
Codominio, 146
Coeficiente, 239
matriz de, 239
Coleccion, 140
Columna de una matriz, 211
Combinaciones, 262
Comentario, 97
Compilador, 96
Complemento a quince, 36
Complemento, 14, 23, 136, 169
binario, 16
decimal, 14
Complemento, interruptor de, 177
Complementos, leyes de, 81, 138, 169
Completo (s):
digrafo, 345
forma de suma de productos, 174
grafo, 320
Componentes de un vector, 210
Composicion de funciones, 163
Compuerta, 16gica, 174
AND, 176
NAND, 186
NOR, 186
NOT, 177
OR, 174
Computadoras:
aritmética de, 59, 64
codificacion para, 28
programas para, 96
Con raiz, arbol, 325
Conclusion, 82

351

Condicional:
oracion, 80
probabilidad, 279
Conector de entrada, 102
Conector, simbolo de, 101
Conexo, grafo, 320
débilmente, 329
fuertemente, 329
unilateraimente, 329
Congruencia modulo m, 145
Conjuncion, 76
Conjunto parcialmente ordenado, 171
Conjunto vacio, 133
Conjunto, 132
cociente, 145
de caracteres, 96
potencia, 140
universal, 133
vacio, 133
Conjuntos, algebra de, 137
Conmutativas, Leyes, 81, 138, 169
Consenso, 200
método de, 193, 200
Constante, 96, 239
numérica, 97
Contador, 104
Conteo, Principio Fundamental de, 257
Contradiccion, 79
Contrarreciproca, 82
Conversion, binaria-decimal, 3, 5, 19, 21
decimal-base-b, 29, 30
hexadecimai-binaria, 35
hexadecimal-decimal, 34
octal-binaria, 32
octal-decimal, 31
Conversion, errores de, 67
Coordenadas, diagrama de, 143
Corte, punto de, 320
Cramer, regla de, 245
Cruz, particion en, 161
Cuadrada, matriz, 215
Cuadriticas, ecuaciones, 101
Cuerpo de una iteraccion, 106

Datos, detalles de, 326
Datos, nombres de los, 96
DeMorgan, leyes de, 81, 138, 171
Débilmente conexo, 329
Decimal-base-b, conversion, 29, 30
Decimal:

aritmética, 2

complementos, 14

digitos, 1

lugares, 2

sistema, 1
Decision, simbolo,de, 1 ) «
Degenerada, ecuacion, 244



352

-

Dependiente:

eventos, 280

variable, 148
Desbordamiento, 16
Desviacion, 296

estandar, 296, 303
Determinante, 216

y ecuaciones lineales, 244
Diagonal de una matriz, 215
Diagrama de coordenadas, 144

de Venn, 134

del estado, 331, 333
Diagrama de flujo, 95, 97
Diagrama de flujo, simbolos:

conector, 101

decisién, 100

entrada, 98

preparacion, 102

proceso, 99

salida, 98

terminal, 98
Diametro de un grafo, 320
Diez, complemento a, 14
Diferencia de conjuntos, 137
Digitos, 1, 28

hexadecimal, 34

significativos, 59
Digrafo, 327

completo, 345

matriz de un, 328
Dimension de un arreglo, 218
Directo, codigo binario, 37
Dirigido, grafo, 327

matriz de un, 328
Discriminante, 101
Distribucién de Bernoulli, 282

binomial, 282

de frecuencia, 293,

hipergeométrica, 301

Distribucion de una variable aleatoria, 301
Distributivas, Leyes, 81, 138, 169

Disyuncion, 77
exclusiva, 77
Disyunto, 134
Division binaria, 12
decimal, 2
DO, ciclo, 106
Doble suma, 20
Dominio, 142, 146
Dos, complemento a, 16
DOUNTIL, 112
DOWHILE, 112
Dualidad, 137, 170

E(X) (valor esperado), 303

EBCDIC, 40

Ecuacion, degenerada, 244
determinantes y, 244
lineal, 236

INDICE

Elemental:

evento, 276

objeto (dato), 326
Elemento, 132
Eliminacién de Gauss, 242
ELSE, 109
ELSEIF, 110

Empagquetado, formato decimal, 42

ENDDO, 112
ENDIF, 108
Entero, binario, 3
decimal, 3
Enteros:
aritmética de, 64
representacion de, 63
Entrada Salida, Simbolos de, 98
Entrada:
simbolos, 330, 333
cinta, 331
EOF (fin de archivo), 102
Equivalencia 16gica, 80
Equivalencia, clase de, 145
Equivalencia, relacion de, 145
Equivalentes, circuitos, 179
Error, promedio de, 60
Errores, 65
absoluto, 66
conversion,de, 67
de aproximacion, 60
promedio de, 60
relativo, 66
Escalares, 209
Espacio equiprobabie, 277
de probabilidad, 277
muestra, 276

Especiales sucesiones, 75, 179, 183

Especiales, caracteres, 38
Esperanza, 302
Estadistica, 293
Estado de aceptacion, 333

inicial, 330, 333

interno, 330. 333
Estado, diagrama de, 331, 333
Estados, tabla de, 331
Estandar, desviacion, 296, 303
Estructuras DO, 112

1F, 108, 109, 110
Estructurado, programa, 113
Euler, L, 322
Evento, 276

independiente, 280
Evento, nodo, 319
Examinado, digito, 60
Excuyente, disyuncion, 26
Exito, 281
Exponente, 61
Expresién booleana, 173
Extension, Principio de, 132
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Factorial, 257
Falacia, 82
Falla, 2
Fibonacci, sucesion de, 228
Fin de archivo, 102
Finito:
automata, 333
conjunto, 138
espacio de probabilidad, 277
grafo, 318
maquina de estado, 330
Forma exponencial, 61, 62
binaria, 62
Frecuencia relativa, 276
Frecuencia, distribucion de, 293
Fuente, 328
Fuertemente conexo, 329
Fuerzas de operaciones, 114
Funcion, 146
composicién de la, 163
de salida, 330
de una variable aleatoria, 302
grifica de la, 147
identidad, 147
polinomial, 148
proximo estado, 330, 333
Fundamental, producto, 173

Gauss, eliminacién de, 242
Generacion de un nodo, 325
Grado de llegada, 328
Grado de un nodo, 319
Grafico de una funcién, 147
Grafico de una relacién, 143
Grafo, 143, 318

arbol, 323

bipartita, 322

completo, 320

conexo, 320

dirigido, 327

libre de ciclos, 323

plano, 322

regular, 320

rotulado, 323
Grupo de datos, 326

Hacia atras, substitucion, 240

Hex, 33

Hexadecimal, sistema, 33
aritmética, 36
conversion, 34, 35
digitos, 34

Histograma, 293

Hojas en un arboi, 325

Horner, Método de, 20

IFTHEN, 108

IFTHENELSE, 109
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Idempotencia, Leyes de, 81, 138, 171
Identidad, funcion, 146
Identidad, Leyes de, 81, 138, 169
Identidad, relacion de, 143
Imagen, 146
Impar, nodo, 319
Implicacion logica, 84
Implicante primo, 193
Imposible, evento, 276
Incidente, segmento, 319
Inconsistentes, ecuaciones, 244
Incremento, 112
Independientes:

eventos, 280

pruebas, 281

variables, 148
Indice de una iteraccién, 106, 112
Infinito, conjunto, 138
Inicial:

estado, 330, 333

valor, 112
Inicializacion, 104
Inmediato, sucesor, 172
Instruccion compuesta, 76
Interno, producto, 221
Internos:

estados, 330, 334

representaciones, 62
Interruptor, complemento, 177
Interseccién de conjuntos, 136
Inversa, 82

matriz, 216

relacion, 143
Inversor, 177
Invertible, Matriz, 216
Involucion, Ley de, 81, 138, 171
Iteraccion, 102

logica, 112

Juego, justo, 304

Km,n (grafo bipartita), 322
K, (grafo completo), 321
Karnaugh, mapas de, 194

Lazo, o ciclo, 102, 318

cuerpo de, 106

DO, 106
Lenguaje de alto nivel, 96

de maquina, 96

de programacion, 96
Ley de independencia, 82
Leyes asociativas, 81, 138, 171
Lineal:

arreglo, 218

ecuacion, 236, 244
Linealmente ordenado, 171 -
Lineas de flujo o diagramas, 95
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Literales, 96, 173
Légica de iteraccidén, 108
de sucesion, 108
Logica, compuerta, 174
Logica:
equivalencia, 80
implicacion, 84
Logico, circuito 174, 177
Longitud de un segmento, 322
de un camino, 319
de un vector, 221
de una palabra, 62
Lukasierwicz, J., 326

Macroinstruccion, 99
Mantisa, 61
Mapa, 322
de Karnaugh, 194
Miquina de estado finito, 330
secuencial, 330
Maquina, lenguaje de, 96
Mis significativo, digito, 59
Matriz aumentada, 239
Matriz (ces), 211
aumentada, 239
cero, 211
cuadrada, 215
de coeficientes, 239
de un digrafo, 328
de una relacidn, 144
determinante de, 216
diagonal de, 215
inverso de, 216
invertible, 216
multiplicacién de, 212
polinomio de, 215
suma de, 212
tamafio de, 211
transpuesta de, 224
unidad, 215
Maximal, arbol, 324
minimal, 324
Méximo, rectangulo basico, 196
Media, 295
de una variable aleatoria, 302
Mediana, 299
Menos significativo, digito, 59
Mensaje, 97
Minimal:
arbol maximal, 324
circuito AND-OR, 198
forma de suma de producto, 193
recubrimiento, 196
Moda, 300
Muestra, 276
Muestra, espacio, 276
Multigrafo, 318
Muiltiples, segmentos (bordes) (ejes), 318
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Multiplicacion binaria, 9
decimal, 2
de matrices, 212

Multiplicacion, teorema de (probabilidad), 279

Mutuamente excluyentes, eventos, 276

N (enteros positivos), 134
n-tupla (enésimo), 210
NAND, compuerta, 186
Negacion, 77
Negativa de una matriz, 212
Nivel de un arbol, 325
No (vea Negacion)
No ordenadas, particiones, 262
No ponderada, suma, 38
No subindizada, variable, 218
Nodo, 318
grado de, 319
Nodos, 318
NOR, compuerta, 186
Norma de un vector, 221
Normal, salida, 122
Normalizada, forma exponencial, 61
NOT, compuerta, 177
Notacion expandida, 1, 3, 28
Nueve, complemento a, 14
Nulo, conjunto, 133
Numérico, sistema, 28
binario, 1, 3
decimal, 1
hexadecimal (hex), 28, 33
octal, 28, 31
Numéricos:
bits, 39, 40
constantes, 97
Numeros aproximados, 59
binarios, 3
decimales, 1
en punto fijo, 63
en punto flotante, 63
reales, 63

O (véase: Disyuncion)
Objeto elemental, 326
grupo, 326
Objeto, programa, 96
Operacion, fuerza de, 114
OR, compuerta, 174
Oracion o enunciado, 76
compuesta, 76
de asignacion, 99
de escritura, 98
de lectura, 98
Orden de un determinante, 216
de una matriz cuadrada, 215
Ordenacion, lineal, 171
parcial, 171
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Ordenada:
arbol con raiz, 325
conjunto, 171
pareja, 141
particion, 141. 261
Ordenamiento, 232

P(n, r) (simbolo de permutacion), 260
Palabras, 62

lengitud de, 62

reservadas, 96
Paralelo:

circuito, 175

segmentos, 327
Parcial, orden, 171
Pareja ordenada, 141
Paridad, bit de, 39
Particion, 140

no ordenada, 262

ordenada, 141, 261
Pascal, triangulo de, 260
Permutacion, 260

circular, 266

con repeticion, 261
Peso de un nodo, 322
Planar, grafo, 322
Plano cartesiano, 141
Polaca, notacion, 326

en forma postfija, 326

en forma prefija, 326
Polinomial, funcion, 147

de una matriz, 215
Ponderado, codigo BCD, 37
Posicion, valor de, 1
Posicional, sistema de numeracion, 1
Potencia, conjunto, 140
‘Potencias, 4
Precede (relacidn), 171, 325
Precision de una computadora, 60
Premisas, 82
Preparacion, simbolo de, 102
Prestar (para la substraccion), 11
Primo, implicante, 193
Probabilidad, 276

axiomas, 278

condicional, 279

espacio de, 277
Procesamientos, simbolo de, 99
Producto cartesiano, 141

de conjuntos, 141

fundamental, 173

interno, 221
Producto punto, 221
Profundidad de un nodo, 325
Programa de computadora, 96

estructurado, 113

fuente, 96

. objeto, 96
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Programa fuente, 96
Proposiciones, 78
algebra de, 80
Préximo estado, funcién de, 330, 333
Pruebas independientes, 281
repetidos, 281
Prueba, valor de, 112
Puente de un arbol, 343
Punto binario, 3
decimal, 1
Punto-fijo, nimeros en, 63
Punto-flotante, nimeros en, 63
aritmética de, 64, 65

Q (niimeros racionales), 134
Q (estado inicial), 330, 333
Quintal, sistema numérico, 28

R (nlimeros reales), 134
Rama de un arbol, 325
Real:
aritmética, 65
numero, 63
Reciproca, 82
Reconoce (automata), 333
Recorrido (en un grafo), 319, 329
cerrado, 319
longitud del, 319
Recorrido, 142
Registro, 326
Regular, grafo, 320
Relacion, 142
binaria, 142
de equivalencia, 145
grafico de, 143
grafico dirigido de, 144
identidad, 143
inversa, 143
matriz de, 144
simétrica, 145
transitiva, 145
Relativo:
error, 66
frecuencia, 276
Repetidas, pruebas, 281
Representacion interna, 62
Reservadas, palabras, 96
Rotulado, grafo, 323
dirigido, 328,

Salida (Entrada/Salida), simbolo de, 98
Salida anormal, 123
normal, 122
Salida, conector de, 102
Salida, grado de, 327
Salida:
funcion de, 330 -
simbolos de, 330
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Secuencial, 16gica, 108 Término minimo o minterm, 173

Secuencial, maquina, 330 Toro, 197

Segmentos, 318 Transitiva, relacion, 145
paralelos, 327 Transpuesta de una matriz, 224
peso de, 322 Trayectoria, 322

Seleccion: Triangular, sistema de ecuaciones, 240
16gica 108 Truncamiento, 60
por sorteo, 232

Semirrecorrido, 329 Unidad:

Sendero, 319 elemento, 169

Serie, circuito en, 176 matriz, 215

Seudocddigo, 107, 114 Unilateralmente conexo, 329

Siete, complemento a, 33 Unién, 136

Sifon, (sumidero) 328
Significativos, digitos, 59
Silogismo, Ley de, 83
Simplificado, circuito, 193
Simultaneas, ecuaciones, 237
Sistema numérico binario, 3

adicion, 7

complemento, 16

divisién, 12

entero, 3

forma exponencial, 62

multiplicacion, 9

Universal, conjunto, 133
Uno, complemento a, 16

Vilido, argumento, 82
Valor absoluto, 61

de la clase, 295

de prueba, 112

de verdad, 76

final, 112

inicial, 112
Valor esperado, 302

punto, 3 Valor final, 112
substraccion, 10 Variable aleatoria discreta, 300
Soluci6n de ecuaciones, 236, 239 Variable, 96, 146
Subclase, 140 aleatoria, 300
Subconjunto, 133 dependiente, 148
Subgrafo, 319 independiente, 148
Subindizada, variable, 218 no s.»ub?ndizada, 218
Substitucion, Principio de, 80 S}lblndxzada, 218
Substraccion, binaria, 10 Varianza, 296, 302
decimal, 2 Vector, 210
hexadecimal, 36 longitud de, 221
octal, 33 norma, 221
Substractiva, cancelaciéon, 67 P"OdFCtO punto, 221
Suma de productos, forma de, 173 Venn,‘dxagrama de, 134
completa, 174 Ventaja, 279
minima, 193 Verdad, tabla de, 78, 175
Sumatoria, simbolo de, 212 Verdad, valor de, 76

Sume si impar, regla, 60
XS-3, codigo, 38
Tamafio de una matriz, 211

Tautologia, 79 Y (véase: Conjuncion)
Terminal, punto, 327

Terminal, siimbolo, 97 Z (enteros), 134
Terminales, 318 Zona, bits de, 39, 40

Término maximo, 188 Zonificado, formato decimal, 42
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