





miento, las exigencias de las artes como la pintura

on la necesidad de disponer de una técnica que
r ﬁonmeahsmo un objeto tridimensional sobre una su-

rAlberti de determinar las propiedades comu-
i:;:as de dos proyecciones distintas de una misma fi-

0 de parﬁda de lo que seria en el futuro la Geometria

0 XVII, Gérard Desargues y Blaise Pascal, que habian
abajos de Apolonio sobre las conicas, aplican los méto-

i6n de la teoria de la perspectiva, y descubren los
van sus nombres.
0 propiamente dicho de la Geometria proyectiva

cion del tratado de Jean Victor Poncelet (Traité
des figures) en 1822. Las aportaciones de Ponce-

trabajaron en los mismos afios en Francia y
periodo clésico de la Geometria proyectiva
y clarifican los conceptos fundamenta-
»‘(proyectividad), dualidad, razon doble,

vas contribuciones de Karl G. C. von
3s_g__gun_do tratado de 1856. (Beitrdge




con la claridad y el detalle logrados con la repetida exposi-
- Asimismo, se ha procurado que resulte lo més autoconteni-

e, presentando ciertos requisitos de Algebra lineal y Geometria
rios para el desarrollo de algunas secciones.

tudio de las conicas y cuadricas, hemos efectuado alguna apor-
sonal, para integrar en el esquema del libro ciertos contenidos

(cuddricas tangenciales, haces de cénicas proyectivas, estu-
ifin de las cuadricas), que no son, sin embargo, demasiado accesibles.

2X10 se completa con una coleccion de problemas propuestos sufi-
lente extensa, que puede dividirse en dos grupos. Uno de ellos esta
or los ejercicios preparados para las clases practicas, en su ma-

cardcter analitico. El otro contiene complementos de teoria
0 teoremas cldsicos), que el estudiante deberia conocer. Co-
I6n de estos resultados en la parte te6rica habria alterado bas-
expositiva, hemos optado por proponerlos como problemas.
lumno puede asi comprobar que los conocimientos adquiri-
en demostrar con facilidad estos resultados clésicos.
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“.,mes de la noci6n de espacio proyectivo. En primer
vectorial” que se presenta en el capitulo 1; por otro lado,

0 2 dﬂl espacio proyectivo como extensién o completacion
» tal como se describe en el capitulo 2. Para los estudiantes
este texto, entender bien estas dos interpretaciones

y la relacion existente entre ambas resulta esencial.

) ecesaﬂo tener presente ciertas ideas o motivaciones
aran el resto de este comentario.
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quina de dibujar de Durero

strica aplicada a problemas prac-
ra, en la época del Renacimiento.




de un espacio aﬁn podemos obtener un nuevo espacio,
rﬁnero una colecci(m adecuada de puntos ad1c10nales Tra-

el plano que pasa por O paralelo a X' corta a X en una
tiene al punto p. Los puntos de ¢ son los puntos de X que
proyectados sobre X' desde el punto O. Por tanto, si una

X es incidente con larecta t y r' es la proyeccion de r sobre

e r y s sobre X' son rectas paralelas. Por tanto, es tam-
ar estas proyecciones con el mismo punto adlcnonal




términos vectoriales simples. En efecto, de-
0 n—dimensional como el conjunto forma-
) vectorial de dimension n+ 1 que contienen







: basta ver que, si P(L) = M, entonces L =
de las igualdades siguientes, donde cada una se
terior

M) =a'n(L- o) =L- (oL, (M)ulo) =L

(]
ades proyectivas mediante ciertos procedimien-
0s en las proposiciones siguientes.

6n de variedades proyectivas). Supongamos
a de subespacios proyectivos de P(E), donde M; =
tonces, la interseccion de la familia considerada es
¥ severificaMie; M = P(Nie; Li).

iente y en lo sucesivo, designaremos por V;(T) el
1gendrado por un subconjunto 7.

d engendrada por un subconjunto). Un sub-

\ todas las que contienen al conjunto S. Ademds,
a7 (8)={ve E-1{0}:[v] € S}.

S e SRy

nces

Tmuio}=L




AD 5“ PROYECTIVAS
). Entonces, por las proposiciones
10 La), Vp(My, My) = P(Ly + L)
n a demostrar en

m P(Ly) = dim P(L, N L) + dim P(L; + L»)

'I"zresulta delarelacion de incidencia para los subes-

éupongamOSdimp(E) =i dili =n-1,M ? M,.
ciones, es claro que dim V,(M;, M,) = n. Por tanto, la

O

T, ,("?ﬂi(:) las rectas son los hiperplanos de un plano, tene-

s suplementarias). En un espacio
tivos My y M5 son suplementarios




minio de la aplicacién proyectiva no es el espacio P(E),
a_ubespaclo P(N) debe ser excluido, porque las rectas

cel ones conicas o centrales). Sean B = P(L) y C = P(N)
’mentarios propios de un espacio P(E). Entonces, existe

Vy(B, Vp(a,C)) = dim B + dim V), (a, C)

71a suma de la derecha es la dimension




do que existe un escalar no nulo A tal que g
.Como g y Af tienen el mismo nicleo N, las
n sobre los subespacios Ly N. Esto implica que

O

_ Sba ‘una aplicacidn proyectiva de P(E) en P(E") de
‘ida por una aplicacion lineal f. Entonces:

A ,y;.sdlo si [ es inyectiva. Ademds, estas condiciones se

ostque f--es inyectiva. Sabemos que ker [ = {0}, por lo

] y [v] son puntos distintos de P(E), entonces f transfor-
torid ,K uy K v en rectas dxstmtas, lo que sngmﬁca que

egir vectores u, v, w € E tales que u€ N {0}, ve
forma, vy w son linealmente independientes,

) en el mismo punto [ f(v)] = [f(w)]. Por tanto,

“E451

ha aplicacion es biyectiva.

fias son las aplicaciones pro-
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a Vi(S') = E, lo que demuestra el

SporS 2 {a} arriba, tenemos la igualdad
_Esto hace clara la equivalencia de las condi-

aVp(S—t{al) (Condicion de dependen-

T enecea Vi(S'—{vg})  (Condicién de dependen-

O

: 3 Réferencias proyectivas
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u, y, como % es base, debe ser
yeeer Uy = Altp; es decir, By %'

0

uestran que el concepto proyecti-

onde al vectorial de base. Ambas nociones estin
que la base asociada a una referencia es unica
L@g{ gases se obtienen a partir de las referencias
la demostracion de 3.5.

‘can6nica). El espacio P(K"*") tiene una
¢, asociada a la base canonica ‘6 de K™*'.

©:0:..:1);(1:1:s 1)}

P(E) y u tiene coordenadas (xo, ..., Xn) €n una
ue (Xo : ... : Xp) son las coordenadas homoge-

) enadas no son todas nulas, y estan determina-
o proporcionalidad.

jesignado por (xo : ... : X,) tiene coordena-
ferencia proyectiva canonica.

es una referencia proyectiva de un espa-
1s coordenadas de @y, ..., @p, @psy en dicha
:0:...:1),(1:1:...: 1), respectivamente.

Lores ug, - Up, Up + ... + Up, €N UNA
TC i.os U,y eee Un)




grafia. f de un espacio en si mismo deja fijos
proyectiva, entonces f es la identidad.

acio vectorial correspondiente. De modo andlo-
liva estd representada por la matriz de cualquiera
gue-la i,nduc__:en.

O



L proposici6n 4.2 que un punto queda fijo por
n valor propio A de la matriz A, sus coordenadas

lo si,
\.v

son solucién no nula del sistema

R (f L Ep(A-AD =0







cio afin canénico K” tiene como completacion
s inmersiones i e i son las aplicaciones

.k’.'-“’:(xl,"-n Xp) — (1, X1, ..., Xp)

R 06 -5 0) xi) s %)

1. Xp) de K" se convierte en la completacion
n el punto (1: x; :...: x,), mientras que un vector no
Xn).




3 royectivadelaapuoaclén afin f.
una oompuin proyectiva unwa)

) day‘es una aplicacién lineal no nula.
la aplicaci6n proyectiva inducida por f. Veremos

, los valores de f en los elementos
estd determinada de manera unica

. (wnoes f es una homografia, ya que
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1mos por GP(X). La operacion corres-
mposicion de aplicaciones.

ede ser considerado como un subgrupo de GP(X)
cada isomorfismo afin [ : X — X su comple-
f, se obtiene una biyeccion entre el grupo afin de X y el
d afias de X que dejan invariante el hiperplano Xo..

n que sigue a la proposicion 2.1, sabemos que,
afin, entonces f es una homografia. Por tanto, te-

perplano Xo.. Supongamos ahora, para la propiedad
thomografia h : X—»Xde)amvanantexoo

\% sgcumplequeh(xoo) Xoo Y H(X = Xo0) = X — Xoo-




rtesiana de un espacio afin X,
proyectiva asociada a la ba-

encia cartesiana canénica de K", Entonces, &, es
(K™,

:}.;
E
4

e mpmsemado por las coordenadas (xy, ..., x,,) y

orden inverso, (xg : x: 'x,.)y(m. .-,;.'}

coordenadas (Xg : ... : X,) estd repre-
-+ Xpln, donde x; u1+ SEXSl, € X.
e Xoo equivale a w € X y, por tanto, a
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eéQado afin. Ademads, el espacio de partida se
va de ese espacio afin.

io proyectivo y P(L) es un hiperplano
ﬁnjunw X = P(E) - P(L) admite una es-
. Ademdis, el espacio X y su hiperplano X«
) y P(L), respectivamente. —Claramente,

verse en el libro de J. Frenkel)




Figura 2.3: Puntos y rectas en X

ando esta condicién en P, el punto de interseccion
(@', b) debe estar en la recta Xo.. Es decir, ¢* € Vpla®,b"),
e probar.

de la propiedad afin. Sean h, y h; las homotecias de X
sque hy(a) =cy hy(c) = b.
ool ytecia transforma cualquier recta en una recta paralela,
antes las que contienen al centro), resulta que hy(c') = @’y
onsecuencia, la homotecia hyo hy = hy o hy transforma a en

gues. En un plano proyectivo P consideramos dos trian-
lados comunes. Designamos sus vértices por a,b,c 'y

tivos lados opuestos por r, s, 1y r', ', '
tas Vy(a,a'), Vy(b,b'), V,(c,c') son concurrentes, los
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@ no es una elacion, es decir, si la aplicacion inducida

su base es una homotecia, decimos que la razon de
ica 0 razon de la homologia.

a sonlas homografias mas simples de un espacio, si ex-
-‘-aplicacién identidad. Por eso es relevante el resultado que

,
e S

- Toda homografia de un espacio proyectivo P de dimension

tiene como composicion de homologias. Ademads, el niimero de
las requeridas es como mdximo n.

miahomograﬂa de P. Como el resultado es obvio si h = id,
0 este caso.

0s los subespacios M tales que h|M = id|M, y designamos
mo de las dimensiones de dichos subespacios.

por induccién sobre n — m(h), que h puede ser expresada
) !: 6nde r homologias h,..., h,, donde r < n — m(h).

= n -1, la homografia h es una homologia, luego el re-
\ple para

ra que el resultado se cumple para las homografias h'

< r,ysea hunahomografia con n— m(h) =r.

0s un subespacio M = P(L) de dimensién m(h) tal que
nds, elegimos un punto a distinto de su transformado

OMO veremos en el lema siguiente, existe una homo-
1cide con h sobre V), (a, M).

grafia h' = hoh| ' ylaidentidad coinciden sobre
, de dimension mayor que m(h). Por la hipotesis de

. hy n homologiasy r —1 < n—m(h).

do para h, puesto que r < n—m(h). O

0s a continuacién completaré la demostra-




la referencia & = {a; ae', ae'"}, cuya referencia aso-

ae'l;a+ ae' + ae'}.

y ae’ representan los puntos del infinito de las rectas
e"). Asi, [ae') = by [ae") = c.




, existe una recta tinica que contiene a dos

VO, existe un punto tinico que esta contenido

propiedades aparecen intercambiados los
en el plano. Ademas, la relacion de contenido

que interviene en P. En términos imprecisos, el
stablece que dos propiedades cuyos enunciados
o ejemplificado por P y P* son equiparables en
1validez de una de ellas permite asegurar




us] W)

41

17, los elementos u* € 10 estdn caracteriza-

() =0, es decir, u* = Xi+1 u;ﬂ + .t Xpup

estd engendrado por el subconjunto {u], ,, ..., uy}, como

DZ yla propiedad andloga para el otro tipo de anulado-

dim°(L°) = dimLy dim °N)° = dim N
étﬁOStmcién de D3.

remos lo que precede al espacio proyectivo.
: 6n. Sean P(E) y P(E*) espacios asociados a un es-
'y su dual. Entonces, los subespacios de P(E) y P(E*) se de-

nte, mediante las biyecciones A y A™!, definidas por
1(P(N)) = PON). (Esto es consecuencia inmediata de

O
) e_s'un subespacio de dimension m de P(E), en-

—m— 1. En particular, A transforma puntos
n puntos.
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ma de Pappus). Sean oy o' dos puntos diferen-

ynstao, r',s,t'3 o seis rectas distintas,
v t* que determinan las uniones (s A Hus'no,
U (r' n's), respectivamente, son concurrentes,

teorema de Desargues). En un plano proyectivo con-
gulos sin vértices ni lados comunes. (Esta parte del

para ambos teoremas, porque el concepto de trian-
ces, con la notacion del teorema de partida:

ns', tn ' estan alineados, las rectas V,(a,d'),
. (pon concurrentes. Y reciprocamente.

gﬁ "“, nacion de este teorema y la del teorema de partida

rocas. Por consiguiente, la prueba del teorema de

completa, y resulta que el teorema es equivalente
de Desargues es autodual.

. re_fetencias duales (es decir, asociadas a bases
E)y P(E*).




(|

0 al tes, sean P y P' rectas proyectivas sobre un mis-
las homografias de P en P' son las aplicaciones bi-
razon doble.

_.ﬂn':tos de Pyd',b',c' sus transformados mediante
homografia que transforma a, b,c en a',b',¢'. Enton-

O
de la raz6n doble). Supongamos que a,b,c,d
recta proyectiva P = P(E), cuyas coordenadas en

b)), (co: 1), (dy: dy), respectivamente.

by dy
dy

by Cl\

d estan representados por vec-

bl)!*(co’ cl)’ (dOD dl) ) l‘eSpeCtiva-
i
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"'.‘ , le en X ya,b,c,d) es la razén doble

distintos de X, entonces la razén simple \a,c,d)
doble @, bo, ¢, d) en la recta proyectiva X - Xu

- a, b,c,d sus coordenadas cartesianas ay, by, ¢,
referencia & de X. Entonces, las coordenadas
1:by),(1:¢)),(1:dy).

'd.lv""“l Ldy—by _ad bd la,c,d)
a-a c-by ac bc (bcd)

A. osa a,c,d sus coordenadas cartesianas ay, ¢,
una referencia &. Las coordenadas de a, be,c,d
),(0:1),(1:¢1),(1:dy).

a

e senalan las variaciones que ciertas trans-
d producen sobre el valor de la razon do-

vamente algunas de las transposiciones

o aal sh




2 a9

‘ vM;mtmyg»geométrlcameme como
A una referencia {a, b, ; 0} de un plano

.1: Cuaterna arménica a, b, ¢, d

| .aque las coordenadas de c y d en la referencia
1:0). Las coordenadas de d en la referencia
,conlo que [a,b,c,d) = 1.

Staudt justifica el interés del concepto de se-

ostracion sera omitida.
93” i

in las cuaternas armonicas.

Akl
e

cuatro hiperplanos




l.l,ndado ¥ su dual. Asi, cualquie
ual del punto (¢}, donde ¢ tiene coor-

e dada como interseccion de dos hiper-
ual delarecta Vp(lcl, le]), donde las coordenadas
. Ctivamente.

) 1€ Vylicllel), £ = Ac e

licaque ply...ty) = A (cy...cp) +pueg - - ep), co-
RELECIR D

1 ostracion del lema. Como A(F) = Vp(icl, le)),
(‘F) asodada a la base {c. e}. Ademads, las condi-




ondencias proyectivas

3

,sééeinnes de este capitulo analizaremos con detalle
de homografias de la recta y el plano proyectivo sobre

mo una homografia estd determinada por una matriz,
onsiderar que dos homografias de un espacio son del

ndo existen referencias en las que sus matrices son igua-
tienen matrices semejantes en una misma referen-

las matrices canénicas de Jordan, los distintos

quedan caracterizados algebraicamente por las co-
‘canénicas. Ademds, veremos que, para la recta

: 1 también caracterizados geométricamen-

s subespacios invariantes, esto es, por las

cios y las relaciones de incidencia entre los

a, los subespacios invariantes a
homografia que tiene tres puntos
lades de los demas tipos se ex-
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2% 2 de (2) es la matriz de
€5a misma matriz en la refe

fenla referencia
-af(a)} = {a,b; h(a)),

rencia &,
la proposicion queda demos-
a
grafia h de una reciq pro-
Entonces, en una referencia
> a =
se obtiene multiplicando la anterior por el inverso

‘homografia no tiene puntos fijos,

estd inducida por un
orial g : E — E que carece de rectas invariantesy, por tan-
s. Asi, el polinomio caracteristico de g es del tipo

R

‘son la traza y el determinante de &, respectivamente,
u, ve Etalesque u# 0y v = %(g —aid)(u).

w=au+ Pv; y ademds u y v son linealmente inde-
fuesen proporcionales u seria un vector propio de

una base de E, y los elementos a y f forman
matrizde g en dicha base. Entonces, como cono-

nante de dicha matriz, ésta es necesariamente
£

a de una recta proyectiva P, y su-
ntos a y b tales que h(a) = b y h(b) =
tdn en involucion). Entonces, h es




tes. Recordamos de la seccion 1.4 que una
a fijo un punto a si Yy s6lo si, para algin valor
1s coordenadas (x: x, : x,) son solucién no nula

(1)
 misma homografia deja invariante una recta S de
+&§2x2 = 0 siy s6lo si, para algan valor propio A de la
| :-(§ 0 §1 §2) son solucién no nula del sistema

2)

trices canonicas, en el orden de la lista prece-
y las rectas invariantes representados en la
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mplemento de |a base, es

P estd asociada a una refere

ncia &
ién la matriz de f en & - i

- Por tanto, la razon de 1a

R |
) =p', p#p ylarecta Vp(po, p) corta a la base en

‘km‘p"p' p’] = [po, P, P']x = pLP, =l
Pop

uyo vértice pertenece a la base. (Llamadas también ho.
.°_ elaciones). Son aquellas con matrices de Jordan

A
Ld

‘ matriz en una referencia % = {p,,, P1, P2; p3t, entonces la

recta Vp(py, p2) y el punto p,. Por el teorema 242,
» inducida por h en el complemento de la base, es

6n de la traslacion.
p)=p,p#p yhp)=p" entonces

1
. p" = =

entonces la imagen de un punto arbitrario que-
indica en las figuras siguientes.
(duales) justifican estas construcciones:
értice y a un punto p contiene también a




que establece ung
acios duales, Ep es-

esy las correlaciones,
ar.

. Supongamos dimg P(E) = dimg P(E'
ados por las variedades proyectivas de

) ysean & y &' |os

P(E) y P(E), respec-

6n de P(E) en P(E") a toda aplicacion biyectiva ¢ -

las relaciones de inclusion entre variedades. — Fs de-
M3, entonces ®(M,) ¢ D(M,).

correlacién de P(E) en P(E' ) a toda aplicacion biyectiva \p -

las relaciones de inclusion entre variedades. - Es decir,
My, entonces W (M) > W (M,).

0sicion de dos colineaciones o dos correlaciones

as que la composicién de una colineacion yuna
cion.

10 la dualidad canénica es una correlacion, cual-
laforma ®oA, donde ® = WoA ! esuna colinea-




‘Sea W la correlacion de P(E) en P(E) asociadq q una
neal regular. Si (M;)c; es una familia de subespacios proyectiyos
[ m_’ :

(Uier M) = Nier ¥(My)
My) = VpUier W (M))).

roposicion andloga para A. (También se puede deducir

a

(E) asociada a una

existe una homografia tinica h de P(E)

={veE: f(v)(u) =0, paratodo u € E} coinci-
E:y(u,v) =0, para todo u € F} de la forma V.
mgularidad de v, resulta que f es un isomorfismo




punto de coordenadas (
\Xn =0, entonces

matrlz transpuestade (z...z,);

Y andlogamente {',
unto de coordenadas o dez).
(ah) = P("{v), donde v} = ue B y(y v) =0y,
b1 }““osLl.ﬁ_perplanos W(lah) y *{v} estan definidos por la

x'M(y; B)z =0

0

ngams las !'u‘pétesis de la proposicién anterior. si
lanc dg;xumwn SoXo+ ..+ &pxp=0enel punto de
tonces




“tivas. Variedades tangentes

lio de las cuddricas, suponemos que en
'mpre que k # 0)

[¢] €n un espacio proyectipo P(E) es la
las formas no nulas proporcionales a unq
K. Llamamos imagen de la cuddricq al

0}.

ca es la coleccion (], la notacion C, ¢
e centra en las propiedades geométricas,
al conjunto C. Por la misma razon, en

0 de una forma particular ¢,lo hacemos

0 que dos formas proporcionales reflejan

uadricas de los espacios de dimen-
el nombre usual de conicas.
L

I ca n’.m C) [‘P] es regular
s regular, decimos que la cud-




v(a,p), donde a = lu), p

= luy). Para todo | S
»¥ la condici6n para que lul € Ces -
= xBpluo, o) + 20, g,

, ) + X5 puy, uy)
= 2x0X1p(uo, ) + X2 p(u

1 Uy)

ciones Sc C, CN S = {q} indican que 1a relacion prece-

cumple Ginicamente cuando x, =

era condicion equivale a ¢ (u, W) =0y pluy,uy) = 0, yla
Y Pluy, uy) #0.

ndo la definicién de T, las condiciones ¢(uy, u,) =
son también equivalentes,

lo que completa la de-

O
lano tangente se generaliza a continuacion, con-
dimensiones arbitrarias.

nos una cuddrica C, ¢\, un punto a = luldeC
P(L). Si a es un punto regular, decimos que P(L)
dicho punto cuando P(L) contiene a o y estd

T, la inclusion P(L) c T, es equivalente a

, podemos decir que P(L) es tangente a
do P(L) contiene a(u) y §pliu} x L= 0.




ntenido en ¢
Subespacio p(r,

ada una cuddrica regular C, ()] en yun espacio P(E), Jjq-
wociada alacuddricaalacorrelacidmb de P(E) en P(E)
decimos que D(M) es el Subespacio polar

M, cuando M es
la polaridad asociada a una cuddrica,

entonces ¢
ropiedad de simetria siguiene:
ntonces ®(M,) > M,, para dos subespacios arbitrarios

onsecuencia de las expresiones ¢ (p (L) =P(L)y
Q}le étricas.

las formas que intervienen son sim
A P(M1) > D@~ (My)), lo que pruebala propie.-

O
_ algunas propiedades importantes de las cua-

laridad.

05 que una cuddrica regular C,¢| en un es-
idad ®. Entonces, C estd formado por los pun-
mads, si a € C, entonces el hiperplano

cualquiera a = [u] de P(E) y su hiper-




a e CN®P(R), entonces R ¢ Da)=T

@ Y, €N conse-
Ta, 1o que demuestra 1a Primera afirmacign,

spacios R y ®(R) son suplementariog Por hipotesis, 1os
s correspondientes Ny . = N¥ go también suple-
por lamisma hipo6tesis yla observacion anterior, d(R)

$1, porlo que la forma ¢, es regular. (Prop. 1.6).
permiten definir una forma bilineal siméirica no nu-
te la expresion

ca C*, [¢*] cumple la condicion del enunciado:

@(R), a = [ug]. Entonces,
- Y, como ¢* (kug + v, kug + v) =

k2w, ug) = 0,

w]un punto de C*. Para este Paso, podemos supo-

: ¢.¢‘,{;w’ w) = ¢p(u, u), donde u e Lo} Yw-u=ve
uly enece a CN®(R) y (w) € P(Ku+N) = Vp(a,R),
cion. U

iguientes son faciles de comprobar.

tos singulares de C*, [¢p*)
y C*,[¢"] con el subespacio ®(R) deter-




’
i

il 2 rma bilinea] -
* sobre E* tal que ¢ (), f(0) = p(u, v) ol
idrica regular C*,(¢*] en el

. Por lanto, est4
espacio P(E*),

decimos que c* 19*1 es la cug-

6ndadaa C*,[¢"] se justifica por 1 Propiedad seialada
emostramos a continuacion,

Con los mismos datos precedentes, se cumple que un
‘de P(E) es tangente a C, (] si, y sélo si, el punto dual de
L gt

u*y fN(u*) = u, conlo que’H = f-1(o = k.
es tangente a C, (¢, el punto de langencia es |u],

ociadaa C, [¢).
=0, el punto [u*}, dual de P(H), per-

u] pertenece a C*,(¢p°), es p(u, u) = ¢* (u*, u*)

nte con su punto polar [u] € C. Por tanto, P(H)
, 1] en el punto [u).

a
ente relacionamos las polaridades asociadas a
rrespondiente cuddrica tangencial.

ial asociada. Designamos por ® y ®* las
Ao® =®" oA, Es decir, si ® transforma




Bed
la ecuacion canénica e la cuddricy.

tilizando una referencia en p

(E), sean C, (¢} la cuq-
por la homografia .
X=0, donde A' = Q'AQ

I la definici6n, podemos suponer
W =¢(h™" (w), h™" ()

POr matrices proporcio-
dad anterior se expresa en la forma

0

una cuddrica C, || es (proyectivamente)
P(E) cuando existe una homografia
ormaC,[p] enC', ().




=0. Cébnicq vacia
=0. Cobnica regular no vacia

Punto doble
Par de rectas
Recta doble

cuddricas proyectivas reales

en dimensign 3. Lalistg
»s ocho tipos distintos,

€On sus ecuaciones Candnicas,

Vacia
Cuadrica eliptica
Cuadrica hiperbélica

Punto doble
Cono

Recta doble
Par de planos
Plano doble

ndo las ecuaciones canénicas precedentes, podemos
s singulares de estas cuddricas:

S ,gnﬁdﬂm es un subespacio, los puntos singulares

Into imagen.
r de planos, los puntos singulares son los de la

a, y no es dificil comprobar que son las tnicas con
ratrices del cono)




punto regular, llamamos hiperplano qn
il hiperplano afin Ton

gentea lg Cuddricq
=PeX:9(p,p)=q).

O s asociadas a una cuddrica afiy,

s cuddricas afines Y proyectivas

se basa en | relacion
con las formas bilineales,

“ M(P;8) = A= ((aij)o<i,j<p

up} es una referencia cartesiana.

adas las formas bilineales (simétricas)
— K, tales que

@ij)o<i,j<n» M(p; B) = Agg = ((aij))lsi,jsn 3)

)bases EyB=\u,..u, respectivamente,




Tl
Sl e ambas formag tienen |y .
(p, puesto que am 12 misma g,
.a:;mpi? (es decir, ¢ # 0), por 14 hipotesis y joq col:diciones p
X) = IX x X). .
fa)n ::C, [¢] es una cuddrica en x cuya
termina la demostracion,

Completacigy, esla Cuddricy

puesto que | €orrespondenciy conside

Q
: hiperplanog langentes), Sean
rica en un espacio afin X y p, Punto de
nto regular de C,|¢) si, Y s6lo si, es yp punto
S Nin punt’o regulal; el hiperp
perplano 1",l (C)-

efecto, para todo u€ X y todo y ¢ k-

w) = @(p1,P)) +P(py,u) = P(py, ),
u) = pe(p1, p1) +@(py, u) = ¢(p,, w.
la primera afirmacion. Ademgs,
nemos ¢(p1,-)"'(0) = py + Ly kergp(p,
leo de la forma ¢ (p;, -)|X. De este modo, las completacic.
yectiva de ¢(py, )~ (0) =

| - Tp,(C) son los hiperplanos
(p1,-)) = T, (C), respectivamente, comg se trataba

0

) =Kpyel, donde .

ciones importan-
proyectiva. Entre ellas destaca |a nocion de
la determinacion de la ecuacign canonica y la

[ una cuddrica en un espacio afin X. Decimos
e ro de la cuddrica cuando

P(po+u, py+ u) =

D de pg transforma pg + u en Po—u,y las
C son equivalentes.




sformada de ung Cuddricy
5'4.m un espacio afin X y p, . x
gmﬁ'ene una aplicacion ¢ : x y x tal que
e Propia. Engonsy,
374 ".“"fmage,, es h(C), como se compryely A
en X, ‘:y; esta cuddrica es la transformadq g, Cil

—

P mediange 1, afi-

Cuddricas afipeg
valencia en el sentido usual. pary 10s espacios afi

rizar comg Se estab

€S una re.
Nes reales,
lece a cop.

afines reales), Sear} Cloly
formas @ y g 4;

Y @(po, po) tiene el mismo Signo que ¢'( Py Py), donde
de C,1g) yC', /).

P y@(po, po) Y9'(Py, py) tienen s

ignos opuestos.
!
,obien,r=r',p=r'—

P, y las cuddricas carecen de

| las clasifica-
de este apartado establecen
- superficies cuddricas, que figuran en las




Punto doble
Vaciq

Hiperboloide hiperbdlico
Cono

Hiperboloide eliptico

Cilindro eliptico
Recta doble
Vacia

Cilindro hiperbélico
Par de planos incidentes

Par de planos paralelos
Plano doble

Vacia

RICAS SIN CENTROS

,+2x3=0 Paraboloide eliptico

2x3=0 Paraboloide hi perbélico

Cilindro parabélico

n existen €inco tipos de cuadricas re-
boloides y dos paraboloides,




%




Cuddricas afines y Proyectivag singulareg
o singular de la Cuddrica Proyectiva (pég. 79)

Cuddrica afin o




Jue determinan ecuaciones de este ti
i“OO uy, uz} tales que

po

(2)

ndiciones se pueden expresar de
s de la polaridad asociada a 1a cOnica.
1a cOnica regular, y sea ® la polari-

() = Vp(lujl, lug)), para

Vs SR




na conica C, (), estas referencias son | asociadas g | bases
| wuz}‘al“ que

C pluo, o) =0, Pluy, uy) =0, Pluz, uy) = g

jones reducidas que resultan son e tipo

A1 XoX1 + A2 Xo X2 + @y xy x, = ()

ntos de un plan, pro-
tonces, todos ellos estin

v
g

ez) son todas distintas y no nulas,
4) establecen que la terna (ay,, ay,,
ep)ey, (e) — e;)e).
i ple en este caso.
e * €2) son iguales o alguna es 0.
1 c:)tden;?iua nula, podemos suponer

ayy) es




r que una aplicacion F: %, . ., una homografia
que la aplicacion correspondiente F' go Ala) en A(c),

una homografia entre estas rectas,

finicién de la razén doble de hi

Perplanos, la identif;.
serva las razones dobles, Port.

anto, la caracterizacigy,
ntre rectas dada en la propos

icion 3.2.3 ge traslada a
: las homografias entre haces de rectqs son las
conservan la razén doble,

gamos que C, |p] es una conica regularya, ¢ son pun-
ntonces, existe una homografia F - Fa— F. tal que
 tangente T y C es el conjunto

) -;Z{rnF(r) iTEF,)

0 que las condiciones del enunciado, excly-
o de la aplicacion F, permiten definir explicita-

T4, entonces, como rn F(r)c Cr - la},

logamente, si T, # r # Vp(a,c), entonces
(e,p),conpeC,p#ac.

1omografis
\ ;

consideramos la referencia » —
omin de las rectas tangentes Tay Tcy

e vla_e(miea estd representada en esta




) = Vy(a,c)

@)
»las rectas de 1os haces Z,

~ = A kyy,
=0enlarectar'; Ay, +

€ Fa} esta formado por

C es laimagen de 13







Cuddricas ge p
Toyective del eg

erizacion adecuada de esta nocion

as regulares distintas de P(E).

| asociadas homografias injcas fygde
YA od, son Jas Polaridades deterp.
te. Por tanto, podemos asociar al par
‘) en P(E).
“elisomorfismo vectoria) f tal que

_ )yM(f;Q,Q‘) son iguales,

matrices Ay B en una base da-




i
b
3
&
i

el plano complejo

£3:1 10

10 en un plang Proyectivo comple-
cién anterior, asociaremos a ' yy, haz
iz general de tipo candnico, Fpy-

S CON esta matriz, podremos de-

ar los diferentes tipos de ha-

licaremos el corolario 2.5. Por

ordan de la homografia asocia-
partidaT. Designaremos st
1 (2
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Ademds, A tiene una estructura de espacio afin sobre el espacio vectorial
V, inducida por la estructura afin de X.

Aplicaciones afines. Una aplicacion f : X — X' es una aplicacién afin,
cuando existen un punto po de X y una aplicacion lineal g : X — X' ta-

les que
f(po+uw) = f(po) +8(1) (2)

para todo u € X.
licacién afin, la aplicacion lineal g que satisface

Cuando f es una ap
la igualdad (2) es unica, y la igualdad se cumple para todo py € X y todo
u € X. La aplicacion g, llamada aplicacion lineal asociada a la aplicacion
afin f, se designa por f.

Todo espacio vectorial £ admite una estructura natural de
cio vectorial como espacio de direccion.

Observaciones.
tura afin son las traslaciones de F;

espacio afin, con el propio espa
Las biyecciones que definen esta estruc
es decir, las aplicaciones 7, : E — E, Ty:v— u+v.

Un espacio vectorial se considera siempre dotado de esta estructura
afin natural o canénica.

De este modo:

- Cualquier subespacio vectorial L de un espacio vectorial E es un subes-
pacio afin de E.

- Cualquier aplicacion lineal g : E — E' es una aplicacion afin, cuya

aplicacion lineal asociada es la propia g.

A.2. Completaci6n vectorial de un espacio afin

Para definir el espacio proyectivo asociado a un espacio afin X es necesario
disponer de un espacio vectorial apropiado, en el que X sea un hiperplano
afin que no contenga a 0.

ial X con esa propiedad

‘ En esta seccién, veremos que un espacio vector
puede ser construido de modo natural para todo espacio afin X. Diremos

entonces que X es una completacién vectorial del espacio afin X.

[ 25

|

o e

A2 COMPLETACION VECTORIAL DE UN ESPACIO AFIN e
para motivar la‘deﬁnicién, §u‘p()ngam()s que el espacio X Yy un esps
cio Vccwrial Vv verillcan.la condicion mencionada. Entonces, el cspaci‘(})((ll:
direccion de X es un hlpcrpla‘no vectorial de V, con lo que V consta dt
los elementos ue Xylos df:l tipo kp # 0, donde p € X. Dichos clen;c(m( -
ueden ser representados formalmente como pares (0, i) y (k, p), “‘Spcz-s

(ivamente, lo que lleva a considerar el conjunto

X=(K-1{0})xXui0}x X
Ademas, si la condicion afin p+ pp' = p’ es verificada por la adicion de

Vv, seria:
_kp+k'p' =kp+ K'(p+pp)=k+K)p+Xopp),sik+ K £0
_kp+ Kp = kp+ K (p+pp) =K ppsik+k <o, ‘
_kp+u=kipt 1),
donde k, k' € K—1{0}, p, peXyueX.

Interpretando formalmente las condiciones anteriores, definimos en

la operaci()n de adicion siguiente: « 5

= (k.P)+(k’,p') =(k+k',p+ ki—.'k’pp,), oL o
(e, p)+ (K, p) = 0,—kpp),sik+ K =0,
_(k,p)+(0,1) = (0,1) + (k, p) = (k, p + L),

- (0,u)+ (0,0) = (0, u+v).
Asimismo, es coherente definir la multiplicacion de escalares por ele

mentos de X como sigue:
Mk = (/U&.p), sid#0,
-Alk,p)=(0,0),siA=0,
- A0, u) = (0, Au).
Entonces, con las operaciones de adicion y multiplicacién por escalares
precedentes, X es un espacio vectorial. ;
Dem. Una comprobacion directa seria facil, pero demasiado laboriosa
Por eso es preferible utilizar otro procedimiento. 3
El producto cartesiano K x X de los espacios vectoriales K y X es un es-
pacio vectorial. Elegimos un punto p, de X, y consideramos la aplicacion

B ok X
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en (0, u).
(k, p) en (K, kp‘;g;yb(ig,;ﬁiva. Ademis, es facil comproty,,
que E aces, F es und 2

por elementos de 54
v - acion de escalares -
Enton 5 F es I mulﬂphcam

) o ¢ (Dejamg,
) eraciones de K x S
1 adicion de g yte F a las mismas op

3 : requisitos de la estructyy,
Jos detalles comO ejerlficfg; en K x X, todos los req
105 S

dgserLa: ectorial
cio vectorial SO veﬂglc:a que F es un isomorfismo v k)
a 0 res &
= ?G’;mo comp len.lent 6nico K", entonces K x fi:islf l !!;paci; :e;_;.
B : cto i '
i ¥ es el espacio afin can el isomorfismo ve

3 kp)y (0, ) en (0, w)- Ademds, Kx X cumple Jag
s k P y&

.. referentes a X.
las'proiwsiddne;;u ezzl;paciotes ordinario K"'! como cop,.

L (0, w), es una i!tmersfdn
= bespacio vectorial ig(X) de %
S Pl T es una inmersion afiy,

CION VECTORIAL DE UNESPACIO AFIN S W5
OMPLETACION YEC IO
A2 OO

i lemento d
os primero que todo e (
Dem. Vti;e';‘ara los elementos del tipo (k, p)
En efec : '= k(1, p) = kp, teniendo en cuepta
giones (K, spdel tipo (0, w), el resultado es obvio,
elemeﬂtootro lado, como py ¢ X, los subespac
Por
0.
comtin el vf:‘;rpo y X son subespacios suplementarios de
Por tanto,
taba de probar.

e X pertenece a Kpo+ X.
» €810 resulta de |ag expre-

que p = p, 4 Pop. Para los
Pues ue Xy (0,u) =y

108 Kpy y X sélo tienen en

X, como se tra-

O
X ndrado vectorialmente por X.
ario A.2.3. X estd enge
Corol

En efecto, todo elemento de X se expresaen X en la forma
Dem. En 2

U=pop=p-p,

€ X. Por tanto, el resultado es consecuencia inmediata de 1a
donde pq.p P
proposicién anterior.

a



















) ﬁnpunto. Ps de X

» €xis teunvectorueN—

recta p, + Ky contiene a yp Puntode ¢,

2.4,si p, e C, es kerf,,o por €ON lo que
ado resultan evidentes,

_
-

Ipe» cambiando Un, Si es necesa-
uponer f,, (u,) = 1.

Tp, esta representada por |




Poitr,..,uy) y g _ P, .., } referenc;
transforma & ey g (s decr, oy "

as cartesig.-
' Py = h(Po). u'l = h(ul)l"'l u’n
ﬂumdo las igualdades anterioreg ylas eXpresioneg que de-
de una forma biafin, se Comprueh, que

- M(@:6) = My, 1,

> SUPONgamos que |54 referencigg Cartesianag g —
o, Uy} son tales que

M(p;8) = M(g'; 8"

o _¢(Po.po)=¢’(h(po).h(po))

("
2b) se cumplen Paralos vectoreg 4 — Ui, v

= UWj, para
ey un son los eleme

ntos de ung base,
los vectores u,v.

©€5as igualdades
do las condiciones (1",

(2a) y (2b), se sigue de |3

es). Sean_ Clyly
o afin real, tales que las formqs Py tienen
U'. Entonces, las cuddricas son equivalentes ep,
(Do, ﬁé_ﬁed mismo signo que 9'(Ph, P}, donde

Yo' (pg, Ppy) tienen Signos opuestos.
.-.H—l',ylascuddricascarecende




;

i} aw’;‘ B

5.
e

2IMas propuestos

.
..t
..'.. l-....l--..'llll'

‘pasaa b’




Proyectivo, engqp,.
Paralsisy,

dos subespacios A y
Supera la dimens; on

n espacio P(E), inducida
M= P(L) es un subespacio

antes de una homogra-
DIén invariantes,
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_(1:0:0),(1: 101052 ~1i3: =3 )

de P(RY) y hallar una base asociada a 2. Dete res una
; i

11. Probar que &
n 2 de un punto arbitrario (x,
0:X1:X) de

referencia proyectiva
las coordenadas homogéneas €

P(RY).
e} una referencia proyectiva de P(R?). Demostr.
dar que

' = (c, e, b;a} yy" = {e, ¢, a; b}, las matrices M(@'. 5
» )

12. Sea Z =la,b,c;
ersas (salvo proporcionalidad).

para las referencias
y M(P";P) son inv
¢} una referencia proyectiva de un plano P. En |
era una referencia 2, = {a, b; '}. Precisar Cémz ;ecta

ebe

13. Sea @ =1{a, b,c;
alquier punto de R, de coordenadas (x; : x; : 0)
: X1 :0) en @

R=Vpla b) se consid
elegirse ¢’ paraque cu
tenga coordenadas (Xo : X1

14. Se consideran los puntos @ = @:2:-1:1),ad =Q:~1:
b=@3:0:1:1),b,=(-1:1:0:K) de P(R"), donde k es un e.ljnzfl),
ento

arbitrario de R. Hallar las ecuaciones de la recta A = Vy(a,a'
M= Vy(a,d,b). p(@ @)y del plang
Si By = Vp(b, b)), determinar los valores de k para que
A
subespacios Vy (A, Bi)- gHE ARdE £, ylos

) en 2.

15. En P(R) se considera el subespacio M, engendrado
porlo
(1:0:-1:0:1), 0:1:0:1:-1),(2:2:-2:1:2) ylavariseg::lpnl;mgs
> de

ecuaciones xo — X) + X4 =0 2xp + X2 — x3 = 0, en la ref i
, ) erenc ;
canénica. Obtener las ecuaciones de M, y un conjunto de ge:laef;((;Yectnva
M. Determinar las variedades My N Mz y Vy,(My, M2). ores de

16. Demostrar que la aplicacion proyectiva f de P(R*
) en P(R*), defini
g:;ilas ecuaciones pxj = Xo, PX; = X3, pX, = Xp, pXy = X3, €suna proyz Cn} £
ca. Hallar el centro y laimagen de la misma. Hallar también: g
.E!sqbespacxoimagen inversa del punto (1:—1:0:-1). :
Los subespacios imagen e imagen inversa de la recta de ecuaciones

x1=0=xp+ X2+ X3.
.rminar la homografia de P(R?) que transforma la referencia del

, ,_ H"“h rencia {(1:0:1),(0:2:1),(0:0:1);(1: ~1: 0)}.

C.1. PROBLEMAS PROPUESTOS
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18. Una homografia de P(R*
o =i, =0.en 3% rccuf(; transforma |a¢ rect
x+x1 =0 rcspcclivamcn{c 5:C_uacioncs B ;:!s:lc €Cuaciones x, - (
> 5 ’ eja fijo e Xy = Ry =1,
ecuaciones de dicha homografia Ja fijo el punte (11 21 0, x4 2x, = ¢
da. +111). Det g% Ay
€rminar |
as

19. Sean a, b, ¢, d cuatro puntos distintos :
S de p(Rz)' Den

una homografia tnica de P(R?), que transf, M
anstorma a, b, ¢ . Strar que existe

peclivamcme. 1
€N ¢
¢.d,a, b, res-

20. Sean a, b,c,d cua Sy
probar que existe un‘ar(l) puintos distintos de p(r?

st 1omografia de p(p? ) tales quede v

b, ¢, a, d, respectivamente. ;Es tinic: ), que transfor it

“a esa homografig? L

I’(”.b, C):
aa,b, ¢,d en

21. Determinar las ecuaci
aciones :
L S Lb' de la proyeccion cOnic;
; s rectas de ecuacic cade P(RY) :
0 = x3, respectivamente. e v cUene
22 = Xo <4 X-
“~ A3 y '\.l -

22. (“Teorema del eje prc i
e " E :
R puxju(i) 5 );zél;/(} ) ;en P(R®) sean Ry g’ rect
» : MR J las disti
B i recta T enla que estdn tod Il\’ una homografia ;; distintas que
= 1 0s los dalld. Demosty;
quea,BER, fl@)=a', f(B)=p' 0S puntos V, (a, gy v ‘(‘I’;llqr que
Larecta T se denomina ej : oibic) tales
< min: ki dlies
ina eje de la homografia con id
siderada f

Figura C.1:
gura C.1: Teorema del €je proyectivo

(Indicacion: i :
R ncias O =E{1§8;lt Z}n ;(}R‘){unz: referencia @ = {9, q o'

10,a;04 | = {o,a’; b/ : & ihGse1 .y en R, R

sea el punto comtn de Vy,(a, b') y V,,(b }a,l)a)les que f(a) = a, f(b) t_nhllx, R

) o

23. Demostrar i
. que sila hom F.
B entonces su (;g;aﬁa J:R— R’ del ejercicio anteri
je pasa por el punto de ine erior es una
rseccion de R
y

R
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ectas invariantes de la homografia 7
a f de

ntos fijos y las 1
{ R '
pxy = Xo+ X2, PX) = Xo+2x1, px) =
plpadia ¢ V2

24. Hallar los pu
las ecuaciones

p(R?) definida por

X =
e [ contiene a un punto fijo ay y al punt
0 a =

ciones de fIR: R — R, en la referencig
eR

Una recta invariante R d
ilizar el ejercicio 9).

_1:1). Obtener las ecua

0: .
(@), az. (Ut

formada por do,

Problemas del capitulo 2

vo X, asociado a un espacio afin X, sea M

un subespacio no contenido en el hiperplano Xo.. Demostrar qu = P(1)

es un subespacio afin de X, cuyo subespacio de direccion es L r? )_{e Mnx

que M esla completacion proyectiva de este subespacio afin. - Probay
26. Sean Ay B subespacios afines de un espacio afin X. Prob

a de V(A, B) es Vy(A, B). Probar que si Aar: gu: la

?,

completacion proyectiv
entonces la completacion proyectiva de AN B es ANB.

27. Se considera la proyeccion afin g : X — X, de imagen Y vy di
7. (Recordamos que § transforma un punto p en el punto de ig’te lrecci(m
de los subespacios afines Y y p + Z, cuyos subespacios de direc::;;e ccion

n son

suplementarios en X) Demostrar que la completacion

- . . <7 r I

la proyecci6n conica de imagen Y con centro Ze. . eses

28. Probar que un isomorfismo afin deja invariant

: eu ; :

s6lo si, su completacion proyectiva deja invariante A. i oaa y

29. Comprobar que & = {(1,2,~1); (1, 1,0),(2,1,3),(0,0,1)} es una refe
ren-

cia cartesiana de R®. Hallar la referencia iva &
a proyectiva &, asoci
cular las coordenadas homogéneas en & de un punto mrbitr{aar(il:;l Zeg IR'} .

%Up:'o?orﬁsmoaﬁnf:nz — R? transformaa = (-1,-1)enda’ = (1
ydena'= @, -1;,, y t‘i;’neuna recta de puntos fijos paralela a la recta; ;2)
terminadamm : porr a. g y ._Adem_. : 4s, la completacion proyectiva de f tra b
Ik A i S Oenlarectar’: Xo+x; +4x; = 0. Det b
de [y f enlas referencias canonicas. i

25. En el espacio proyecti
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31. Un isomorfismo afi . 2 .
(1,-Denb =(3,1) Ad‘::)n{";le =R transforma g - ()
as, lac =(1,2)e
puntos del infinito de las rectas 3'(11[)lclldc16n pmchuj) L;] a = (g, Dyb
TS . ; aa) ' ade f dei o
de fy[en las referenciz yVid',b I deja fij
2y vl ias canodnicas. Precis; ): Obtener Jas e jos los
recté ,a') es una traslacion o una ho 1sar si la restrieci Cuaciones
< motecis & *Cion de £ :
L. de f al;
=+ d
32. En un plano proyecti
‘tivo P se ¢ e
nada por los puntos a, b, c,d 5 ,me'den la figura sigy;
afin X = P— Vp(b,0) Sca'{""| » ¥ la referencia @ - { a Siguiente, determ;
» O z z sl = b — 3 ’ ni-
> la referencia Carteaian a,b, n; o). En ol 5 1
‘Slana tal qu = ano
e (v‘; - <y)
- <. Hall

las coordenadasde dy men &
ar

Figura C.2: C
gura C.2: Cuadrivértice

(La figura considerada > i
cuatro vértices distintos aslfcd tin(::lll.r?a cuadrivértice. Esta for
B s q;w,so T que tres (‘ualcsquim.,i)lilT\udu por
tices. Los pares de lados opuestos 1‘1 3 l‘f:Clas d(?lcrminud;;\- P A('“”“ e
vértice, se cortan en tres puntos ll~ : L:€ 8 queco Pagn or l”“_ i

s llamados puntos diag()nalcl:;)r g o

33. Con los datos del ejercici
el ejercic - o
v b,n,oenn]; A nlz an}cnor, sean f la homografi
» Uy e < >
en m,n,b,o, respectivamentt; g%la l_TOmOgraha que lransf‘()r“l i
- Deducir que existen isombw maa,b,c,d
: ISmos afir
: 1es

f, g de X cuyas completaciones proyectivas son 7a
s - g-

34. Sea f la homogr 3
X2, PX) = Xo— X1 — izat;irdi P(R") definida por las ecuaciones p
» PX; = —Xp. Obtener los puntos fijos d L:ih_l‘(» = 2Xg +
: S de dicha homc
)=

grafia. Probar que exist
eu ‘ i0
que coincide con f sobre :ﬂlaptrr aITSformaClon {8 & deunare
- FTECISar s g es una traslacion il
0 una hom
ne-

cia.
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®?) - r, donde r es la recta de ecuacion
tiva canonica, se considera la traslacion qlu+
e

35. En el plano afin X = P(
1:3:0). Determinar la completacigy,

x»=0enla referencia proyec
transforma el punto (0 1:0) en (-
proyectiva de dicha traslacion.

36. Sea f la homografia de p(R?) definida por las ecuaciones px{ = x, 1
px| = Xo+ X2 px, =X+ X1 Demostrar que [ tiene unarecta de puntos fi 02,
r, y su restriccion al plano afin P(R?) — r es una homotecia. Hallar el cenyy, ;
y la razon de dicha homotecia.

37. Con los datos del ejercicio 32, se considera la homografia h de p |
h(~n) = a. Utilizando su matriz en |5 r:

que h(a) = m, h(m) = ¢, h(c) = n,
ferencia @ = {a, b, n; 0}, deducir que h es la completacion proyectiva de yy,

isomorfismo afin h del plano P — Vp(b,d). Demostrar que ho h es una ;
metria central, cuyo centro es el punto de interseccion de las rectas V(g cl.)

y V(m,n).

38. En P(R?) se consideran las rectas A : Xo = 0PN 2yt + 3, =
B:xj+x; =0 Enel plano afin X = P(R®) — B una aplicacién f eHTY( Xy
transforma la recta An X en A'n X'y lleva el punto py = (1:2:0) al pum)
ph=(0:1:1) delarecta A. Determinar las ecuaciones de la completacioo
tiva de f, calculando previamente la imagen de p;. Precisar si i er;

proyec
una traslacion o una homotecia.

39. (Dilataciones y transvecciones) Sea [ : X — X unisomorfismo afin qu

deja fijos todos los puntos de un hiperplano Y (Con lo que su compl:eltae

ci6n proyectiva h es una homologia de base Y). Probar que: ’
Toda recta D determinada por un punto a de X y suimagen a’ es inva-

riante por f.
_Siad ¢ Y, entonces f induce en D una homotecia cuya razon k es la

acte ristica _‘de~h-. (En este caso, decimos que f es una dilatacion de base

, yésdmﬁnépymzon k)
Si aa’gf‘,entnncesh transformacion inducida por f en D es una
.h,,amehmg;nme caso, decimos que f es una trans-
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40. Enla silluaci?)n del ejercicio anterior, sea @: X
que Y =¢ (0). Probar que f(p) = p + ep(p)aa Da.r'll\lu:;a forma afin tal
/ 41odo p, donde

una constante.
€ es
problemas del capitulo 3 '
41. En PR) seana=(1:-1),b=3:-1),¢c=( :0). d
*Yh @ =(2:1). Hallar

la razon doble [a, b,c,d]. Dado k € R, k
» K # 0,1, hallar ¢]
'l pun

(a,b,c,di] = k. 10 dy tal que

42. En PI(IRL‘) seana=(1:-1:0),b=(0:1:-1),c=
puntos ¢ y d tales que [a,b,c,d) = -1y a, b, ¢’ c)l 3 (1:1:-2). Hallar 1og

I

B are stive ~ : -

43. En urf cta proyectiva se consideran cinco puntos distj

e. Demostrar que [a, b, d, elb,c,d, el(c,a,d, e| es igual = nlosa,bc,d
’ » e ala ] ’ »

44. En una rect'a afin X se considera la cuaterna de
signamos tar'nblén por a,b,c,d las coordenadas ngp‘l.']lf)s a,b,c,d,y de-
rencia cartesiana de origen py. Demostrar que: > TeSpectivas en una refe-
Si po = a, la cuaterna es armonica si, y s6lo si, 2 — 1 4 1
Si po = %a + %b, la cuaterna es armonica si, ;' 9(’))1(;; +ai? i
) si, a° = cd.

. Sea P = : o .
45. S . _{c(zi, b; c} una refcr(.znua proyectiva de una recta p. 3
@ estd asociada a la referencia cartesiana & = {a; ac) de |a educir que

— {b}. : > 1a recta afin x
P {.b} Pemostrar que la coordenada de un punto pde X la 1‘hn X =
& coincide con la razén doble [a, b, ¢, p] en la referencia

46f. Sea .9‘ ={a, ?, ¢; e} una referencia de un plano proyectivo P. S
lre :rencm car;esnana del plano afin X = p— Vi (b, c) P /0 y’. Sea & la
Spsiac »C)asocladaa @, ¢ :
; ks n.de 2.4.6. Demostrar que las coordenadas de un COmo en
,en ,allre erencia & son las razones dobles (a, b, e', p'], [a, b, ¢ punto p de
i i puntos de las intersecciones V,(a, b) n'v Il |, donde
VPU" p), respectivamente. p(&,p)y Vy(a,c)n

47. Sean 'c.d
ferenfes qal; [ kG d dos custernas de puntos de do
e se cortan en a. Demostr \ § s di-
. dar que las 2 tac
1 rectas VI’(hv h'). \“’p((',(")
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v V,(d,d') pasan por un mismo punto si y s6lo si [a, b, c,d] coincide cop,
p »
a, b, d').
En un plano afin tres rectas que pasan por los vér;.
alos lados opuestos respectivos en Puntog
de los anteriores. Demostrar que lag e

[a, by C“ﬂ; C, a”y: an bl — —1.
del teorema, haciendo uso de la ra;, B

48. (Teorema de Ceva)
ces a, b, ¢ de un trigngulo cortan

a, B,y, que se suponen distintos d
rectas son concurrentes si, y sé]o.s1,
Enunciar una version proyectivd

doble.
elao) En un plano afin, sean a, b, ¢ los vértices de un
s en los lados opuestos respectiygg

49. (Teorema de Men
res. Demostrar que a, B,y estdn aj.

tridngulo y @, B,y tres puntos situado
que se suponen distintos de los anterio
neados si, y s6lo si, [@, b, cllp, ¢ ally,a, bl = 1. :

Enunciar una versién proyectiva del teorema, haciendo uso de la razgy,

doble.
ano afin se tiene el cuadrivértice del prq-

50. Supongamos que en un pl

blema 32, y las rectas V(a, b) y V(n,0) se cortan en un punto m'. En esg 2
situacién sabemos que la cuaterna a, b, m, m' es armoénica. Probar que es.
ta propiedad se sigue de los teoremas de Menelao y Ceva para el triangy|,
de vértices a, b, n, los puntos alineados ¢, d, m y las rectas que unen q, b, ,

con el punto o.
51. En un plano proyectivo se considera para cada vértice de un tridngulo
dado una recta que lo contiene, toméndose el punto de interseccion de |3
misma con el lado opuesto y su conjugado arménico respecto de los vér-
tices pertenecientes a ese lado. Probar que los conjugados armonicos as;
obtenidos estén alineados si y sélo si las rectas de partida son concurren-

tes. (Fig C.3)

52. En un plano proyectivo sean r y r' rectas distintas que se cortan en un
punto o, y supongamos que h : r — r’ es una perspectividad de centro c y

eje t (Ejercicios 22 y 23). Demostrar que la cuaterna de rectas r, ', V,, (0, ¢), ¢
es armonica.

{5 o
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Figura C.3: (Problema 51)

53. (Homografias entre haces de rectas) Sea i A
biyectiva entre los haces de rectas de bases {q} yicl 3( l“-] ‘-l.una aplicacion
(Recordamos de la observacion anteriora 3.3.2 que SL e p :mo Proyectivo,
ci6n A(a) = F4) Probar que la aplicacion F' : A(q) — A((.‘)‘L‘;m_a identifica-
es una homografia si, y s6lo si, F conserva las razones d(v)l’)l .(.r ) = A(F(r)),
Cuando se cumplen estas condiciones equivalentes chc:.m(,., I
= BSOS que F es

una homografia entre los haces de rectas.

54. (Perspectividades entre haces de rectas) En |a situacion del ej
; 2l ejercicio

anterior, Supongamos que F : %, — F: es una homografia. Utiliy;
ejercicio 8 y la dualidad canénica, deducir que F deja fija la. x'(=c|-:i:lii() i
“id Vpla,c)

siy s6lo si, existe una recta s tal que cada recta r ¢ Fa 'y su transfor |
Y £ Slormada

F(r) se cortan en un punto de s.
Cuando se cumplen estas condiciones equivalentes, decimos que |
iy Sque F es

una perspectividad entre los haces considerados.

Problemas del capitulo 4

HOMOGRAFIAS DE LA RECTA Y EL PLANO

58aing homog.rafia f#:de la recta P(IRZ) deja ﬁjos los puntos a = (1:0) vy
b= (1.: —1). Sabiendo que |a, b, ¢, h(c)] = 2 para ¢ = (1 - D, determin-. l')-
ecuaciones de h en la referencia canonica. ; e
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es de una homografia de P(R?), sabiendo que

cuacion s
a fijo inicamente el punto (0: 1)

56. Determinar las € ;
transforma el punto (1:2) €1 (2:5)y dej
al que h(a) = & h(b) = ¢, h(c) = d, donde

(2:3). Determinar:
X, obtenida por restriccion de h a |

57. Sea h lahomografia de PRt

a=(1:0,b=(0: l),c=(l:1),d=
La transformacion afin f: X —
recta afin X = P(R?) —{al. ' '
La coordenada del punto f(d)en la referencia cartesiana {c; bc}.
58. Sea h una biyeccion de la recta proyectiva P(R?) = RU {oo} en si misma
co. Demostrar que h es una homografia involutiva si, y s6lo

tal que h(0) = y
si, para todo x#0enR, el producto xh(x) tiene un valor constante,
59. Sean hy I’ homografias de una recta proyectiva, cuyos puntos fijos

son todos distintos. Comprobar que si h'oh = ho

de h estdn en involucién con respecto a b’

respectivos a, by a, v
6lo si, ambas homografias son involutivas

', entonces los puntos fijos
Demostrar que h'oh = hoh'si,ys
ylaba,b'l1=-1
60. (Teorema de Desargues) En un plano proyectivo se considera un cua-
drivértice (problema 32) y una recta R que no contiene a ninguno de los
vértices ni puntos diagonales del mismo. Demostrar que R corta a los pa-
res de lados opuestos en pares de puntos @, @', B, B, v,y talesque ', f,y'
son las imagenes de @, B,y por una homografia involutiva. (Figura C.4)
(Indicacion: Utilizando el ejercicio 47, demostrar que las razones do-
bles [a, 5,7, 81y Y B a',f'1 en R coinciden con [b,e,c, '] en Vy(b,c). Se
tiene entonces [a, 5,7, B = (', p,y, B, y el resultado se sigue de inme-
diato)
los subespacios invariantes de la homografia de P(R?) de-
= -2x) +4x2, Pxi =9x9 —6x1, pxé = 6x. Ha-
ase de Jordan de un isomorfismo que induz-

61. Determinar
finida por las ecuaciones pXg
llar la matriz de Jordany una b

ca la homografia.

62. Demostrar que la homografia de PR d
pxy= 3xo,’g’;t{ =3x),pX, = —Xo— 2% + X2 €s una
tice, base y caracteristica. \

efinida por las ecuaciones
homologia. Hallar su vér-

C.l. PROBLEMAS PROPUESTOS
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Fi S A
igura C.4: En R se indican a, By, Y. B, a

63. Detefmmar una l'wmologia de P(R®), cuya base es |a r
X+ X1 —2X2 = 0, sabiendo que el vértice es el punto il £ recta de ecuacion
mado de (0:1: —1)es(1:0:1). :1:0) y el transfor-

. Determinar un iz z .
i '(li)een la base ?:hf)molog,(, de P(RY), sabiendo que el vértic
tem, 0 y ,as rectas r: Xo+x; =0y s: xq — Al ICe esta con-
enr':Xo+X2 =0y : X~ Xz =0, respectivamente se transforman

. Estudiar irs ¢
65 Fitm’i ad (;()nlw de}t))e gleglrse una referencia proyectiva
ey A /A para \
homologia del plano (R”) esté representada en la misma ;l)d s Yna
SMa por su matriz

canoénica.

. Sean h; y h, homologias i
616vértice d;);a;a . (;Ogllas involutivas de un plano proyectivo, tal
e e hna e ellas esta contenido en la base ;io la , tales que
o hy esun fai - se de la otra. Prob;
que fizo a homologia involutiva, y determinar su base y e
N dSe .,' su V(‘Tli(‘o,

7. Paratodo a€ R— -
:5 , a le_ {0} sea h = h, la homografia de P(R?) defini
as ecuacnlones pXh = Xo + X2, PX) = —Xo + ax, + ol lﬁmdu por
una matriz de Jordan correspondiente a h. Hallar la bzas 5 3 ‘?'\?f g
cuando A es una homologia. se'y el vértice de h

68. Una homografia involutiva h d 3\ dei
e P(R”) deja invariz
1:-1:0)ybp=(0:1: : ilantes los puntos a =
zf\demés ) { e 1— e R 3x2 =0, que C()[nli(‘l(l)?'a“
s ) (?hpunto C= (0.: 3:-1) de r se transforma en ¢ = - : IL 5.0,
recisar si h estd determinada de manera tinica y de qué ti :=1:-1).
de Jordan. Hallar las rectas invariantes. e flinatrlz
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69. Una homografia h de pR?) deja invariante larecta r : xo = 0

forma ap = (1° 1:1)en ay = (=1-21:1) ayenagy s: X _zx'l)’_(ranS.

s':x0+2x|=0. s
en dos puntos fijos a1 y a2 contenidos en la re

Cla

Demostrar qué exist
cion proyectiva de una simetri
et[']a .
axial de

I
ncia canonica y las rectas i
das Invarj
lante
S.

a completa

Sabiendo qué hesl
s en la refere

R?, hallar sus ecuacione
70. Una homografia h de P(R®) transforma elpunto @ = (1:1:¢
recta r : X1 —3xz=0enelpuntoaz ~(1:-1:0)ylarecta fzzxo-é ¥la
respectivamente. Ademas, S€ verifica que h(az) = a1y h(ra) = ry. Xz =),

Demostrar que existen puntos by €11 b, € ry tales que las restrice;
nes de hoh alas rectas afines 11— {by}y r2—{b2} son homotecias qu r iccio-

]a misma razon. e tienen

Suponiendo qué el punto (

determinar las ecuaciones de h,

de las homotecias citadas en el apar

ESPACIO DE DIMENSION 3

5:3:1) de r se transforma en (3 :
sus rectas invariantes y la razér{ oo
tado anterior. g

HOMOGRAFIAS DEL

71. Escribir las distintas matrices de Jordan de orden 4 sobre R que ti
al menos dos bloques elementales del tipo L) =(A) corresso:;'lenen
A, y cuyo polinomio caracteristico es de la ;s?tes

ma

S0 & PROBLEMAS PROPUESTOS
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C
73. Com robar que las h :
P q omologias de P(R*) figura
an entre |;
as hom
()gra-

fias consideradas en el eiercici s
jercicio 71 e indicar las corre
h ‘S‘)()n(li
entes iy s
S matrices
LS

canONicas.
74. (Homo rafia axial z “
fos ¢ ﬁjosgson(los dc) lUxm homografia axial h de p(g?
oS ariantes son ; ina recta r, llamada eje de la h ) €s aquella cuyos
> 0s pertenecie 4 homografj >
3 :ntes al ha grafia, y ¢
estas homo rafias figuran entre las consi azdebase r. C » ¥ Cuyos
gal guran entre las consideradas e ase r. Comprobar
las correspondientes matrices canonicas sen el ejercicio 71 e que
: : S. e indicar
probar que si h(p) = p' S icar
, p # p', donde F
25 A ' i o e h es un:
(onces la recta Vp(p, P ) es invariante e incidente a homografia axial, e
> con el ej al, en-
je de h

75. Determinar una I e
romografia axial, sabiendo qu
€ su cic :
€s la rects
xcia.r:

= — “ ' - ~ e
X0 + Xy 0 X3 ) ld recta s: X0 = 0= X7 se “.ansf()[‘n]d :
3 AN S :x
L e X + 4x, =

0=2x2t+ X3-

76. (Homografia biaxia ;

- pumos%jos‘son lOgl) Una homografia biaxial h de p(R*
F  ee llaman ejes (‘lepl(al’llenecwntcs a dos rectas supl *') es aquella cu-

s a homografia. C s suplementarias, |

o . @ as. Est:
biaxiales figuran ent -onsi omprobar que las o
fig re las consideradas en el ejerci ifue las homografias
rrespondientes matrices candnicas Jercicio 71 e indicar Iz (.
probar que si h(p) = p' ' e
= p /
ATtV 5 e;P 7 P donde h es una homografi

p\P» s invariante e incidente con | S biaxia)
2 Con los ('jC\'d )

jes de h.

77. Sean hy y hz homologias involutivas de P(R*
), tales que el vértice de

al mismo valor propio
(x - A)2Q(x), donde Q(x) tiene alguna raiz real. Utilizar esas matrice
determinar los subespacios invariantes de las homo fran
afi
sentadas por las mismas. grafias de P(R") repre- cada una de ellas estd contenido en la base d
una homografia biaxial involutiva se delaotra. Probar que hyo h
. 2 1 €S
78. Sean X un es aci
pacio afin, ¥ un subespacio afin de X, Z
» Z un subespacio

vectorial suplementario %

mamaos dilart)aci()n de bag: }3, fi? ¢ Yk e i iditintode 0y
f:X—Xque deja fijos los pl’lnl:ic(:mn l. y razon k al isomo‘rﬁ ) 5 “‘i'l.
e i S c’Y e induce en cada subes bm.() afln
pamcmar e hla e razon k cuyo centro pe ‘1 a0t

y S un iperplano g rtenecea Y. (E
. o lse .Y e . 2 2 (ll
deradas en los ejercicios 39y 40) fieg las dilataciones C”“*']
Si la dimension d : e
e X :
es 3y f es una dilatacion cuya base

S€ €S una recta

72. Sea h la homografia de p(R*) definida por las ecuaci
cione =
Xy +2x3, px; =-Xxp+X1 —-2Xx3, pé =2%2 — X3, p% =2Xx3. : px{, g 320+
Determinar los puntos fijos de h.

v Hallar la matriz de la restriccion
3x3 = 0, en la referencia formada por los puntos (1:

(1:2:0:-1),(0:3:-1: -1).

de h al plano invariante M : x; + x; +
~1:0:0), (0:0:1:0),

~ Admitiendo que de
e, que la restriccion de h a M es una homologia, calcular el
&% G demostrar que la :
5 . q completacion proyectiva de f es una homograf
e 3EET k ografia biaxial.
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AS POR FORMAS BILINEALES

CORRELACIONES DEFINID
p(E) en si mismo definida por una

79. Sea @ la correlacion de un espacio ‘ :
forma bilineal regular ¢. Cuando esta forma es simétrica o antisimétrica,
decimos que P es simétrica 0 antisimétrica, respectivamente. Demostrar
que @ coincide con su inversa si, y solo si, es simétrica o antisimétrica.

una correlacion antisimétrica de un espacio

80. Demostrar que si @ es
a todo punto p. Probar que para un espacio

P(E), entonces p € d(p), par
proyectivo real también se cumple el reciproco.
los vértices de un triangulo y ro, 71, 72 los res-
trar que existe una correlacion simétrica

81. En P(R?) sean ao, a1, 42
siendo @ un punto no si-

pectivos lados opuestos. Demos
{inica que transforma do, ay, az, aenror,rm
tuado en los lados del trianguloy r und recta no inct

sus vértices.

dente con ninguno de

82. Demostrar que existe una correlacion simétrica tinica de P(R*), que
transforma cada vértice de un pentagono dado en el lado opuesto a dicho
vértice.
83. Determinar la expresion analitica de una correlacion de P(R?), sabien-

do que los puntos (1:0:0), (1:-2:1),0:2:1), (1:-2: 0) se transforman
en las rectas de ecuaciones Xo — x =0 x+X2=0%—X% +x=0,%=0,

respectivamente. Hallar el punto transformado de la recta xo = 0.

®3) transforma las rectas definidas por las ecua-
=0, x-X1+x=0en los puntos (1 :1:0),
tivamente. Sabiendo que el punto (1:0:0)
x, = 0, obtener las ecuaciones de dicha

transforma en la recta xo — x; = 0.

84. Una correlacion de P(
ciones xp — X1 = 0, Xo + X2
(1:-1:-2),(0:1: 2), respec
se transforma en la recta 4x; — 3
correlacion. Hallar el punto que sé

acién simétrica del espacio P(®R") transforma los puntos
=0:1:0:0) en los planos My : 4xp — X1 —2x2 = 0
ectivamente, y la recta R : xp = 0 = x; en o
Determinar las ecuaciones de la correla-

85. Una correl
ag=01:0:0:00ya
y My : x9— X1 —2x3 = 0, 1€Sp
2x0+2x) — X2 = 0=2X0 +4x1 + X3

cion.
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g6. Una correlacion simétrica de P(R") aplica en si mismas las

= D=2 X3ysS:X1= O0=Xx2+Xx3Y transforma los puntos (88 (I’C‘(:Ias id
0:0:1:-1) de r y s en planos incidentes con (0:1:0:0). Sat 5 ) i)y
el transformad() del punto (0:1:1:0) es el plano de ccllac.i(:)l‘] viendo que
obtener la expresion analitica de la correlacion. ot =0,

problemas de los capitulos 5y 6

CUADRICAS PROYECTIVAS

P 3 4
probar que la cuadrica de P(R* de ecuacion —x2+ x2 + -
i6n —x{+x7+x3 = 0 tiene

punto singular py. Demostrar que:
de la cuadrica (con
0), entonce
mces Vy,(pg, p1) esuna

g7. Com

un nico
Si p1 # poesun punto

tenida en la cudadrica.

]ec[a con
de la recta anler.() S
10T, l()\ plan()% ¥ - S T
b dng(.nl(,. I,,‘ )

para todo punto p # po
Tp son coincidentes.

i Demos;;af gzue la cuddrica regular de P(R") definida por la ecuacia
—x +x2+ x% =0 (llama i Gt e e R Inlaon
xg + xf 5+ X3 ( da cuddrica eliptica) no contiene a ninguna

recta.
89. (Generatrices de la cuadrica hiperbolica) Se consid
: . ' ' 1) § era la cuddrica re-
gulé.lr de P(R") de ecuacion _x(l) 5 xf e xﬁ - xﬁ =0 (llamada cuddrica hi ):
bolica o reglada). Para todo u = (ug, w) distinto de (0,0) en R? dﬁ‘“ni‘m‘r»
y : 0s

la recta
ait { ug(xo + X1) = uy (X2 + x3)
uy (xp — X1) = Up(xz — x3)
Demostrar que dichas rectas estdn contenidas en la cuddrica y cad
ay cada

punto de €sta pertenece a una unica recta de la familia (G,)
Tul-
probar el resultado analogo, para la familia de rectas (G}), donde
v

' :{ V(X — X1) = v1(x2 + X3)
V11 vi(xo+x1) = volxz — x3)

para todo v = (vg, v1) distinto de (0,0) en R?.
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gcncratrices de la cuadrica hi
peducir que dos generatrices se l:er-
en a la misma familia y son diSiun(:r-
se cortan en p, entonces el pla:s
ano tangente Tp. 0

as dos familias de

G 1
| ejercicio anterior.
nico si no pertenec
i (;ll y (;:,

peducir que s
coincide con el pl

90. Sean (Gu) Y
bélica, como en e
tan en un punto u
en caso contrario.

determinado por GuY Gy

91. Sea C, [¢] una cuddrica singular de un espacio P(E). Sea entonces P(L
un subespacio suplememario de P(N) donde N es el niicleo delatne )
probar que C, [¢) estd totalmente determinada por st subespacio singu;.,)'
P(N)yla cudadrica regular interseccion de C,[¢] con el subespacio P([) i
terseccion es C'y g es la Pfoyéc

Demostrar queé, si la imagen de estain
ci6n conica de P(E) sobre P(L) con centro P(N), entonces C=g"\(CY,

P(N).

92. Dadala cuddricade p(R") de ecuacion B+ X X X0 X=X X242,

x2x3 =0, hallar el plano tangente en elpunto (1:2: ALY Determina:;

conica interseccion de ]a cuadrica con dicho plano. a
Determinar @ pard que larecta a cxg—X1+axe=0= G ek S v

genteala cuddrica.
93. Determinar las rectas Je P(R®) que son tangentes a la conica de ecu
cion X2 —2X; _ 2 +2X0% — 40112 = 0y pasan por el punto (2:2: -1) g
_4x§+xf+ax§_ _4axoxs+2x1%2 =0, a€R, hall
unto pp = (1: _2:0). Sabiendo que T), Comie:r

e

trar la otra tangente que pasa por este mismo

94. Dadas las conicas Ca':
las rectas tangentes €0 elp
al punto (0: 1:-1), encon
punto.

Hallar los polos
sideradas, y compro

ecto de las conicas regulares con

de la recta xo = 0 1€SP
st4n en una misma recta.

bar que todos ellose

recta r: Xo—2x3 =0=2x-x

1 2 — X3 de
i6n 4x% + x5 — 2x0x2 = 0. Hallar los
enalarectar.

95. Determinar la recta polar de 1
P(R*) respecto a la cuédrica de ecuac
planos tangentes la cuadrica que contien

: 93- Supongamos que enel enunciado de 5.2.3 es R = {po}, donde py = |
& :Prfibarque la union de las rectas Vp(Po: py) tangentesa C, [¢] enlos punliol.
- pecn ®(py) estd formada por Jos puntos [u] tales que ¢(uo, o) p(u u)o_s

SRR |
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1R
& = 1Q : " S
w? = 0. (Es decir, dicha union es laiitoagen de |
a cuddrica ¢’
e |

¢ V)= P (o, o) p(u, V) — Pplug, wp(ug, v) ) ¢

p(uo
donde
- NG s
g7. En P(R’) se considera la conica de ecuacién 4x?
. — 0. Obtener I 8 n4x D
4X1 X2 er la expresion de la homografi: o +4xs + x2 -2
nica sobre la recta r : 2% — X2 = ( grafia subordinz 2 e
» = 0, en la referencia de ¢ nada por la c6
d » Gsta fO['] -
mad

pumos(l .0:0), (0:1:2), (1:1:2).

B olaridad asociad: S bt g
98 ((E). e ciada a una cuddrica C,[¢] de P(R?
unI;? 2. :+2- IR0 M2k = Xy = 13 =0y (R) transforma el
en R :2X0 x — X2 =0=Xx—2x i arecta R s
. . /o 2.{", l)Clcr . 2 2 =0=
-ud S¢ P 3 mine Sh bt = Xe
cu-adrlca, sabiendo que el plano de ecuacion x nar la ecuacion de l—‘
misma en el punto (1 :0:0:0). 1 —2x2 = 0 es tangent 2
nte a la

CUADRICAS AFINES Y PROYECTIVAS

apor los

. Enelplanoz 2 af 2
zg(lompr[())bar q‘tizan se considera la conica de ecuacion x?
. arectar:y+1=0es aclon x“+2x
=0 es tangente : Xy—4y-3-
tangente paralelaar. angente a la conica y hall o
e ar otra

3 sdri 3 :
513000 %Z(tj: :lflua(ilflca de R” definida por la ecuacion 4 x*
=uU rminar 2 X© - 2
os planos tangentes paralelos al de ecu :: ) +8xz—-4x+
acion x+ 2y -
X y=0.

101. Establecer los resultados simi

. 2 g ilares a los del eierci

poloide hiperbélico de ecuacion x° + y? l;); d';I ejercicio 89 para el hip
=-z°=1=0. er-

;(::i.n(t;ﬁ::s ?tb?jr que el paraboloide hiperbélico de e
cuacio o 9
odas las rectas de las familias (G,) y (G! )lldcnon -y 42z=
), W,V ER, donde

G {x+y=2u el
- I"{ u(x)iy)—zv

Determinar la simetri -
etria a 3

direccién del plano x—y =0 t;r;::l Rt respecto de la generatriz G

: : > ostrar R atriz G, en |

cuadrica en si mism | que dicha simetri ¢ a

.Y ana] imetria trans

ogamente para las generatrices G gaormala

es ('I' y el pl'dl]()

x+y=o,

103. Demostrar que
el subespacio d
aralelo al hi o de los centros de una cuddri
p hiperplano tangente en cualquier punto fcun;l cuddrica afin es
gular.
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ca que contiene a uno de sus centros es

104. Demostrar que toda cuddri

degenerada.
que siuna cuddrica regular tiene centro, entonces su cua-

105. Demostrar
es regular.

drica del infinito también
X con un centro pg. Probar

intota si, y s6lo si, la recta

gpacio afin
@] es una asl

106. Sea C, [¢] una cuadricadeuné
que un diametro A=po+Kude Cl
Aes tangente en [u] ala cuadrica C, [@]-
ue cualquier rectd tangente a una hipérbola corta a las
dio coincide con el de tangencia

107. Demostrar q
punto me

asintotas en dos puntos cuyo

rica afin regula
ue Cn D cons
alelos al hiperplano diametr

ry D un diametro de la misma
ta de dos puntos en los que los

108. Sean C,[g] una cuad
al I, conjugado

que corta a C. Demostrar q
hiperplanos tangentes son par

de D.
| hiperplano polar de Deo €D la polaridad asociada a

probar que Hes e
la completacion proyectiva de C, ).
ortaauna cuadrica regular en una céni-
o los ejercicios 88 y 90 probar que esta

109. En P(R*) un plano tangentec
seglin que la cuadrica sea

ca no regular. (Justificar). Utilizand
oble o un par de rectas,

cénica es un punto d

eliptica o hiperbdlica.
Andlogamente, probar que la conica
plano tangente en cualquier punto regular

110. De una conica regular de R2 se sabe que su centro es el punto (0,0)
Ademds, en la polaridad asociada a su completacion en P(R%), las l'e(;tas.
polares de los puntos 0:1:0)y (0:0:1) pasan por los puntos (1:1:0) y
(0: 1:2), respectivamente. Hallar las ecuaciones de las conicas afines que
cumplen esas condiciones y clasificarlas.

“111" En }’_(R‘) se consideran las cuadricas Cap : G5+ X5 + X3 +2X0X3 -
205+ 2bx, %3 = 0. Determinar ay bparaquela polaridad correspondien-
% ansforn en si misma larectar:Xo—X1 = 0= Xxo + X3.

interseccion de un cono con un
es una recta doble.

cl. Pl
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rica de R? correspondiente a
una de las anteri
"Tlores se sab
sabe

pe una cudd
n lle S = > >

y tiene su centro en el plano x; = 0. Clasificarl

- Lldslicarla y

ue contiene al orige
hallar el centro.
asificar las conicas de R* definidas por las ecuacion
es siguientes
es,

112. Cl ;
pletaciones proyectivas:

asf como SUS com
- 2
4xz+y —4xy-2y+4=0,

P4 )P rax—8y+4=0,
2 2
X“+4y —4xy+2x—4y-3=0

y2+xy+2x—2y—6=0,

s s SRR e
asificar las cuddricas de R? definidas por las ecuaciones si
S siguientes

113. Cl
mpletaciones proyectivas:

asf como sus €O
4?cz+jzz—2xy+2y+4:()
x4 22— Xy +2X2—yZ+x+1=0
xf—yz+4x;+2yz+2y—2z_1:()
2+ y2+4z2-2xy+4xz—4yz-4y=
2 2 y=0
x2-2z°—-xz+x+z=0

114. (Cuddricas en espacios complejos) Toda forma bilineal simétri
bre un espacio vectorial (E,C) esta representada por una a 'sn.nclr-lui SO-
canénica, cuyos elementos no nulos son iguales a 1 Adcnlt“_u”’ diagonal
n equivalentes si y s6lo si tienen el mismo- rango]ds, R extas

formas sO
'Utlhzando estas propiedades, probar que en un espacio proyecti
plejo: proyectivo com-
Toda cuddrica tiene una ecuacion canonica del tipo x2 )
p x() o E 1A B ,\"r‘il =0.

Dos cuddricas C, c ¢ : s
[¢] y C', ('] son equivalentes siy sélo si las formas ¢

y ¢/ tienen el mismo rango.

115. (Cuédnc';ls Zn espacios complejos) Establecer para un espaci
g Spaclo C -4

os resultados referentes a las ecuaciones canonicas y la cla) (‘[(‘)m
J SHica-

plejo |
similar
es a los dados para las cuddricas afines

ci6n de las cuddricas afines,
reales en los teoremas 5.4.8y 5.4.11.

COMPLEMENTOS Y HACES DE CONICAS
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: adrica hiperbélica C, [¢]
| Geideta 1 cy la aplicacion
116. Como en el ejercicizrz?l'_izees (Gw Y (G- Decrl)u:lirqc‘;:;eu 5 !()uo i

3ol (R?) de(:8 ecx;ue asigna al l:iar éu';)'G? es una biyeccion. Por
. x P ) e Gy v !
5;1;11(':‘2')"1)’ el punto (:ez;zzmgzmunfemncia S, se tiene una biyec
Y terp do P Sx8S.
0 rre ol conjunto C y a superficie toro)
ci6n en

. Supongamos que los
. ' iblica de P(R") dad, so
I e e ana efcronci &, distintos de punto unida i
P“gma”'m'az' 5 d;u:ll:t:erminan dos genec"? m.;elsa c:lédrica tiene una
tales que do, @ y z Probar que :l; lx: ;:f:r;nﬂn particular, la ecuacion es
e anto unidad de & pertenece  C.

i ca hi perbélicaﬁnica que contiene a

~ aplicando el teorema anterior a un haz part

C.1. PROBLEMAS PRQ’QE{TQS_ 5

125. Sea I' un haz de cuddricas en u

A Narecta Proyectiyg,
[¢] y [y] son elementos dlsm}tos de T, entonces ha al mengg e las cug
dricas [¢], [y], ¢+ ] es no singular. § i ; 3
que su ecuacion en una referencia apropiada 2 eq Xox
otra cuddrica del haz tiene una €cuacion de |1 forma

cxt =0.

126. (Teorema de Desargues) Sea I un

y sea r una recta del plano no incidente con la base (e I', ni contenidy ey,
ninguna de sus conicas. Para todo p e ", la conica de 1 que pasa po; n
gortad r en una cuddrica, y se asigna a p el puntg h(p) tal que {p, h(p)} es

haz de COnicas ep un plang P(E)

la imaden de esa cuddrica. (Figura C.5)

Figura C.5: h(a) es a' y h(c) es ¢

Utilizando los datos del ejercicio anterior, demos
h:r—r, p— h(p), esuna homografia involutiva, ¢
son p(xg 1 X,) = (ax; : cxo). .

Suponiendo que P(E) es un plano proyectivo real, probar que sj gc -
0 existen dos conicas de I' tangentes a la recta r, mientras que si qc <

ninguna conica del haz es tangente a dicha recta.

trar que la aplicacion
Uuyas ecuaciones er, o

127. Precisar si el teorema de Desargues del problema 60 puede obtenerse

icular de cOnicas,
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