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MỞ ĐẦU 

1. LÝ DO CHỌN ĐỀ TÀI. 

 Mục tiêu của giáo dục đào tạo đã đƣợc xác định trong nghị quyết Trung ƣơng 4 

khóa VII là “Đào tạo những con người lao động tự chủ, năng động sáng tạo, có năng 

lực giải quyết các vấn đề do thực tiễn đặt ra”.  

 Sau đó đƣợc Đảng làm rõ thêm trong Nghị quyết Đại hội khóa XI là: “Giáo dục 

đào tạo có sứ mệnh nâng cao dân trí, phát triển nguồn nhân lực, bồi dưỡng nhân tài, 

góp phần quan trọng phát triển đất nước, xây dựng nền văn hóa và con người Việt 

Nam. Phát triển giáo dục và đào tạo cùng với phát triển khoa học công nghệ là quốc 

sách hàng đầu, đầu tư cho giáo dục là đầu tư cho phát triển”. 

 Luật Giáo dục sửa đổi ban hành ngày 27/6/2005 cũng đã thể chế hóa “Phương 

pháp giáo dục phổ thông phải phát huy tính tích cực, tự giác chủ động, sáng tạo của 

học sinh (HS), phù hợp với đặc điểm của từng lớp học, môn học; bồi dưỡng phương 

pháp tự học, rèn luyện kỹ năng vận dụng kiến thức vào thực tiễn; tác động đến tình 

cảm; đem lại niềm vui hứng thú học tập cho học sinh”. 

 Nhƣ vậy việc bồi dƣỡng, phát triển tƣ duy sáng tạo (TDST) cho ngƣời học vừa 

là mục tiêu, vừa là nhiệm vụ củ o tạo nguồn nhân 

lực chất lƣợng cao cho đất nƣớc, đáp ứng yêu cầu công nghiệp hóa, hiện đại hóa.  

 Tuy nhiên do rất nhiều nguyên nhân, giáo dục nƣớc ta còn có những bất cập về nội 

dung, chƣơng trình dạy học, phƣơng pháp dạy học (PPDH), kiểm tra đánh giá, hình thức tổ 

chức cũng nhƣ công tác quản lý. Trong đó chúng tôi quan tâm đến PPDH và cách thức học 

tập của HS. Thực tiễn cho thấy PPDH của nhiều giáo viên (GV) hiện nay vẫn nặng về 

phân loại các dạng toán và đƣa ra phƣơng pháp giải cho từng dạng toán đó, cách làm này 

có thể giúp học sinh hệ thống đƣợc các dạng toán thƣờng gặp, nhƣng lại làm hạn chế đi rất 

nhiều khả năng sáng tạo của HS khi học toán. Họ chƣa chú ý đến việc phát triển TDST, 

rèn luyện năng lực tự học, năng lực thực hành và giải quyết vấn đề. 

 Do đó đổi mới PPDH theo hƣớng phát triển TDST cho HS là rất quan trọng 

và cần thiết. Nhiệm vụ của GV không phải là chỉ cung cấp tri thức cho HS mà còn 

phải giúp HS phát triển khả năng tƣ duy, giúp HS tự giác, tích cực, chủ động sáng tạo 

trong học tập, điều đó đặc biệt có ý nghĩa quan trọng trong bối cảnh đổi mới toàn diện 

giáo dục theo hƣớng tập trung vào năng lực của ngƣời học. 
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Môn Toán có vị trí quan trọng trong chƣơng trình phổ thông. Thông qua dạy 

học Toán GV có thể giúp HS phát triển các năng lực, phẩm chất trí tuệ, đặc biệt là rèn 

luyện TDST cho HS.   

Giải toán về hệ phƣơng trình (HPT) là một tình huống giải bài tập toán hay và 

khó, thƣờng gặp trong các đề thi tuyển sinh vào lớp 10, đề thi HSG các cấp, đề thi tuyển 

sinh đại học, cao đẳng. Do đó dạy học về chủ đề này chứa đựng tiềm năng khá tốt để 

phát triển TDST cho HS. Tuy nhiên việc dạy và học HPT ở trƣờng trung học phổ thông 

(THPT) còn có những hạn chế, bất cập: thời lƣợng dạy chính khóa trong chƣơng trình 

sách giáo khoa (SGK) dành cho nội dung HPT không nhiều, trong SGK và sách bài tập 

(SBT) chỉ đƣa vào những bài tập giải HPT tƣơng đối đơn giản, trong khi những bài toán 

về HPT ở các kỳ thi nói trên thƣờng khó hơn. Trong thực tế bồi dƣỡng, ôn thi HSG, đối 

với cả GV & HS vẫn gặp phải những khó khăn khi dạy và học giải HPT.  

 Vấn đề bồi dƣỡng tƣ duy sáng tạo cho HS qua môn Toán đƣợc nhiều tác giả 

quan tâm. Tác phẩm nổi tiếng “Sáng tạo toán học” của nhà Toán học, nhà tâm lí học 

G.Polya đã nghiên cứu một cách sinh động về quá trình sáng tạo toán học thông qua 

việc giải toán. Ở trong nƣớc, các tác giả Nguyễn Cảnh Toàn [21], Hoàng Chúng [5], 

Lê Hải Châu - Phạm Văn Hoàn ([4]), Nguyễn Bá Kim ([10],[11]),… đã có những 

công trình nghiên cứu cả về lý luận và thực tiễn vấn đề phát triển tƣ duy sáng tạo cho 

HS  trong dạy học Toán.  

 Tuy nhiên, việc bồi dƣỡng tƣ duy sáng tạo cho HS qua dạy học HPT ở trƣờng 

THPT còn cần đƣợc đi sâu nghiên cứu một cách cụ thể. 

 Với các lý do trên, để xây dựng một giải pháp tƣ duy sáng tạo cho học sinh giỏi 

(HSG) THPT và thực hiện đổi mới phƣơng pháp dạy học môn toán theo hƣớng tập 

trung vào năng lực của ngƣời học, góp phần khắc phục những tồn tại trên đây, chúng 

tôi lựa chọn vấn đề “Phát triển tư duy sáng tạo cho học sinh giỏi thông qua dạy học 

hệ phương trình ” làm đề tài nghiên cứu. 

2. MỤC ĐÍCH NGHIÊN CỨU. 
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 Đề xuất biện pháp phát triển TDST cho HSG THPT thông qua dạy học HPT, 

góp phần nâng cao chất lƣợng dạy học Toán ở THPT. 

3. NHIỆM VỤ NGHIÊN CỨU. 

 + Nghiên cứu lý luận về TDST và phát triển TDST trong dạy học Toán. 

 + Tìm hiểu những biểu hiện của TDST ở HS THPT trong dạy học nội dung HPT. 

 +  hình dạy và học HPT với đối 

tƣợng HSG THPT. 

 + Đề xuất các biện pháp phát triển TDST cho HSG THPT trong dạy học HPT. 

 + Tổ chức thực nghiệm sƣ phạm để bƣớc đầu tìm hiểu tính khả thi và hiệu quả 

của các biện pháp đề ra. 

4. GIẢ THUYẾT KHOA HỌC. 

Nếu đề xuất đƣợc một số biện pháp sƣ phạm phù hợp và vận dụng chúng một 

cách hợp lí trong dạy học HPT thì sẽ tƣ duy sáng tạo cho HSG ở 

trƣờng THPT. 

5. PHƢƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU. 

          + Phƣơng pháp nghiên cứu lý luận (đọc tài liệu, sách, giáo trình). 

          + Phƣơng pháp nghiên cứu thực tiễn (quan sát, điều tra, phỏng vấn,….). 

          + Phƣơng pháp thực nghiệm sƣ phạm. 

            + Phƣơng pháp thống kê toán học (xử lý kết quả điều tra trƣớc và sau thực nghiệm). 

6. CẤU TRÚC CỦA LUẬN VĂN. 

 Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, nội dung luận văn đƣợc 

trình bày trong ba chƣơng: 

 Chƣơng 1: Cơ sở lý luận và thực tiễn. 

 Chƣơng 2: Một số biện pháp sƣ phạm nhằm phát triển TDST cho HSG trong 

dạy học giải  HPT ở trƣờng THPT. 

 Chƣơng 3: Thực nghiệm sƣ phạm.  

 

 

 



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

4 

 

CHƢƠNG 1 - CƠ SỞ LÍ LUẬN VÀ THỰC TIỄN 

1.1. MỘT SỐ VẤN ĐỀ VỀ TƢ DUY VÀ TƢ DUY SÁNG TẠO. 

1.1.1. . 

 - : Tƣ duy là sản phẩm của não bộ con ngƣời, là quá trình 

phản ánh tích cực thế giới khách quan vào trong bộ não ngƣời. Kết quả của tƣ duy 

bao giờ cũng là một ý nghĩ và đƣợc thể hiện qua ngôn ngữ. [8, tr 4] 

 - Đặc điểm cơ bản của tư duy:  

+ Tƣ duy là sản phẩm của bộ não con ngƣời và là một quá trình phản ánh tích 

cực thế giới khách quan. 

+ Kết quả của quá trình tƣ duy bao giờ cũng là một ý nghĩ và đƣợc thể hiện 

qua ngôn ngữ. 

 + Bản chất của tƣ duy là ở sự phân biệt, sự tồn tại độc lập của đối tƣợng đƣợc 

phản ánh với hình ảnh nhận thức đƣợc qua khả năng hoạt động của con ngƣời nhằm 

phản ánh đối tƣợng. 

+ Tƣ duy là quá trình phát triển năng động và sáng tạo. 

+ Khách thể trong tƣ duy đƣợc phản ánh với nhiều mức độ khác nhau từ thuộc 

tính này đến thuộc tính khác, nó phụ thuộc vào chủ thể là con ngƣời. [8, tr 4] 

1.1.2. Khái niệm tƣ duy sáng tạo. 

 Trong dạy học, nói riêng là đối với môn Toán, TDST giữ vai trò quan trọng 

nên các nhà nghiên cứu trong và ngoài nƣớc đã có nhiều công trình nghiên cứu.  

 Theo Tôn Thân ([20]): “TDST là một dạng tƣ duy độc lập tạo ra ý tƣởng mới, độc 

đáo và có hiệu quả giải quyết vấn đề cao, không bị gò bó, phụ thuộc vào cái đã có. Tính 

độc lập của nó bộc lộ vừa trong việc đặt mục đích vừa trong việc tìm giải pháp. Mỗi sản 

phẩm của TDST đều mang rất đậm dấu ấn của mỗi cá nhân đã tạo ra nó” 

Theo Nguyễn Bá Kim ([11]): “ Tính linh hoạt, tính độc lập và tính phê phán là 

những điều kiện cần thiết của TDST, là những đặc điểm về những mặt khác nhau của 

TDST. Tính sáng tạo của tƣ duy thể hiện rõ nét ở khả năng tạo ra cái mới, phát hiện 

vấn đề mới, tìm ra hƣớng đi mới, tạo kết quả mới” 
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 Trong tác phẩm “Dạy học nêu vấn đề” ([27]), I.Ia.Lecne đã chỉ ra các thuộc tính 

của TDST là: Có sự tự lực chuyển các tri thức, kỹ năng sang tình huống mới; nhìn thấy 

cấu trúc của đối tƣợng đang nghiên cứu; kỹ năng tìm thấy nhiều lời giải; kỹ năng kết hợp 

với các phƣơng thức giải đã biết thành một phƣơng thức giải mới; kỹ năng sáng tạo ra một 

cách giải độc đáo; nhìn thấy vấn đề mới trong các điều kiện quen biết. 

Nhìn chung, chúng ta có thể hiểu:  

+ TDST là quá trình tìm cách nhận thức, phát hiện ra quy luật của sự vật, có ý 

thức luôn tìm ra cái mới để hiểu rõ hơn bản chất của sự vật, hiện tƣợng cũng nhƣ tìm 

ra nguyên nhân, ngăn chặn, loại bỏ cái xấu và phát triển cái tốt, cái tích cực. 

+ Sản phẩm của tƣ duy sáng tạo là tìm ra cái mới, đƣợc thể hiện ở chỗ phát 

hiện vấn đề mới, tìm ra hƣớng đi mới, tạo ra kết quả mới. TDST là một dạng tƣ duy 

độc lập, tạo ra ý tƣởng mới độc đáo và có hiệu quả giải quyết vấn đề cao. 

1.1.3. Các đặc trƣng cơ bản của tƣ duy sáng tạo. 

TDST có các đặc điểm chung của tƣ duy, ngoài ra còn có những đặc trƣng sau: 

a) Tính mềm dẻo  khả năng dễ dàng đi từ hoạt động trí tuệ này sang hoạt 

động trí tuệ khác. 

b) Tính nhuần nhuyễn: Là khả năng tìm đƣợc nhiều giải pháp trên nhiều góc 

độ và tình huống khác nhau.  

c) Tính độc đáo  khả năng tìm kiếm và giải quyết vấn đề bằng phƣơng pháp 

lạ, độc đáo hoặc duy nhất.  

d) Tính hoàn thiện:  khả năng lập kế hoạch, phối hợp các ý nghĩ và hành 

động, phát triển ý tƣởng, kiểm tra và kiểm chứng ý tƣởng. 

, tức là 

thấy cái sai lầm, cái thiếu logic, ,…, để hoàn thiện, thay đổi, cấu trúc 

lại, để phát triển ý tƣởng mới. [8, tr 9] 

1.1.4. Các biểu hiện TDST THPT trong học giải HPT. 

1.1.4.1. Tính mềm dẻo. 

  Tính mềm dẻo của TDST thể hiện ở khả năng dễ dàng đi từ hoạt động trí tuệ 

này sang hoạt động trí tuệ khác, từ thao tác tƣ duy này sang thao tác tƣ duy khác, vận 
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dụng linh hoạt các hoạt động phân tích, tổng hợp, so sánh, trừu tƣợng hóa, khái quát 

hóa và các phƣơng pháp suy luận nhƣ quy nạp, suy diễn, tƣơng tự. 

 Tính mềm dẻo của TDST có các đặc trƣng sau: 

 - Dễ dàng chuyển từ giải pháp này sang giải pháp khác, điều chỉnh kịp thời 

hƣớng suy nghĩ khi gặp trở ngại. 

 - Dễ dàng thay đổi nhanh chóng trật tự của hệ thống tri thức chuyển từ góc độ 

quan niệm này sang góc độ quan niệm khác, định nghĩa lại sự vật, hiện tƣợng, gạt bỏ sơ 

đồ tƣ duy có sẵn và xây dựng phƣơng pháp tƣ duy mới, tạo ra sự vật mới trong những 

quan hệ mới, hoặc chuyển đổi quan hệ và nhận ra bản chất sự vật và điều phán đoán. 

 - Suy nghĩ không dập khuôn, không áp dụng một cách máy móc các kiến thức, 

kỹ năng đã có vào một hoàn cảnh mới, điều kiện mới, trong khi đã có những yếu tố 

thay đổi, có khả năng thoát khỏi những ảnh hƣởng, kìm hãm của những kinh nghiệm, 

phƣơng pháp, những cách suy nghĩ đã có từ trƣớc. Đó là nhận ra vấn đề mới trong 

những điều kiện quen thuộc, nhìn thấy chức năng mới, cấu trúc mới trong những đối 

tƣợng quen biết. 

 

: 

                 1: : 

2 2

2 2

1 1
9

1 1
5

x y
x y

x y
x y


   



    


 

  : 

 đ  

x y .x y

,S x y P xy   , HPT : 

 + Điều kiện: 0, 0.x y   
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+

 

 

 
 

 

22 22 2

22 22 2

1 11 1
1 9 2 19

HPT 9
1 1 1 15 1 5 1 5

x y x y xyx y
x yx y xy

x y x y x yx y xy xy

                                
                       

 

,S x y P xy   , ĐK: 4S P : 

 2

2

1
2 1 9

1
1 5

S P
P

S
P

  
   

  


      

 

HPT

 S theo P

PT P  S P

S x  

y . 

,S x y P xy  

. Tron

G

HPT :  

: 0, 0x y  . 

1

1

a x
x

b y
y


 


  


: 
2

2

a

b

 




. Suy ra: 

2 2

2

2 2

2

1
2

1
2

a x
x

b y
y


  


   


. 

:  

 
22 2 513 2 13

65 5

a ba b a b ab

aba b a b

       
   

     
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a, b : 2
2

5 6 0
3

X
X X

X


    


 

+ Suy ra: 
2

3

a

b






3

2

a

b





. 

2

2

1
12

2 2 1 0
3 513 3 1 03 2

xx
a x xx

b y y yy
y


         

      
         

 

1
3 3 5

3
2

12
2 1

x
a x x

b
y y

y


     

   
    

 

: 
3 5

1;
2

 
 
 

,
3 5

;1
2

 
 
 

. 

  : 

(

1
x

x


1
y

y
 2

2

1
x

x


2

2

1
y

y


(

d

i 

( , c

. 
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2:  

  2:  sau:   a) 

3

3

1 2

1 2

x y

y x

  


 

                              b) 

3

3

2

2

x x y

y y x

  


 

 

     Quan s , hai HPT

. 

:  

 , hai PT :  

     3 3 2 22 2 0x y y x x y x xy y          

  2 2 do 2 0, ,x y x xy y x y        

: 

  3 2

1

1 2 1 1 0 1 5

2

x

x x x x x
x


          


 

: 

1

1 5

2

x y

x y

 


   


 

:  

  v , hai PT :  

   3 3 2 2

2 2
1 0

1 0

x y
x y x y x y x xy y

x xy y


          

   
 

+)  x y : 
3 3 0x x x   3x   . 

: 
0

3

x y

x y

 


  
 

+)   2 2 1 0 1x xy y     
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:    3 3 3 0 2x y x y     

: 
 

2 2

3 3

1 0

3 0

x xy y

x y x y

    


   

 

,S x y P xy   ,  2 4S P :  

 

22

3 23

11 0 0

13 1 3 03 3 0

P SS P S

PS S S SS SP S

       
   

        

 (TM) 

1

10

1 1

1

x

yx y

xy x

y

 


        




 

 + :  

             ; 0;0 , 1;1 , 1; 1 , 3; 3 , 3; 3x y       

:  

 r

, song v , đ

2 2 1 0x xy y   

trong thực , PT PT 2 2 2 0x xy y   

).
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p , (PT 2 2 1 0x xy y   

 hai PT (PT  3 3 3 0x y x y   

(HPT 
 

2 2

3 3

1 0

3 0

x xy y

x y x y

    


   

. 

năng chuyển từ giải pháp 

này sang giải pháp khác, điều chỉnh kịp thời hƣớng suy nghĩ khi gặp trở ngại. 

(

2 2 2 0x xy y   

PT 2 2 1 0x xy y    , trong

. 

1.1.4.2. Tính nhuần nhuyễn. 

 Thể hiện ở khả năng tạo ra một cách nhanh chóng sự tổ hợp các yếu tố riêng lẻ 

của tình huống, hoàn cảnh đƣa ra giả thuyết mới và ý tƣởng mới. Là khả năng tìm 

đƣợc nhiều giải pháp trên nhiều góc độ và tình huống khác nhau. Tính nhuần nhuyễn 

đƣợc đặc trƣng bởi khả năng tạo ra một số lƣợng nhất định các ý tƣởng. Số ý tƣởng 

nghĩ ra càng nhiều thì khả năng xuất hiện ý tƣởng độc đáo càng lớn. 

 Tính nhuần nhuyễn của tƣ duy có các đặc trƣng sau: 

 - Thứ nhất: Tính đa dạng của các cách xử lý vấn đề, khả năng tìm đƣợc nhiều 

giải pháp trên nhiều góc độ và tình huống khác nhau. Đứng trƣớc một vấn đề phải 

giải quyết, ngƣời có có tƣ duy nhuần nhuyễn sẽ nhanh chóng tìm và đề xuất đƣợc 

nhiều phƣơng án khác nhau, từ đó tìm đƣợc phƣơng án tối ƣu. 

- Thứ 

, phiến diện, cứng

:  
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            Ví dụ: Giải HPT: 

3 2 3 2

2 2

3 9 22 3 9   (1)

1
                         (2)

2

x x x y y y

x y x y

      



   


 

 t HPT , HS có thể tiếp 

cận từ nhiều góc đ .  

+

: 

1:  

+  t x   

+ : 

 3 3 2 2

2 2

3 3 - 9 22

1

2

t y t y t y

t y t y

     



   


 

+ ,S y t P yt   :  

    

   

 

3 23 2

22

3

2

3 3 2 9 223 3 2 9 22

1 11
2

2 22

2 6 45 82 0 2
1 3 3 1

; ; ; ;31 1
2 2 2 2

42 2

S SP S P SS SP S P S

P S SS P S

S S S S

x y
PP S S

          


   
       

  

      
      

             
         

 

 

+ : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

 

: 

2: : 

3 2 3 2

2 2

3 9 22 3 9   

1 1
1                  

2 2

x x x y y y

x y

      

   

      
   
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+ 

1 1

2 2

1 1

2 2

u x x u

v y y v

 
     

 
    
  

 

+ : 
     

3 23 2

2 2

3 45 3 45
1 1 1 (*)

2 4 2 4

1

u u u v v v

u v


       


  

 

+   3 23 45

2 4
f t t t t      2 45

' 3 3 0, 1;1
4

f t t t t        

+ Suy ra  f t  1;1  

+ PT (*) tƣơng đƣơng:    

        
2 2

0
1 1 1 1

1

v
f u f v u v v v

v


          

 
 

+ Suy ra: 

3

2
1 1

0 2

0 1

21

3

2

x

u
y

v

u
x

v

y




    
          
  


 

+ m: 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

:  

ch 3: :  

      
3 33 2 3 23 9 22 3 9 1 12 23 1 12x x x y y y x x y y              

            
3 3

1 12 1 1 12 1  3x x y y         

+ : 
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    
2 2

2 2 1 1 1
1 4

2 2 2
x y x y x y

   
           

   
 

+ : 

2

2

1 1 3 11 1 1 1
2 2 2 2

1 1 31 1 1 11
2 2 22

x x x

y yy

                  
   

                 

 

+ Nên 1, 1x y   2;2 . 

+   3 12f t t t       22;2 ' 3 12 0, 2;2t f t t t          

+ 1, 1x y   2;2  nên 2x y  . 

+ Thay 2x y  :  

   

   
2 2

2

1
2 2

2

1 3

2 2
4 8 3 0

3 1

2 2

y y y y

y x

y y

y x

     


   

     
    


 

+ : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

:  

4:  :   2 2 21 0x y xy     

+ TH1: 2x y  :  

      
2 2 2

1 3

1 2 2
2 2 4 8 3 0

3 12

2 2

y x

y y y y y y

y x


   

           
    


 

+ TH2: 2 21 0xy  , : 
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 2 2

2 21 0

1
2 2

2

xy

x xy y x y xy

 



     


 

       
2

2 1 1 81
21 0

2 2 4
x y x y x y

 
           

 
). 

 + : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

 

:  

5: : 

   

      

 

2 2 2 2

2 2

3 9 22 0

1

2

x y x xy y x y x y

x y x y

         



   


  

    

       

   

2 2

2

3 2 9 22 0

1
2

2

x y x y xy x y xy x y

x y xy x y

             
   

 
     


 

+ 
2 2

4

a x y a b
xy

b x y

  
 

 
 

+ : 

2 2 2 2
2 2

2 2
2

3 9 22 0
4 2

1

2 2

a b a b
b a a b

a b
a b

     
         

    



  

 

    

3 2

2 2

2 6 45 82 0 1

22 1

b b b a

ba b b

      
  

    

 

+ TH1:

3

1 1 2

2 2 1

2

x
a x y

b x y
y


    

   
      


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+ TH2: 

1

1 1 2

2 2 3

2

x
a x y

b x y
y


      

   
      



 

+ : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

 

: 

 

6: :  

 
      

   

2 2 2 2

2 2

3 9 22 0

2 2 1

x y x y xy x y x y

x y x y

         


   

 

+ 

2 2 2

2

a x y a b
xy

b x y

   
 

 
 

+ : 

  2 22 2 2 41 0
3 9 22 0

2 2 1

2 2 1 2

a b b b b
b a a b

b
a

a b

      
      

   
 

  

 

    
2 25 5

3 1 1 3
; ; ; ;2 2

2 2 2 2
2 2

a x y
x y

b x y

 
         

           
        

 

+ : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
                                      

:  

7: : 

       
3 2

2 2

1 12 1 1 12 1

1

2

x x y y

x y x y

       



   

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+ 1, 1u x v y    . 

+ :   2 2 12 0u v u uv v      

+) 2u v y x    : 
24 8 3 0x x    

    

3 1

2 2

1 3

2 2

x y

x y


   

 
    


 

+)  2 2 12 0 *u uv v     

 + :   

          
2 2 2 21 1

1 1 1 1
2 2

x y x y u v u v              

+ : 

2 2
2 2

2 2 2 2

12 0
12 0

1
2 2 2 2 1 0

2

u uv v
u uv v

u v u v u v u v

    
     

 
         



 

    

 

 

 

   

         

2 2

2 2

2 2 2

3 12 3 12

2 2 1 6 4.3 6 3

6 4 12 6 3 2 6 45 0 

u v uv uv u v

u v uv u v u v uv u v

u v u v u v u v u v

       
  

            

              
 

 

+ u v

. 

+ : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

8: :         

             

       

   

2 2

2

3 3 2 9 22 0

1
2

2

x y x y xy x y xy x y

x y xy x y

             
   


     

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+ 
a x y

b xy

 



:

   2 2

2

3 3 2 9 22 0

1
2

2

a a b a b a

a b a

      



  


 

    

3 2

2

4 3 .4 12 6.4 36 88 0

4 2 2 1

a a b a b a

b a a

      
 

   

 

   3 2 2 2

3 2

4 3 2 2 1 12 6 2 2 1 36 88 0

3
2 6 45 82 0 2

4

a a a a a a a a

a a a a b

            

         
 

+ Suy ra: 

 

 

22

3 3
.

4 4

x yx y

xy x y

    
 

 
     

 

 

+ Kh  ,x y : 2

3

3 2
2 0

14

2

X

X X

X




    
 


 

+ Suy ra: 

3

2

1

2

x

y





  


1

2

3

2

x

y





  


 

+ : 
1 3 3 1

; , ; .
2 2 2 2

   
    

   
 

(

) nên 

. Trong

: 

9: : 

            

      

 

2 2 2 2

2 2

9 22 3  5

 1 1
1                                6

2 2

x y x y xy x y

x y

       

   

      
   
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+ (5), suy ra: 
1 1

: cos , sin
2 2

a x a y a      

  cos sin , 2t a a t   : 
32 39 41 0 1t t t      

+ Suy ra:  
2

2 cos 1
4 2

2

a k

a k
a k








           



  

+  2 ,a k k  : 

3

2

1

2

x

y





  


 

+ 2
2

a k


    k , t : 

1

2

3

2

x

y





  


 

+ : 

3

2

1

2

x

y





  


1

2

3

2

x

y





  


 

: , HS đã đƣợc rèn luyện khả năng 

, từ 

cách g 2

).  Nhƣ vậy, HS đã đƣợc rèn luyện tính nhuần nhuyễn của TDST. 

1.1.4.3. Tính độc đáo 

       Thể hiện ở khả năng tìm kiếm và giải quyết vấn đề bằng phƣơng pháp lạ, độc đáo 

hoặc duy nhất. Tính độc đáo của tƣ duy sáng tạo thể hiện qua cách giải quyết vấn đề. 

 Tính độc đáo của tƣ duy có các đặc trƣng sau: 

 + Khả năng tìm ra những hiện tƣợng và kết hợp mới. 

 + Khả năng tìm ra những mối liên hệ trong những sự kiện mà bên ngoài tƣởng 

chừng không có liên hệ với nhau. 



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

20 

 + Khả năng tìm ra những giải pháp lạ, hiếm gặp dù có thể đã có những giải 

pháp khác hoặc tìm đƣợc giải pháp duy nhất cho vấn đề khó.  : 

     1: : 
  

2 2

2013 20152013 2015

1

2014

x y

x y y x x y xy

  


     

 

 

c h

 cao. 

. 

:  

+ , suy ra: 1 1, 1 1.x y       

+ :   2014 1 1 2013 2013 0.x y xy x y          

+ : x y . 

+ : 
1

2
x y  

1

2
x y   

+ : 
1 1

;
2 2

 
  
 

,
1 1

;
2 2

 
 
 

. 

:

,

. 
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. 

            2: : 
 

 2 2

2   1

1              2

x y x y

x y

    


 

 

  (2) 2 2 1x y   

2 2sin cos 1a a 

: 

+  
cos

 0 2
sin

x t
t

y t



 


: 

cos sin 2 cos
4

cos sin 2 sin
4

x y t t t

x y t t t





  
     

  


         

 

+ Suy ra: 2 cos sin
4 4

x y x y t t
     

          
    

 

+ :  cos sin 2   3
4 4

t t
    

      
   

 

+ :  

     2 23 cos sin sin 2 2 sin 2 1
4 4 2 2

PT t t t t
          

                
       

 

   sin 2 - 1 cos2 1
2

t t
 

    
 

t ) 

+ : HPT :  
cos

 0 2 .
sin

x t
t

y t



 


 

 

,

:  
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ngoài tƣởng chừng ( x y

2 2 1x y  ). 

   

(

. 

1.1.4.4. Tính hoàn thiện. 

Tính hoàn thiện thể hiện ở khả năng lập kế hoạch, phối hợp các ý nghĩ và hành 

động, phát triển ý tƣởng, kiểm tra và kiểm chứng ý tƣởng. Đối với HS tính hoàn thiện 

của tƣ duy đƣợc hiểu là khả năng lập kế hoạch giải cho một bài toán, khả năng phối 

hợp giữa các giả thiết của bài toán với những tri thức đã biết để tìm ra lời giải của bài 

toán, khả năng tìm ra lời giải mới hoàn thiện hơn hoặc khả năng phát triển bài toán 

mới và có thể kiểm chứng đƣợc các ý tƣởng mới đó. 

              : : 
2 2 2

1 7

1 13

xy x y

x y xy y

  


  
 

:  1 1 7  x y y  

   
7 1

1 7 1 , 1
1


       



y
x y y x y

y
, do 1y  . 

+ : 

2

2 27 1 7 1
. . 1 13

1 1

y y
y y y

y y

  
   

  
 

    

         

   

2 2 22 2

4 3 2

2

7 1 7 1 1 1 13 1

36 33 5 1 0

1 3

1 3 1 12 5 1 0 1
1

3

y y y y y y y y

y y y y

y x

y y y y
y x

        

     

  
      
   


 

+ :  
1

1; , 3;1 .
3

 
 
 

 

x y x theo y y theo x

x theo y   
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.  

+ GV: Em có ý tƣởng gì mới để khắc phục hạn chế của lời giải trên không? 

+ H PT trên

. 

+ GV: Em hãy giải bài toán theo ý tƣởng đó (kiểm chứng ý tƣởng). 

: 

  
2

2

1
7

1
13

x
x

y y

x
x

y y


  



   


(do 0y  ) 

   

2

2

1 1 17 20 0

1 1
13 7

x
x x x

y y y y

x x
x x

y y y y

      
             

     
  

    
         

    

 

    

1
5

12

x
y I

x y


  

 
 

1
4

3

x
y

x y


 


 

 

+ (I):
2

1
5 12 5 1 0

12
12

x y y
y

x y
x y


      

 
 

 (VN)  

+ (II): 
2

1
4 33 4 1 0

13
3

x xy y
y

yx y
x y


      

   
  

1

1

3

x

y








 

+ : :  
1

3;1 , 1;
3

 
 
 

. 

  Phân tích: yện khả 

năng phát triển ý tƣởng, kiểm chứng ý tƣởng và tìm cách giải mới hoàn thiện hơn 

cách giải cũ. Nhƣ vậy HS đã đƣợc rèn luyện tính hoàn thiện của TDST. 

1.1.4.5. Tính nhạy cảm vấn đề 
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Tính nhạy cảm vấn đề thể hiện ở khả năng nhanh chóng phát hiện vấn đề, tức  

là thấy cái sai lầm, cái thiếu logic để hoàn thiện; nhìn thấy cái mâu thuẫn để thay đổi,  

để cấu trúc lại, để phát triển ý tƣởng mới. 

     : a : 
2 2

3x y xy

x y xy a

  


 
 

          GV đƣa ra lời giải và yêu cầu HS phát hiện sai lầm: 

+ u x y  v xy : 
3u v

uv a

 



 

+ - u, v :  2 3 0 *t t a    

+  * ' 9
0 9 4 0

4
t a a        

+ u v -

x, y
2 0z uz v   .  

+ x, y  u, v
2 4 0u v   

   

 

 

 2

3      1

         2

4 0  3

u v

uv a

u v

  





 

. 

+ GV yêu cầu HS khắc phục sai lầm và giải lại bài toán. 

,u x y v xy   . : 
2 4 0u v  : 

3u v

uv a

 



 

+ x, y  u, v
2 4 0u v   

   

 

 

 2

3      1

         2

4 0  3

u v

uv a

u v

  





 

. 

+ 3v u  .  

+ (3):  2 2
6

4 3 0 4 12 0
2

u
u u u u

u

 
        


 

+ 3v u  :    . 3  4u u a  . 

+  4  6;2u  . 
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+    2 3 , 6;2f u u u u     2a   

Nhận xét: Qua việc phát hiện sai lầm và sửa chữa sai lầm trong lời giải bài 

toán trên, HS đã đƣợc rèn luyện tính nhạy cảm vấn đề của TDST. 

Nhƣ vậy các đặc trƣng cơ bản trên của TDST không tách rời nhau mà trái lại 

chúng có quan hệ mật thiết với nhau, hỗ trợ bổ sung cho nhau. Khả năng dễ dàng 

chuyển từ hoạt động trí tuệ này sang hoạt động trí tuệ khác (tính mềm dẻo) tạo điều 

kiện để cho việc tìm đƣợc nhiều giải pháp trên nhiều góc độ khác nhau và khía cạnh 

khác nhau (tính nhuần nhuyễn) và nhờ đó đề xuất đƣợc nhiều phƣơng án khác nhau 

mà có thể tìm đƣợc giải pháp lạ đặc sắc (tính độc đáo). Tất cả các yếu tố đặc trƣng 

trên góp phần tạo nên TDST, đỉnh cao nhất trong các hoạt động trí tuệ của con ngƣời.                                        

1.2. TIỀM NĂNG CỦA CHỦ ĐỀ HPT TRONG VIỆC PHÁT TRIỂN TDST 

KHI BỒI DƢỠNG HSG. 

, câu HPT

. D

PT

,….

.  

 

, không

. Do đó dạy học 

giải HPT có nhi , ở 

nhiều khía cạnh khác nhau từ đó tìm đƣợc nhiều cách giải và tìm đƣợc cách giải độc đáo.  
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Hay nói cách khác rèn luyện đƣợc tính nhuần nhuyễn, tính độc đáo của TDST. 

 HPT tiềm ẩn những thách thức đối với HS. Có thể hình thức bài 

toán rất quen thuộc, nhƣng p khó khăn, vƣớng mắc mà 

với lối tƣ duy thông thƣờng, với cách làm cũ sẽ không giải quyết đƣợc. Để giải đƣợc 

chúng HS cần vận dụng lin

nhiều hoạt động nhƣ phân tích, tổng hợp, so sánh, khái quát hóa, tƣơng tự hóa… để 

có thể chuyển hƣớng tƣ duy, điều chỉnh kịp thời hƣớng suy nghĩ, tìm thấy ý tƣởng 

mới, cách giải quyết mới từ những tri thức, kinh nghiệm đã có.  sau: 

       : : 
     

 
 

2

2 2

4 1 1 5 2 0  1
, ,

4 2 3 4 7              2

x x y y
x y

x y y

     


   

   

        Quan 

, nên 

x ).

PT. :  

+ : 
3 5

, .
4 2

x y    

+ 
23 5

2 , 5 2
2 2

v
u x u v y y


       .  

+  Khi đ :     
2

2 2 21
1 0 1 0

2 2

u v
u v u v u uv v


          

    u v   ( do 2 1 0, , .     2u uv v u v  
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 
2

3
0

4
2 5 2

5 4
*

2

x

u v x y
x

y


 

     
 



. 

:    
2

2
2 5 4

4 2 3 4 7 3
2

x
x x

 
    
 

.  

:  

3
0,

4
x x  (3). 

:  
2

2
2 5 4

4 2 3 4 7
2

x
g x x x

 
     

 

3
0; .

4

 
 
 

 

:    2 4 3
' 4 4 3 0, 0; .

43 4
g x x x x

x

 
      

  
 

+ Suy ra  g x
3

0;
4

 
 
 

1
0.

2
g
 

 
 

 

+ 
1

.
2

x  2.y   

:  : 
1

;2 .
2

 
 
 

 

: 

,

ới lối tƣ duy thông thƣờng, 

với cách làm cũ không giải quyết đƣợc tìm ý tƣởng mới, cách giải quyết mới từ 

những tri thức, kinh nghiệm đã có), , phối 

hợp nhiều hoạt động nhƣ phân tích, tổng hợp, ,…,  

thành công . Do 

 HPT, HS sẽ đƣợc rèn luyện tính mềm dẻo của TDST. 

Trong quá trình giải,
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các lƣợng liên hợp để làm xuất hiện nhân tử chung,

. Do đó việc dạy học giải HPT sẽ 

có cơ , sai lầm,.., trong lời giải và 

sửa chữa hoàn thiện, tối ƣu hóa lời giải.  Qua đó sẽ rèn luyện đƣợc cho HS tính nhạy cảm 

vấn đề và tính hoàn thiện của TDST. 

1.3. TÌNH HÌNH DẠY VÀ HỌC HPT VỚI ĐỐI TƢỢNG HSG THPT.  

1.3.1. Mục tiêu và nội dung dạy học chủ đề hệ phƣơng trình ở trƣờng trung học 

phổ thông. 

. 

 , 

10, thi HSG cấp , thi HSG

gia, thi  

v  HPT trong  . 

,

, l  .  

i. 

. 

Nhƣ ta đã biết, HPT là một trong những nội dung cơ bản nhất của chƣơng trình 

môn toán ở trƣờng phổ thông.

?

. 

a) Bậc tiểu học. 

          Trƣớc khi học tƣờng minh về HPT, HS đã làm quen một cách ẩn tàng với 

những HPT, kể cả việc giải chúng ngay từ bậc tiểu học, chẳng hạn: HS 

:  
5

6
. 
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1

4

1

5

? 

b) Bậc trung học cơ sở. 

, HPT 

9, HS đƣợc học về HPT , HPT tƣơng đƣơng

. Các phƣơng pháp giải HPT (phƣơng pháp 

) . 

c) Bậc trung học phổ thông. 

+ Tổng kết và nâng cao các kiến thức về HPT mà HS đã đƣợc học ở bậc 

. Cụ thể:  

+ 10, Chƣơng 3 , 

.

nhất 

,

. 

+ Trong SGK toán 11 -

- hân. HS p

, , ; . 

+ 12, –

– r .

nhƣ . 

, t

, 

,  .  

- : 

.  
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, 

, 

, 

,  

, thông qua .  

, 

. 

,… 

  

HPT, HS 

yêu cầu truyền đạt theo SGK thì nhiề d

,

.

đây

. 

1.3.2. Thực trạng việc phát triển tƣ duy sáng tạo khi bồi dƣỡng HSG trong 

dạy học HPT.  

 Qua tham khảo 

 tôi : 

+ Đối với giáo viên:  
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 - Đã áp dụng các phƣơng pháp dạy học khác nhau với yêu cầu đổi mới phƣơng 

pháp dạy học khi giảng dạy nhƣng còn chƣa nhiều, thiếu tài liệu về tổ chức dạy học 

tích cực nên GV còn lúng túng trong việc tổ chức dạy học theo phƣơng pháp mới 

nhằm phát triển TDST trong học toán cho HS. 

 - Trong dạy học, đa số GV nặng về phân dạng toán dựa theo phƣơng pháp giải 

chúng, rồi cho HS làm bài tập theo các phƣơng pháp đƣợc định hƣớng trƣớc, điều này 

phần nào cũng làm hạn chế khả năng sáng tạo của các em. GV chƣa quan tâm tới việc 

giúp HS tự mình phát hiện, khám phá, tự mình vận dụng kiến thức tìm tòi mở rộng 

các vấn đề, chƣa đặt vấn đề tự học vào đúng vị trí của nó, do đó HS học tập một cách 

thụ động, máy móc, ít có sự linh hoạt, sáng tạo trong tƣ duy của mình. Những điều 

này ảnh hƣởng nghiêm trọng đến chất lƣợng học tập của HS.  

- Các bài toán HPT thƣờng khá phức tạp do nó chứa đựng nhiều nội dung kiến 

thức khác nhau. Để giải đƣợc thành công một HPT đi đến đáp số cuối cùng, đòi hỏi 

ngƣời giải phải sử dụng nhiều phép biến đổi , HS 

còn mắc không ít sai lầm, do áp dụng sai quy tắc, định lí hoặc hiểu không đúng các các 

khái niệm, định nghĩa, sai lầm về các phép biến đổi,… , nhất là đối với các HPT có 

chứa căn thức, hoặc có sự tích hợp với lƣợng giác, mũ, lôgarit. Tuy nhiên đối với đa số 

GV thì chỉ khi nào HS mắc sai lầm thì mới sửa chữa, uốn nắn.  

Họ chƣa chủ động tập luyện cho HS thói quen, kỹ năng phát hiện và sửa chữa sai lầm. 

- Để có thể tìm đƣợc nhiều cách giải và cách giải độc đáo cho một HPT thì 

ngoài việc  phải có nền tảng kiến thức, kỹ năng cơ bản vững chắc HS còn phải hiểu 

biết một cách sâu rộng các tri thức. Nhƣng một số GV chƣa chú ý đến việc củng cố, 

mở rộng, đào sâu các tri thức Toán học cho HS. Điều này dẫn đến nền tảng ki

bị hạn chế, ảnh hƣởng tới sự sáng tạo của . 

- Hầu hết GV chƣa biết xây dựng các bài toán mới nhằm phát triển TDST 

cho HSG, mà chủ yếu sử dụng bài tập trong SGK và các sách, tài liệu tham khảo sẵn 

có. Bên cạnh đó, các bài tập trong sách giáo khoa chƣa có nhiều bài tập hay và khó 

đòi hỏi HS tƣ duy nhiều trong quá trình giải, đặc biệt là đối với HSG, điều này cũng 

góp phần làm hạn chế việc phát triển TDST của HS. 

 - 

HS ờng không chú trọng cho HS vấn đề này. 
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 - Nhƣ vậy, việc phát triển TDST cho HS trong dạy học giải HPT còn nhiều bất 

cập, hạn chế. Nguyên nhân chủ yếu là nhiều GV chƣa hiểu rõ và sâu sắc về TDST, 

chƣa quan tâm, chƣa nắm đƣợc các biện pháp để phát triển TDST cho HS. 

+ Đối với học sinh: 

HPT đại số là mảng kiến thức quan trọng, phong phú và đa dạng có nhiều 

phƣơng pháp giải khác nhau và rất thƣờng gặp trong các kì thi HSG cũng nhƣ kỳ thi 

tuyển sinh Đại học, cao đẳng. Mặc dù HS đƣợc cọ xát phần này khá nhiều song phần 

lớn các em vẫn thƣờng lúng túng trong quá trình tìm ra cách giải, chƣa thể hiện đƣợc 

nhiều khả năng sáng tạo cũng nhƣ năng lực giải toán của mình. Nguyên nhân là vì: 

Thứ nhất, HPT là mảng kiến thức phong phú và khó, đòi hỏi ngƣời học phải có 

tƣ duy sâu sắc, có sự kết hợp nhiều mảng kiến thức khác nhau. 

Thứ hai, SGK trình bày phần này khá đơn giản, tài liệu tham khảo đề cập đến 

phần này khá nhiều song sự phân loại chƣa dựa trên cái gốc của bài toán nên khi học, 

HS chƣa có sự liên kết, định hình và chƣa có cái nhìn tổng quát về HPT. 

Thứ ba, đa số HS đều học một cách máy móc, chƣa có thói quen tìm ra bài toán 

xuất phát, chƣa biết đƣợc bài toán trong đề thi do đâu mà có. 

tƣ, m t 

; ý của giáo viên; 

.  

năm, h

,

, .  

+ Tình hình dạy và học hệ phương trình nhìn nhận từ yêu cầu phát triển tư duy sáng tạo. 

- 

 TDST cho HS  cho HS.  

Họ chƣa thƣờng xuyên đặt ra các yêu cầu đối với HS nhƣ: tìm nhiều cách giải cho một 

bài toán, từ đó tìm đƣợc cách giải độc đáo của bài toán hoặc chƣa tập luyện cho HS tính linh 

hoạt, mền dẻo trong giải toán, chƣa chủ động giúp HS khai thác mở rộng bài toán, tìm kiếm 

sai lầm và chỉ ra nguyên nhân sai lầm trong lời giải bài toán … nhằm phát triển TDST cho 
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các em. 

HS, . 

- 

cho tƣ .  

- HPT là sự tích hợp của hai hay nhiều PT khác nhau, trong HPT thƣờng có sự xuất 

hiện của nhiều nội dung kiến thức khác nhau, tạo ra độ phức tạp, độ khó cao đối với HS 

nên khi học toán về HPT đa số các em chƣa có hứng thú trong học tập, khả năng tự học 

còn kém, thƣờng chỉ học những nội dung mà giáo viên giảng dạy trên lớp, chứ 

chƣa chịu khó tự học, tự tìm tòi khám phá, sáng tạo thêm kiến thức . 

+ Tóm lại HPT là một nội dung hay và khó của môn Toán trong chƣơng trình 

THPT, nó đòi hỏi cả GV và HS không ngừng bồi dƣỡng nâng cao kiến thức về nội dung 

này. Để làm tốt việc giảng dạy, bồi dƣỡng HSG, GV cần phải xây dựng và áp dụng đƣợc 

các biện pháp sƣ phạm nhằm phát triển TDST trong giải toán HPT nói riêng và trong 

toán học nói chung cho HS. Để làm tốt nhiệm vụ học tập, lĩnh hội tri thức mới, HS cần 

nỗ lực không ngừng theo định hƣớng của GV và luôn cố gắng hoàn thiện mình bằng con 

đƣờng học tập tự giác, tự nghiên cứu, tích cực chiếm lĩnh tri thức.  

1.4. 

. 

1.4.1. Những biểu hiện của học sinh giỏi về toán 

Học sinh giỏi về toán thƣờng có những biểu hiện rõ rệt các mặt sau: 

- Có khả năng tiếp thu và vận dụng kiến thức nhanh. 

- Biểu hiện ở sự linh hoạt trong quá trình tƣ duy nhƣ: 

+ Dễ dàng chuyển từ hoạt động trí tuệ này sang hoạt động trí tuệ khác, không 

bị gò ép bởi những suy nghĩ rập khuôn có sẵn. 

+ Có khả năng nhìn nhận vấn đề theo nhiều khía cạnh khác nhau, kết hợp sự 

liên tƣởng tốt, tìm ra cách giải quyết vấn đề một cách sáng tạo. 

+ Biết nhìn nhận những cái khác biệt của vấn đề, lựa chọn phƣơng tiện, cách 

thức tốt nhất để giải quyết vấn đề đó. 

+ Lý luận chặt chẽ, hợp lôgic, có các thao tác tƣ duy nhanh trong giải toán. 
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- Biểu hiện ở cách ghi nhớ kiến thức Toán học cô đọng, nhanh chóng, chính 

xác và bền vững, giúp học sinh giỏi về toán nhớ đƣợc nhiều kiến thức mà không tốn 

quá nhiều sức lực và trí tuệ khi giải toán. 

  Các biểu hiện của học sinh trên đây là những biểu hiện cụ thể về những mặt 

khác nhau của một cấu trúc năng lực hoàn chỉnh, một tƣ chất của Toán học trí tuệ, 

ngƣời ta gọi đó là năng khiếu Toán học. 

1.4.2. Năng khiếu toán học  

 Năng khiếu, theo định nghĩa của từ điển Tiếng Việt là năng lực trội, năng lực 

đặc biệt của con ngƣời xuất hiện từ khi còn nhỏ. Nhƣ vậy, năng khiếu Toán học có 

thể coi nhƣ một tổ hợp những năng lực Toán học, mà ở lứa tuổi học sinh thể hiện rõ 

nhất ở năng lực toán. Nhà tâm lí học V.A.Kơrutecxki cho rằng “Năng lực học tập 

Toán học là những đặc điểm tâm lý cá nhân (trƣớc hết là các đặc điểm hoạt động trí 

tuệ), đáp ứng yêu cầu hoạt động học toán và giúp cho việc nắm giáo trình toán một 

cách tƣơng đối nhanh, dễ dàng và sâu kiến thức, kỹ năng và kỹ xảo Toán học”. 

 Theo quan điểm tâm lý học, trong mỗi con ngƣời đều tiềm tàng một năng 

khiếu, một tài năng, tất nhiên ở mức độ khác nhau. Đó là một kết luận quan trọng. 

Trong quá trình dạy học toán, ngƣời thầy cần có những biện pháp phát hiện những 

năng khiếu Toán học ở học trò, từ đó chúng ta có thể tạo ra môi trƣờng và tổ chức 

các hoạt động thích hợp giúp các em phát triển năng lực đó. 

1.5. KẾT LUẬN CHƢƠNG  1. 

Trong chƣơng 1,  chúng tôi đã tiến hành: 

+  khái niệm về tƣ duy, TDST thể hiện ở việc phân tích những đặc 

điểm của tƣ duy và đặc trƣng cơ bản của TDST. 

+ Làm rõ biểu hiện của TDST trong quá trình  giải toán  của HS

tiềm năng của chủ đề HPT trong việc phát triển TDST khi bồi dƣỡng HSG. 

+ Tìm hiểu thực trạng việc phát triển TDST cho HSG trong dạy học HPT ở 

trƣờng THPT. 

. 

Có thể nói rằng, HPT là một chủ đề quan trọng trong đại số của chƣơng trình 

toán THPT, là một chủ đề thƣờng xuyên xuất hiện trong các đề thi tuyển sinh vào lớp 

10, trong các đề thi HSG cấp tỉnh thành phố, thi HSG quốc gia, thi tuyển sinh vào các 
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trƣờng cao đẳng đại học hàng năm, đây cũng là một chủ đề khó đối với GV và HS 

trong quá trình luyện, ôn thi HSG. Nếu đƣợc quan tâm xứng đáng thì chủ đề HPT là 

một trong những công cụ hiệu quả trong việc bồi dƣỡng và phát triển TDST cho HSG 

ở trƣờng THPT. Từ những kết quả nghiên cứu ở chƣơng 1, là cơ sở để chúng tôi đề 

xuất một số biện pháp sƣ phạm nhằm phát triển TDST cho HSG thông qua dạy học 

HPT ở trƣờng THPT ở chƣơng 2. 
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CHƢƠNG 2 - MỘT SỐ BIỆN PHÁP SƢ PHẠM ĐỂ PHÁT TRIỂN TƢ DUY 

SÁNG TẠO CHO HSG THÔNG QUA DẠY HỌC HPT Ở TRƢỜNG THPT 

2.1. ĐỊNH HƢỚNG XÂY DỰNG BIỆN PHÁP SƢ PHẠM. 

a) Đáp ứng đƣợc mục đích của việc dạy và học bộ môn Toán ở trƣờng phổ thông. 

Dạy học theo định hƣớng phát triển TDST trƣớc hết phải đáp ứng đƣợc mục 

đích của dạy học môn Toán. Cụ thể là: 

- Hình thành, củng cố tri thức, kỹ năng, kỹ xảo ở những giai đoạn khác nhau 

của quá trình dạy học, kể cả những kỹ năng ứng dụng Toán học vào thực tế. 

- Phát triển năng lực trí tuệ, rèn luyện các thao tác tƣ duy, trong đó có TDST. 

- Bồi dƣỡng thế giới quan duy vật biện chứng, hình thành những phẩm chất 

đạo đức của con ngƣời lao động mới  

b) Khai thác chƣơng trình và SGK hiện hành. 

 Nội dung HPT trong chƣơng trình SGK hiện nay chủ yếu trình bày những khái 

niệm, những định lí, quy tắc cơ bản. Đối với phần bài tập cũng khá đơn giản, chỉ đòi 

hỏi HS tƣ duy ở mức độ thấp. Tuy nhiên có rất nhiều dạng bài tập HPT có thể khai 

thác để phát triển TDST cho HS. Thực tế là trong các đề thi chọn HSG, thi tuyển sinh 

đại học cao đẳng luôn có những bài toán HPT hay và khó, đòi hỏi sự sáng tạo rất lớn 

của HS. Vì vậy ngoài việc khai thác triệt để các cơ hội sẵn có trong SGK , GV còn 

phải chú trọng mở rộng, đào sâu các tri thức trong SGK để bồi dƣỡng TDST cho HS.  

c) Bám sát định hƣớng đổi mới PPDH môn Toán ở THPT hiện nay. 

Định hƣớng đổi mới PPDH môn Toán trong giai đoạn hiện nay đã đƣợc xác 

định là: “ Phƣơng pháp dạy học toán trong nhà trƣờng các cấp phải phát huy tính tích 

cực, tự giác, chủ động của ngƣời học hình thành và phát triển năng lực tự học, trau 

dồi các phẩm chất linh hoạt, độc lập, sáng tạo của tƣ duy” (Chƣơng trình Giáo dục 

phổ thông môn Toán của Bộ giáo dục và Đào tạo ban hành theo quyết định số 

16/2006/QĐ-BGD&ĐT ngày 5 tháng 5 năm 2006). 

Theo định hƣớng dạy học này, GV là ngƣời thiết kế, tổ chức, hƣớng dẫn, điều 

khiển quá trình học tập còn HS là chủ thể nhận thức, biết cách tự học, tự rèn luyện, từ 

đó hình thành phát triển nhân cách và các năng lực cần thiết của con ngƣời lao động. 
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+ Dạy học thông qua tổ chức các hoạt động của HS: 

Trong hoạt động đó, HS cần phải đƣợc cuốn hút vào những hoạt động học tập 

do GV tổ chức và chỉ đạo, thông qua đó HS tự khám phá những điều mình chƣa biết 

chứ không phải thụ động tiếp thu những tri thức đã sắp đặt sẵn. Theo tinh thần này, 

trong các tiết lên lớp GV là ngƣời tổ chức và chỉ đạo HS tiến hành các hoạt động học 

tập: củng cố kiến thức cũ, tìm tòi phát hiện kiến thức mới, luyện tập vận dụng kiến thức 

vào các tình huống khác nhau, thông qua các hoạt động để phát hiện và chiếm lĩnh tri 

thức, hình thành thói quen vận dụng kiến thức toán học vào thực tiễn cuộc sống. 

 + Dạy học chú trọng rèn luyện phương pháp tự học: 

 Trong hoạt động dạy học theo phƣơng pháp mới, GV giúp HS chuyển từ thói 

quen học tập thụ động sang tự học chủ động. Muốn vậy, GV cần rèn luyện cho HS 

những tri thức phƣơng pháp để HS biết cách học, biết cách suy luận, biết cách tự tìm 

lại những điều đã quên, biết cách tìm tòi để phát hiện kiến thức mới. Việc nắm vững 

phƣơng pháp sẽ giúp HS có thể tự đọc tài liệu, tự làm đƣợc bài tập, nắm vững và hiểu 

sâu các kiến thức cơ bản đồng thời phát huy đƣợc tiềm năng sáng tạo của bản thân. 

 + Tăng cường học tập cá thể phối hợp với học tập hợp tác: 

 PPDH đổi mới yêu cầu HS phải “nghĩ nhiều hơn, làm nhiều hơn, thảo luận 

nhiều hơn”. Điều này có nghĩa HS phải có sự cố gắng trí tuệ và nghị lực cao trong 

quá trình tự lực tiếp nhận kiến thức mới, phải thực sự suy nghĩ và làm việc một cách 

tích cực, độc lập đồng thời phải có mối quan hệ hợp tác cá nhân trên con đƣờng tìm 

tòi phát hiện kiến thức mới. 

 + Kết hợp đánh giá của thầy với tự đánh giá của trò: 

 Để phát huy vai trò tích cực chủ động của HS, GV cần hƣớng dẫn HS phát 

triển kĩ năng tự đánh giá để tự điều chỉnh cách học của mình. GV có thể yêu cầu HS 

tự đánh giá bài làm của mình, nhận xét góp ý bài làm, cách phát biểu của bạn, phê 

phán các sai lầm và tìm nguyên nhân sai lầm, nêu cách sửa chữa sai lầm… 

2.2. MỘT SỐ BIỆN PHÁP SƢ PHẠM. 

2.2.1. Biện pháp 1: i thức, đào sâu, mở rộng các khái niệm, tính chất, 

các quy tắc phƣơng pháp có liên quan, tập luyện kỹ năng giải HPT để tạo điều 

kiện nền tảng cho phát triển TDST ở HSG.  
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a) Cơ sở và ý nghĩa của biện pháp:  

Việc HS nắm vững các kiến thức, thành thạo các kỹ năng và phƣơng pháp giải 

để làm tốt các bài toán về HPT là hết sức quan trọng. Bởi vì chỉ có nắm vững các 

kiến thức, kỹ năng và phƣơng pháp giải đó thì HS mới có “vốn” để sáng tạo trong quá 

trình học tập. G

. 

Do vậy việc củng cố tri thức, đào sâu, mở rộng các định nghĩa, khái niệm, tính 

chất, quy tắc phƣơng pháp có liên quan cũng nhƣ tập luyện các kỹ năng giải các bài 

toán HPT là hết sức cần thiết. 

b) Cách thực hiện:  

+ Khi dạy học giải toán về HPT, theo năng lực trình độ của HS và nội dung bài 

toán, GV có thể  tổ chức những hoạt động dạy học phù hợp để củng cố tri thức đồng 

thời giúp HS tập luyện các kĩ năng cần thiết trong giải HPT tạo điều kiện nền tảng 

cho việc phát triển TDST cho HS. 

Chẳng hạn trong dạy học bài mới (dạy lý thuyết) GV thực hiện dạy chắc chắn 

lý thuyết đồng thời củng cố kiến thức, kĩ năng cơ bản cho HS thông qua các câu hỏi 

có tính chất tổng hợp kiến thức cao hoặc thông qua các bài tập ngắn nhƣng đòi hỏi 

HS phải hiểu sâu, hiểu chắc lý thuyết mới có thể trả lời đƣợc. Ví dụ GV có thể đƣa ra 

các câu hỏi sau đây, khi dạy học về lý thuyết HPT. 

+ GV: Em hãy cho biết, một HPT có bao giờ vô nghiệm không? Khi nào thì 

một HPT vô nghiệm? Có phải khi từng PT của hệ đều có nghiệm thì HPT có nghiệm 

hay không? 

Hoặc khi dạy học luyện tập trƣớc khi dạy, GV có thể giao cho HS một vài bài 

tập về nhà ở mức độ dễ và vừa phải, nhƣng các bài tập đó sẽ đƣợc sử dụng và làm 

nền cho việc giải các bài tập khó trong giờ học luyện tập ngày hôm sau.  

Hoặc khi dạy học ôn tập chƣơng, GV có thể đƣa ra các bài tập có tính chất 

tổng hợp các kiến thức của chƣơng, nhƣng trong các bài tập đó tiềm ẩn những yếu tố 

mà HS có thể mắc sai lầm trong quá trình giải. Khi đó GV sẽ tổ chức các hoạt động 

dạy và học nhằm giúp HS phát hiện và sửa chữa sai lầm của mình, củng cố kiến thức 

vững chắc cho các em. 
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GV có thể giúp HS mở rộng, đào sâu kiến thức của mình, thông qua việc tổ chức, 

hƣớng dẫn HS sử dụng các kiến thức cũ, các kinh nghiệm đã có vào giải các bài toán 

mới mà tƣởng chừng với những kiến thức và kinh nghiệm ấy sẽ không giải quyết đƣợc. 

, nhiệt tình, , tham gia trả lời các câu hỏi và 

chỉ đạo . 

c) Một số ví dụ: 

Ví dụ 1: Dạy học giải và biện luận HPT dạng bậc nhất hai ẩn. 

Trong dạy học giải và biện luận HPT dạng bậc nhất hai ẩn, thực tế là có không 

ít HS, kể cả HSG cũng có thể bị mắc sai lầm trong việc kết luận nghiệm của hệ, 

dẫn đến lời giải không chính xác. 

+ Chẳng hạn có HS giải và biện luận  HPT 
   

   
 

1
   I

2 2 1

a b x a b y

a b x a b y

    


   

 

nhƣ sau: 

+ Ta có: 6
2 2

a b a b
D ab

a b a b

 
 

 
 

    
1 1

2 ; 2
1 2 2 1

x y

a b a b
D a b D a b

a b a b

 
      

 
 

+ Nếu 0 0D a   và 0b  thì hệ có nghiệm duy nhất: 

   
2 2

;
6 6

yx
DD a b a b

x y
D ab D ab

  
     

+ Nếu 
0

0

a

b





thì khi đó 0; 2x yD D D b    nên hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 
0

0

b

a





thì khi đó 0; x yD D D a     nên hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 
0

0

a

b





thì khi đó 0; 0x yD D D    nên hệ có vô số nghiệm 

+ Dễ thấy lời giải trên của HS bị sai vì:  

+ Nếu 
0

0

a

b





 thì khi đó hệ  

0. 0. 1

0. 0. 1

x y
I

x y

 
 

 
, hệ này vô nghiệm.  
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+ GV có thể khắc phục sai lầm trong lời giải trên, để đƣợc lời giải đúng nhƣ sau:  

+ Ta có: 6
2 2

a b a b
D ab

a b a b

 
 

 
 

   
1 1

2 ; 2
1 2 2 1

x y

a b a b
D a b D a b

a b a b

 
      

 
 

+ Nếu 0 0D a   và 0b  thì hệ có nghiệm duy nhất: 

    
2 2

;
6 6

yx
DD a b a b

x y
D ab D ab

  
     

+ Nếu 
0

0

a

b





thì khi đó 0; 2 0x yD D D b     nên hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 
0

0

b

a





thì khi đó 0; 0x yD D D a      nên hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 
0

0

a

b





thì khi đó

1 20; 0; 1 0x yD D D c c       nên hệ vô nghiệm. 

+ Kết luận:   

+ Nếu 0a   và 0b   thì hệ có nghiệm duy nhất: 
2 2

;
6 6

a b a b
x y

ab ab

  
  . 

+ Nếu 0a  , 0b   hoặc 0, 0a b   hoặc 0a b   thì hệ vô nghiệm. 

Nhƣ vậy việc HS không nắm chắc các bƣớc giải và biện luận HPT dạng bậc nhất 

hai ẩn cũng nhƣ chƣa thành thạo việc kết luận nghiệm tƣơng ứng cho mỗi trƣờng hợp đã 

dẫn đến xảy ra sai lầm trong lời giải. Để khắc phục điều này GV có thể tổ chức các hoạt 

động dạy học để củng cố các bƣớc giải và biện luận HPT bậc nhất hai ẩn, đồng thời 

củng cố cách kết luận nghiệm cho từng trƣờng hợp tƣơng ứng nhƣ sau: 

Hoạt động 1: Củng cố các bƣớc giải và biện luận HPT dạng bậc nhất hai ẩn, 

cách kết luận nghiệm cho mỗi bƣớc tƣơng ứng: 

+ GV: Ghi các bƣớc giải và biện luận HPT dạng bậc nhất hai ẩn lên bảng và yêu cầu 

HS điền vào dấu: … để đƣợc kết luận đúng. 

+ Cho HPT (chứa tham số) dạng bậc nhất hai ẩn:
1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

 


 
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+ : 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

, , .
x y

a b c b a c
D D D

a b c b a c
    

+ Nếu 0D   thì hệ … 

+ Nếu 

0

0

0

x

y

D

D

D





 

 thì hệ … 

+ Nếu 

2 2 2 2

1 2 1 2

0

0

0

 


 


   

x y

D

D D

a a b b

thì hệ … 

+ Nếu 
1 2 1 2

2 2

1 2

0

0

0

0

x y

D

D D

a a b b

c c




 


   
  

 thì hệ … 

+ Nếu 
1 2 1 2

1 2

0

0

0

0




 


   
  

x y

D

D D

a a b b

c c

 thì hệ … 

+ HS: Suy nghĩ và lên bảng điền kết quả (Mỗi HS điền kết quả của một trƣờng hợp) 

+ GV: Nhận xét, sửa chữa cho HS làm sai (nếu có). Yêu cầu HS ghi nhớ và viết các 

kết quả sau vào vở:  

+ Cho HPT (chứa tham số) dạng bậc nhất hai ẩn:
1 1 1

2 2 2

 


 

a x b y c

a x b y c
 

: 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

, , .
x y

a b c b a c
D D D

a b c b a c
    

+ Nếu 0D   thì hệ có nghiệm  duy nhất ;
yx

DD
x y

D D
  . 

+ Nếu 

0

0

0

x

y

D

D

D





 

 thì hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 

2 2 2 2

1 2 1 2

0

0

0

 


 


   

x y

D

D D

a a b b

thì hệ m. 



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

42 

+ Nếu 
1 2 1 2

2 2

1 2

0

0

0

0

x y

D

D D

a a b b

c c




 


   
  

 thì hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 
1 2 1 2

1 2

0

0

0

0




 


   
  

x y

D

D D

a a b b

c c

 thì hệ vô số nghiệm. 

    Hoạt động 2: Vận dụng vào giải toán: 

GV cho HS giải các bài toán sau: 

Bài toán: Giải và biện luận HPT sau: 
 

 
 

1 sin cos cos
 

cos 1 sin sin

x y

x y

  


  

   


  

  

 Với bài toán này GV có thể hƣớng dẫn để HS nhận dạng đƣợc HPT trên. 

+ GV: HPT trên có phải là HPT bậc nhất hai ẩn đối với hai biến x và y không?  

+ HS: Suy nghĩ, dựa vào định nghĩa HPT hai ẩn x và y để đƣa ra câu trả lời, từ đó HS 

đƣa ra đƣợc lời giải sau: 

Lời giải: Ta có:  

 

 

 

1 sin cos
2sin sin 1

cos 1 sin

cos cos
cos 1 2sin

sin 1 sin

1 sin cos
sin 1

cos sin

x

y

D

D

D

 
 

 

 
 

 

 


 


  



  



  

 

+  Biện luận:  

+ Nếu  
sin 0

0
sin 1 2

2

k

D k
k

 



  


 

    
   



  

 thì hệ có nghiệm duy nhất:

 
 

cos 1- 2sin

2sin sin -1

1

2sin

x

y

 

 













 



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

43 

+ Nếu  
sin 0

0
sin 1 2

2

k

D k
k

 



  


       



  

+ Nếu k   thì hệ đã cho trở thành:
   

 

1 1

1 0

k k

k

x

x y

    

  

 

+ Ta thấy dù k chẵn hay k lẻ thì hệ trên luôn vô nghiệm. 

+ Nếu 2
2

k


   thì hệ đã cho trở thành: 
0. 0. 0

0. 0. 1

x y

x y

 


 
 hệ này vô nghiệm. 

+ Kết luận:  

+ Nếu  
2

2

k

k
k

 


 





 



  thì hệ có nghiệm duy nhất: 

 
 

cos 1- 2sin

2sin sin -1

1

2sin

x

y

 

 













 

+ Nếu k   và 2
2

k


   ,  k  thì hệ vô nghiệm. 

Ví dụ 2: Dạy học giải HPT  đƣa về HPT bậc nhất hai ẩn. 

      Hoạt động 1: Mở rộng, đào sâu phƣơng pháp giải HPT bậc nhất hai ẩn vào giải 

các dạng HPT khác. 

+ GV nêu vấn đề:  

Ta đã biết một HPT bậc nhất hai ẩn luôn giải đƣợc bằng phƣơng pháp thế, 

phƣơng pháp cộng đại số hoặc thông qua công cụ định thức cấp hai. Khi đứng trƣớc 

một HPT nào đó, nếu tinh ý quan sát, ta có thể đƣa một HPT phức tạp về một HPT 

bậc nhất hai ẩn đơn giản hơn, từ đó sử dụng đƣợc các phƣơng pháp giải hệ bậc nhất 

hai ẩn quen biết để xứ lý bài toán. 

+ GV đƣa ra câu hỏi: Em hãy nêu một vài dấu hiệu nhận biết một HPT bất kỳ có thể 

đƣa đƣợc về một  HPT bậc nhất hai ẩn? 

+ HS: Suy nghĩ vận dụng định nghĩa HPT bậc nhất hai ẩn và lấy một vài ví dụ để trả lời câu hỏi. 

+ GV: Nhận xét câu trả lời của HS và đƣa ra một số dấu hiệu nhận biết một HPT bất  

 kỳ có thể đƣa đƣợc về HPT bậc nhất hai ẩn:  

+ p lại ở cả hai PT của hệ (một căn thức, hoặc một biểu thức của x 

và y,...) và các thành phần còn lại chỉ có dạng bậc nhất của x và y. 
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+ GV đƣa ra ví dụ:  

+ Hệ 
 

 
 

2 8 4 3 7
,

2 2 8 7 6 3

x y xy xy y
x y

x y xy x y xy

     


     

  có thể đƣa về HPT bậc nhất hai 

ẩn do có đại lƣợng 2 8xy   p lại ở cả hai PT của hệ, các thành phần còn lại đều có 

dạng bậc nhất theo x và y. 

+ GV: Thật vậy, đặt 
2 8

2 8 0
2

u
u xy xy


     , ta đƣợc HPT bậc nhất hai ẩn x 

và y là: 
 

   

2

2

3 2 9

1 7 2 21 3

ux u y u

u x u y u

    


    

 

+ Có hai nhân tử lặp lại ở cả hai PT của hệ ( có hai căn thức, hai biểu thức của x và y,… ). 

+ GV: Lấy ví dụ: Hệ 

 
 

2 3 2

4 2

5

4
,

5
1 2

4

x y x y xy xy

x y

x y xy x


     


     


 có thể đƣa về HPT bậc 

nhất hai ẩn do cả hai PT của hệ đều có hai đại y và 2y . 

+ GV: Thật vậy, viết lại HPT trên dƣới dạng:

 

 

2 3 2

2 2 4

5
1

4

5
2

4

xy x x y x

y x x y x


     


     


 

+ Đặt 2,a y b y  , ta đƣợc HPT bậc nhất hai ẩn a và b:

 

 

3 2

2 4

5
1

4

5
2

4

xa x x b x

a x x b x


     


     


 

   Hoạt động 2: Vận dụng vào giải toán: 

+ GV: Yêu cầu HS giải bài toán sau: 

           Bài toán 1: Giải HPT: 
 

 

2 2

2 2

4 0             1

2 5 2 0 2

x y x y

x xy y x y

     


     

 

      ): 

+ Hệ PT đã cho gồm hai PT bậc hai đối với x và y. Với hệ này HS có thể giải bằng 

phƣơng pháp biến đổi một trong hai PT của hệ về dạng tích nhờ phân tích đa thức 

thành nhân tử hoặc xem một trong hai PT của hệ là là PT bậc hai theo x hoặc y.  
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+ Trong trƣờng hợp này ẩn còn lại đóng vai trò tham số. Thực hiện tính biệt thức  . 

Nếu   là chính phƣơng thì sẽ tìm đƣợc mối liên hệ giữa x và y. Sau đó thực hiện rút 

thế x theo y hoặc y theo x và thế vào PT còn lại của hệ.  

     : 

+ Xét PT (2) của hệ ta có: 

     2 2 2 22 5 2 0 2 5 2 0 *x xy y x y x y x y y              

+ Ta có:      
2 225 8 2 3 3 0x y y y y          . 

+ Suy ra PT (*) có hai nghiệm: 
1

2

y
x


 và 2x y  .  

+ Tiến hành rút thế vào PT(1), HS sẽ tìm đƣợc nghiệm của hệ. 

? 

+ HS: x và y. 

:  

+ HS: Đặt 2t x . Khi đó hệ trở thành: 
 

2

2

4

2 5 2

t x y y

t y x y y

     


    

 

+ Xét hệ bậc nhất hai ẩn t và x có: 

  

2

2

2

2

3 2

2

1 1 1 4
7;  3 10

2 5 2 2

4 1
3 10 8

2 5

x

t

y y
D y D y y

y y y

y y
D y y y

y y y

  
      

  

  
     

  

 

+ Vì 7y  không là nghiệm của hệ nên suy ra 0D  .  

+ Khi đó hệ có nghiệm duy nhất:

t

x

D
t

D

D
x

D





 


 

+ Vì 

2

2 t xD D
t x

D D

 
    

 
 

      
2

2 3 2 2. 7 3 10 18 3 10t xD D D y y y y y y            

     
24 3 2 25 2 24 34 13 0 1 5 8 13 0y y y y y y y            
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1 1

13 4

5 5

y x

y x

  

     


(TM) 

+ Vậy hệ có hai nghiệm:  
4 13

1;1 , ;
5 5

 
  
 

. 

Nhận xét: 

 này cách đƣa về HPT bậc nhất hai ẩn có vẻ việc tính 

toán trở nên nặng nề phức tạp. Nhƣng cái mà HS thu đƣợc trong lời giải này là sự 

sáng tạo độc đáo khi vận dụng đƣợc công thức giải hệ bậc nhất hai ẩn vào giải HPT 

bậc hai hai ẩn. Nhƣ thế, khi đứng trƣớc một HPT, HS sẽ có nhiều sự lựa chọn khác 

nhau về mặt phƣơng pháp, tạo nên sự linh hoạt, mền dẻo trong giải toán.  

:  

Bài toán 2: Giải HPT:  
 

 
 

2 2 2

2 2 2

7 2 1 2
I ,

2 7 2 1 3

x y x y y xy y
x y

x x x y y xy x

      


     

  

   GV: HPT trên có thể đƣa về HPT bậc nhất hai ẩn theo hai biến mới đƣợc không? 

Nếu đƣợc, em hãy thực hiện? 

+ HS: Suy nghĩ, vận dụng các dấu nhận biết ở trên để trả lời câu hỏi, từ đó đƣa ra 

đƣợc lời giải sau: 

Lời giải:Với điều kiện  ,x y , ta đặt 

2

2

7 0

2 1 0

a x

b y

   


  

 

+ Khi đó HPT trở thành: 
 

 
 

2

2

2
 II

2 3

x y a yb xy y

xa x y b xy x

    


   

 

+ Xem HPT (II) là hệ bậc nhất hai ẩn ,a b . Khi đó ta tính đƣợc các định thức: 

 
2

2 2 2 2

2

2
; 2

2 3
x

x y y xy y y
D x y D y x y

x x y xy x x y

 
     

  
 

 
2

2 2

2

2

2 3
y

x y xy y
D x x y

x xy x

 
   


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+ Nêu 2 20 0 0D x y x y        (TM) 

+ Nếu 2 20 0D x y     ta có 

2

2

2
7 2 3

22 1

x

y

D
a y

x y xD

D yy xb x
D


       

   
     



 

+ Vậy HPT (I) có hai nghiệm là  0;0 và  3;2 . 

Nhận xét: Với bài toán này việc HS nhận ra dạng của hệ đã cho có thể đƣa 

đƣợc về HPT bậc nhất hai ẩn là vô cùng hợp lý! Có thể nói đây là điểm mấu chốt, 

bƣớc đột phá dẫn đến một lời giải đẹp mắt cho bài toàn. Rõ ràng lời giải trên hết sức 

tự nhiên, trong sáng và không kém phần độc đáo. Qua hai bài toán trên HS đã đƣợc 

củng cố, đào sâu, mở rộng và tập luyện kĩ năng giải HPT bằng phƣơng pháp chuyển 

HPT trình đã cho về HPT bậc nhất hai ẩn và sử dụng phƣơng pháp giải truyền thống 

của HPT bậc nhất hai ẩn là công cụ định thức cấp hai, tiến đến giải quyết bài toán. 

2.2.2. Biện pháp 2: Tập luyện cho HS thói quen không suy nghĩ cứng nhắc theo 

những quy tắc đã học, không máy móc áp dụng những mô hình đã gặp để ứng 

xử linh hoạt trƣớc những tình huống mới. 

a) Cơ sở  và ý nghĩa của biện pháp: 

.

, không suy 

nghĩ cứng nhắc theo những quy tắc đã học, không máy móc áp dụng những mô hình 

đã gặp để ứng xử linh hoạt trƣớc những tình huống mới.

. Từ đó tạo điều kiện thuận lợi cho việc phát 

triển TDST cho HS.  

b) Cách thực hiện:  

+ GV: Tổ chức các hoạt động dạy học mà qua đó HS phải suy nghĩ linh 

hoạt, mềm dẻo, không rập khuôn máy móc, phải thực hiện các hoạt động trí tuệ chung 

nhƣ: phân tích, so sánh, liên tƣởng,… để tìm ra cách thức mới, vấn đề mới. 

+ Thông thƣờng GV yêu cầu HS làm các bài tập mà thoạt nhìn HS nghĩ là có 

thể làm đƣợc bằng cách đã biết, quen thuộc. Tuy nhiên khi bắt tay vào làm thì gặp 

khó khăn, thậm chí là không thể giải nổi theo cách đó. Hoặc GV đƣa ra cho HS các 

bài tập có thể giải theo cách đã học (cách cũ) nhƣng GV yêu cầu HS không giải theo 
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cách đó (cách đã biết) mà hãy tìm lời giải mới cho bài toán. Khi đó đòi hỏi HS phải 

chuyển hƣớng tƣ duy để tìm cách giải mới. Ví dụ GV yêu cầu HS giải một HPT bằng 

phƣơng pháp của hình học, mặc dù HPT đó HS có thể giải tốt bằng phƣơng pháp của 

đại số, trong trƣờng hợp này các em phải chuyển hƣớng tƣ duy để kiếm tìm lời giải 

mới bằng phƣơng pháp hình học cho bài toán. 

+ Khi thực hiện biện pháp này, GV phải linh hoạt, mềm dẻo trong gợi vấn đề 

để HS có thể tổng hợp đƣợc các công cụ đã học để giải quyết bài toán, không áp đặt 

để HS có thể phát triển đƣợc thói quen không suy nghĩ cứng nhắc hay máy móc bắt 

chƣớc theo một hƣớng giải quyết nào đó. GV cũng cần để HS sáng tạo và khích lệ sự 

sáng tạo của HS khi đƣa ra các hƣớng giải quyết chứ không liệt kê ra cụ thể tất cả các 

phƣơng pháp mà nên đƣa ra các dấu hiệu tƣơng ứng của bài toán rồi gợi ý dần dần 

đến khi HS phát hiện ra phƣơng pháp. 

T : 

c) Một  số ví dụ: 

Ví dụ 1: Dạy học giải HPT :  (I) 
 

 

4 4

10 10

1     1

1   2

  


 

x y

x y
 

 

GV có thể tổ chức dạy học nhƣ sau: 

+ GV: HPT này thuộc dạng cơ bản  nào? Cách giải ?  

+ HS : Đây là HPT thuộc dạng hệ đối xứng loại 1. Đặt   , .x y S xy P  

+ GV: Các em hãy tìm cách giải HPT trên? 

+ HS: Đến đây HS sẽ tìm cách biến đổi HPT đã cho về HPT mới mà các PT trong hệ 

có chứa tổng x y  và tích xy . Tuy nhiên các em vấp phải một trở ngại không nhỏ, khi số 

mũ của x và y trong hệ là quá lớn nên việc đƣa về tổng và tích của x và y là không hề đơn 

giản. Nhƣ vậy HS đã gặp phải khó khăn khi vận dụng cách giải truyền thống của HPT đối 

xứng loại 1. Các em cần phải chuyển hƣớng tƣ duy tìm cách giải khác cho bài toán. 

+ GV có thể gợi ý cho HS nhƣ sau (nếu cần): Với HPT trên x và y có số mũ là khá 

cao và đều là bậc chẵn. Hơn nữa tổng của chúng bằng 1. Điều này lên gợi ý tƣởng ta 

có thể đánh giá hệ đã cho trên miền giá trị của x và y. Sau đó xét dấu đẳng thức xảy ra 

để suy ra nghiệm của hệ. 

+ HS: Từ (1) có: 4 40 1,0 1x y    . Suy ra: 1, 1x y  . 
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+ Với 10 40 1x x x     

+ Với 10 40 1y y y     

+ Nên: 10 10 4 4x y x y      (3) 

+ Từ (1), (2) và (3) ta suy ra: 
 

 

4 610 4

10 4 4 6

0

1 0 1

01 0

1

x

x x xx x

yy y y y

y

 
       

   
        

 

+ Thay vào hệ m nhƣ sau: 

    
0

1

x

y




 
 hoặc 

1

0

x

y

 



 

Nhận xét: Nhƣ vậy qua hoạt động tìm tòi lời giải HPT (I), HS đã đƣợc tập luyện 

với việc suy nghĩ linh hoạt, không rập khuôn máy móc, không áp dụng cứng nhắc theo 

những quy tắc đã học, những mô hình đã gặp. HS đã nhận xét đƣợc miền giá trị của x và y, 

dựa vào đặc điểm riêng của HPT, dẫn đến phép đánh giá bất đẳng thức đầy tinh tế, tạo nên 

một lời giải đẹp cho bài toán. HS cũng đã nhìn thấy chức năng mới (giải hệ phƣơng trình) 

của một đối tƣợng quen thuộc (là công cụ bất đẳng thức) . Nhƣ vậy hoạt động này đã rèn 

luyện đƣợc tính mềm dẻo linh hoạt của TDST cho HS. :  

Ví dụ 2: Dạy học giải HPT: 

2014 2015 2016

2 2 2

2013 2014 2015 2014

2 4 6 7 0

2 4 5 0

x x x

x y z x y z

x y z

   


      
    


 

 

Khi gặp bài toán này HS sẽ nghĩ ngay đến những cách giải quen thuộc nhƣ 

phƣơng pháp thế, phƣơng pháp biến đổi tƣơng đƣơng, phƣơng pháp đặt ẩn phụ, hoặc 

phƣơng pháp đánh giá,...Tuy nhiên nếu áp dụng một cách rập khuôn máy móc những 

cách đó thì sẽ gặp khó khăn, bế tắc. Đến đây đòi hỏi HS phải tƣ duy linh hoạt, mềm 

dẻo, phải chuyển sang hƣớng khác để tìm lời giải. GV có thể hƣớng dẫn HS chuyển 

hƣớng tƣ duy sang phƣơng pháp hình học nhƣ sau: 

 + GV: Trong không gian Oxyz, PT thứ hai và thứ ba trong hệ là PT của các mặt nào? 

 + HS: PT thứ hai và thứ ba trong hệ lần lƣợt là PT của mặt cầu (S) và PT của 

mặt phẳng (P). 
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+ GV: Em hãy xác định tâm và bán kính của mặt cầu (S)? 

+ HS: Mặt cầu (S) có tâm  1; 2; 3I    , bán kính 21R  . 

+ GV: Em hãy tính khoảng cách từ tâm I của mặt cầu (S) đến mặt phẳng (P)? 

+ HS:   
     

2 2 2

2. 1 1. 2 4. 3 5
, 21

2 1 4
d I P

     
 

 
 

+ GV: Hãy so sánh khoảng cách từ tâm của mặt cầu (S) đến mặt phẳng (P) với 

bán kính của mặt cầu (S)? Từ đó rút ra nhận xét về vị trí tƣơng đối của mặt cầu (S) và 

(P) trong không gian Oxyz? 

+ HS: Khoảng cách từ tâm của mặt cầu (S) đến mặt phẳng (P) bằng bán kính 

của mặt cầu (S). Do đó mặt phẳng (P) tiếp xúc mặt cầu (S). 

+ GV: Em hãy nêu cách xác định tọa độ tiếp điểm của (P) và (S)?  

+ HS: Viết PT tham số của đƣờng thẳng d qua tâm I của mặt cầu (S) và vuông 

góc với mặt phẳng (P). Tọa độ tiếp điểm của (P) và (S) là nghiệm của hệ tạo bởi PT 

của đƣờng thẳng d và PT  mặt phẳng  (P). 

+ GV: Em hãy thực hiện? 

+ HS: Phƣơng trình tham số của đƣờng thẳng d qua tâm I của (S) và vuông 

góc với (P) là: 

1 2

2

3 4

x t

y t

z t

  


  
   

 

Tham số t ứng với giao điểm M của d và (P) là nghiệm của PT: 

     2 1 2 2 4 3 4 5 0 1t t t t             

Thay 1t   vào PT tham số của d ta tìm đƣợc:  1; 1;1M  . 

     + GV: Em hãy thay tọa độ của điểm M vào PT thứ nhất của hệ xem có thỏa 

mãn hay không? Từ đó hãy kết luận về nghiệm của hệ? 

     + HS: Thay tọa độ của đi m M vào PT thứ nhất của hệ thấy thỏa mãn. 

     + Vậy HPT đã cho có nghiệm duy nhất:  1; 1;1 . 

 Nhận xét: Nhƣ vậy bằng cách tổ chức hƣớng dẫn HS tìm tòi lời giải nhƣ trên GV 

đã giúp HS tập luyện quen không suy nghĩ cứng nhắc theo những quy tắc đã học, 

không máy móc áp dụng những mô hình đã gặp để ứng xử linh hoạt trƣớc những tình 

huống mới. Qua đó rèn luyện đƣợc tính mềm dẻo của TDST cho HS.  
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2.2.3. Biện pháp 3: Hƣớng dẫn và luyện tập cho học sinh khả năng nhìn bài toán 

giải hệ phƣơng trình dƣới nhiều góc độ khác nhau để có thể tìm đƣợc nhiều cách 

giải khác nhau.   

a)Cơ sở và ý nghĩa của biện pháp:  

. Tính nhuần nhuyễn đƣợc đặc trƣng bởi khả năng tạo ra một số 

lƣợng nhất định các ý tƣởng. Số ý tƣởng nghĩ ra càng nhiều thì khả năng xuất hiện ý 

tƣởng độc đáo càng lớn. 

. 

b) Cách thực hiện: 

+ GV đƣa ra các bài toán về HPT có thể giải bằng nhiều cách, nhiều phƣơng pháp 

khác nhau. Yêu cầu HS giải các HPT đó bằng nhiều cách khác nhau, nhận xét về ƣu 

nhƣợc điểm của từng cách giải, lợi thế của mỗi phƣơng pháp sử dụng trong mỗi cách. 

+ GV: Hƣớng dẫn HS xem xét bài toán ở nhiều hƣớng khác nhau, dƣới nhiều góc độ, nhiều 

khía cạnh khác nhau, từ đó tìm đƣợc nhiều cách giải  và cách giải tối ƣu cho bài toán. 

+ HS phân tích đƣợc ƣu điểm, nhƣợc điểm, lợi thế của từng cách giải và lựa chọn 

đƣợc cách giải tối ƣu, cách giải độc đáo cho bài toán. 

c) Một số ví dụ: 

Ví dụ 1: Trong giờ học bồi dƣỡng HSG, GV dùng phiếu học tập sau: 

 

 

 

 

     GV cho HS làm việc cá nhân, tích cực suy nghĩ tìm câu trả lời và ghi ra giấy. 

+  GV dự kiến các câu trả lời mà HS có thể đề xuất. 

+) 1: Có các phƣơng pháp giải hệ nhƣ: Phƣơng pháp thế (thế một ẩn theo ẩn 

kia, thế biểu thức của biến, thế hằng số), phƣơng pháp biến đổi tƣơng đƣơng, phƣơng 

pháp đặt ẩn phụ, phƣơng pháp đƣa một PT của hệ về PT tích hoặc PT đẳng cấp, 

1) Em hãy nêu các phƣơng pháp giải HPT mà em biết? 

2) Em hãy giải HPT: (I) 
   

 
 

2

3

12 12 12  1
 ,

8 1 2 2               2

x y y x
x y

x x y

    


    

   

bằng các khác nhau? 

3) Trong các cách giải tìm đƣợc, em thích cách nào nhất ? Vì sao? 



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

52 

phƣơng pháp đánh giá bất đẳng thức, phƣơng pháp hàm số, phƣơng pháp lƣợng giác 

hóa, phƣơng pháp đồ thị và hình học,… 

+) 2: 

+ Điều kiện : 
2

2 12

12 0

y

x

 


 
  

2 12

2 3 2 3

 

  

y

x
 

+ ) Cách 1:  

+ Ta có:
2 12

12
2

x y
x y

 
   và  

2
2 12

12
2

y x
y x

 
   nên: 

     212 12 12.x y y x     Do đó (1)
2

0

12

x

y x


 

 
 

+ Thay 212y x   vào (2) ta đƣợc: 

 

 
 

 

3 2 3 2

2

2

8 1 2 10 8 3 2 1 10 0

2 3
3 3 1 0 3

1 10

x x x x x x

x
x x x

x

          

 
      

  

 

+ Do 0x   nên 
 2

2

2 3
3 1 0

1 10

x
x x

x


   

 
. Thế thì  3 3x  . 

+ Thay vào HPT và đối chiếu với điều kiện ta đƣợc nghiệm:  3;3 . 

+) Cách 2: Đặt 12 0tx y   . Suy ra: 2 2 12 .t x y   

 + PT (1) đƣợc viết lại nhƣ sau:   2 2 2 212 12 12tx t x x     

    
2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 4 2

144 12 12 12

144 12 12 12

tx x x t t x

x x t t x tx

     

     

 

+ Bình phƣơng hai vế và thu gọn ta thu đƣợc PT hệ quả:  

    2 2 2 2 2 2
0

2 0 1 2 0
1

x
x x t tx x t t

t


        


 

+ Nếu 0x   thì 12y  , không thỏa mãn hệ phƣơng trình. 

+ Nếu 1t   thì 
2 2

0 0
12

12 12

x x
x y

x y y x

  
    

    
 

+ Đến đây thực hiện giải tƣơng tự nhƣ ở cách 1. 

+) Cách 3: Đặt 2 2 2 212 ,12 ,x u y v y      với , , 0.u v    
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+ Ta thiết lập đƣợc HPT sau:        2 2 2 2 2 2

2 2

12

12 2  *

12

xv u

x u x u v xv u

v



 



 


       


 

 

   

   

   

2 2 2 2

2 2

2 2 0

0

x xv v u u

x v
x v u

u

 




      


      



 

+ Khi đó 
22

12 0

1212

x y x

y xx y

   
 

   

 

+ Đến đây, thực hiện giải tƣơng tự cách 1. 

+) Cách 4: Việc đặt ẩn phụ hoàn toàn giống cách 3 và ta có hệ: 2 2

2 2

12

12

12

xv u

x u

v





 


 


 

 

+ Lại đặt    ; , ; .a x u b v  
 

  

+ Áp dụng bất đẳng thức . .a b a b
   

, ta có: 2 2 2 212 . 12xv u x u v        

+ Dấu “” xảy ra a


 và b


 cùng phƣơng
x u

v 
  . Điều này dẫn đến: 

   

 
 

2

2 2

1212
**

12 12 12 12

yx x x

y y x y


  

   

 

+ Xét hàm số    
2

, 0;2 3 .
12

t
f t t

t
 


 

+ Ta có:  
 

 
2 2

12
' 0, 0;2 3 .

12 12
f t t

t t
   

 
 

+ Suy ra  f t  đồng biến trên  0;2 3 .  

+ Khi đó PT (**)    12f x f y   nên
2

0
12

12

x
x y

y x


   

 
 

+ Đến đây, thực hiện giải tƣơng tự cách 1. 

+) Cách 5: Do 2y   và  212 0y x  nên 
212 0x  . 

+ Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki, ta có:  



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

54 

       2 2 2 212 12 12 12 . 12 12 12x y y x x y x y x x y y              

+ Dấu “” xảy ra khi và chỉ khi:    

  

 

2

2 2 2

12 1212

12 12 12 12 12

y yx x x x

y y yx x y

 
    

    

 

+ Đến đây giải tƣơng tự cách 4 bằng cách sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

+) Cách 6: Đặt 12 0.t y   Suy ra: 212y t  . 

+  Khi đó PT (1) đƣợc viết thành:   2 212 12 12xt t x     

   2 2 2 2144 12 12 12 .x t t x xt       

+ Bình phƣơng hai vế và thu đƣợc PT hệ quả: 2 2 2 0 0x t xt t     .  

+ Suy ra:
2

0
12

12

x
x y

y x


   

 
 

+ Thay 212y x   vào PT(2) ta đƣợc:  

    3 2 2 28 1 2 10 8 1 2 10x x x x x x          

+ Đặt 210 0t x   . Suy ra: 2 210t x  , ta đƣợc PT: 

  
 2

2

2 2
2 2

2 1
10 8 1 2

, 22
10 10

t
x t t x

tt
t x t x

      
   

    

. 

+ Khi đó 

2

2 6 4 22 1
10 14 48 4 39 0

2

t
t t t t t

t

 
        

 
 

        5 4 3 21 13 13 35 39 0 ***t t t t t t         

+ Ta có:      5 4 3 2 3 2 2 213 13 35 39 13 13 3 1 4t t t t t t t t t t             

      4 21 13 35 4 0, 0; 10t t t t         
 

 

+ Do đó: PT (***) 21 10 1 3.t x x        

+ So điều kiện, suy ra: 3.x   Vì thế 3.y   

+ Vậy HPT có nghiệm duy nhất:  3;3 . 

+) Cách 7:  tƣơng tự nhƣ các cách giải trên ta đi đến PT:   

   3 28 1 2 10 0x x x     . 
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+ Xét hàm số:   3 28 1 2 10 , 0; 10f x x x x x       
 

.  

+ Ta sẽ tính đến đạo hàm cấp hai:  

    2

2

2
' 3 8 , 0; 10

10

x
f x x x

x
   



                                                                

   
 



2
2

2

2

2
2 10

10
'' 6 0, 0; 10

10

x
x

x
f x x x

x

 
     




 

+ Suy ra  'f x  đồng biến trên  0; 10 . Do đó  f x có tối đa hai nghiệm. 

+ Lại thấy 1x    và 3x  là hai nghiệm của PT   0f x  .  

+ Nhƣng do 0; 10x  
 

 nên chỉ có nghiệm 3x  thỏa mãn.  

+ Với 3x   ta cũng tính đƣợc 3.y   

+ Vậy hệ có nghiệm duy nhất:  3;3 . 

+) Cách 8:  tƣơng tự nhƣ các cách giải trên ta đi đến PT:   

  3 28 1 2 10 0x x x      (1) 

+  PT (1) 3 28 1 2 10x x x      (2) 

+ Điều kiện để PT (2) có nghiệm là:  

   3 3 28 1 0 8 1 8 8 0 2 2,  do 0.x x x x x x x x x              

+ Xét hàm số   3 28 1 2 10f x x x x      

+ Đạo hàm:   2

2

2
' 3 8 0, 2 2.

10

x
f x x x

x
     


 

+ Mà  3 0f  nên 3x  là nghiệm duy nhất của PT(2). 

+ Vậy HPT đã cho có nghiệm duy nhất:  3;3 . 

+) Cách 9: Đặt 212 0 12 .t y y t       PT (1), đƣợc viết thành: 

       2 2 2 2 2 212 12 12 144 12 12xt t x xt x t x t          . 

+ Ta có:  2 2 2 2 2 2144 12 144 24xt x t t x xt xt t x         

+ Xét biểu thức: 2 2144 24 12P xt xt x t xt xt        

+ Lại vì   2 212 12 12xt t x    nên 12.xt   Dẫn đến 12 12 .xt xt    
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+ Khi đó: 12.P   Dấu “” xảy ra khi và chỉ khi:  

   2 2

2

0
2 12

12

x
x t xt x t x y

y x


        

 
 

+ Đến đây giải tƣơng tự cách 1. 

+) 3: Mỗi em có thể thích một cách giải với những lý do các em đƣa ra.  

+  GV gọi lần lƣợt một số HS lên trình bày kết quả của mình. Cho cả lớp thảo luận, 

đóng góp ý kiến.  

+ GV nhận xét, đánh giá (có thể cho điểm theo tiêu chí: số cách làm đƣợc nhiều hay 

ít). Sau đó GV củng cố hệ thống các phƣơng pháp giải cho HS. 

Nhận xét: Cách tổ chức hoạt động dạy học nhƣ trên đã rèn luyện cho HS biết 

nhìn nhận, tiếp cận bài toán theo nhiều hƣớng khác nhau, từ đó đề xuất đƣợc nhiều 

cách giải khác nhau. Việc HS thích cách nào không quan trọng, điều quan trọng là 

thông qua việc bày tỏ quan điểm của mình, HS đƣợc luyện tập các hoạt động trí tuệ 

nhƣ phân tích, so sánh, đánh giá, tổng hợp. Đồng thời HS cũng có thể thấy cách giải 

1, là trong sáng, giản dị nhất nhƣng cách giải độc đáo thì phải kể đến cách 3, cách 7 

vì nó có cách suy nghĩ sáng tạo là dựa vào bất đẳng thức vectơ và ứng dụng của đạo 

hàm cấp hai. Nhƣ vậy HS đã đƣợc rèn luyện tính mềm dẻo, tính nhuần nhuyễn, tính 

hoàn thiện, tính độc đáo của TDST. 

Ví dụ 2: Giải HPT :
   

      
 

2

2 2 0                              1
 ,

1 1 3 1 3  2

y x x y
x y

x y y x y x

    



      



  

  GV có thể hƣớng dẫn cho HS tiếp cận bài toán từ nhiều hƣớng để tìm đƣợc nhiều 

cách giải khác nhau nhƣ sau: 

+ GV: Quan sát HPT ta thấy, PT (2) khá phức tạp, biểu thức của x và y tƣơng đối xấu 

nên chƣa khai thác đƣợc gì. Do đó định hƣớng của ta là xuất phát từ PT (1), thực hiện 

biến đổi để tìm mối liên hệ giữa x và y. 

 Hướng thứ nhất: 

+ GV: Để tìm đƣợc mối liên hệ giữa x và y từ PT (1), ta sẽ thực hiện bình phƣơng hai 

vế với mong muốn loại bỏ đƣợc căn thức. Làm thế nào có thể loại bỏ ngay đƣợc căn 

thức khi bình phƣơng? 

+ HS: Chuyển mỗi căn thức về một vế. 
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+ GV: Để phép bình phƣơng hai vế là tƣơng đƣơng, ta cần thêm điều kiện gi? 

+ HS: Ta cần thêm điều kiện hai vế cùng dấu. 

+ GV: Em hãy thực hiện: 

+ HS: Làm theo gợi ý của GV. 

+ Điều kiện:  
2

2

2 0
1

0
0 3

1 0
3 0

3 0

x
x

y
y

x
x y x

x y x

 
  

 
  

  
     

 

+ Từ PT (2) ta thấy, PT (2) có nghiệm thì  3 0 3  4y y    . 

+ Từ (3) và (4), ta đƣợc:  
2

1, 3
  5

3 0

x y

x y x

  


  
 

+ Ta có: PT (1)  

   
2 2

2

2 2 0

2 2

y

y x x y x

y x x y

 


     


  

 

        

     

2 2 2

2

0

4 4 2 8 8

2

0

2 2 2 4 2 0

y

x

y x xy x y y x y

y

x

xy y x y y x y x

 


 


     

 


 
         

 

        

  

0 0

2 2

2 2 4 0 2 0

2 4 0

x x

y y

y x xy y y x

xy y




  
 

    
         

   

 

+ GV: Nhƣ vậy tới đây HS đã tìm đƣợc mối liên hệ giữa x và y. Các em tiếp tục xét 

từng trƣờng hợp và thực hiện rút thế vào (2). 

+ Với 2 0 2.y x y x      Do 3y   nên 1x   . 
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+ Thế 2y x   vào (2), ta đƣợc:       21 2 1 1 2 2 1   *x x x x x         

+ GV:  PT (*) có thể giải đƣợc bằng phƣơng pháp hàm số. Em hãy biến đổi để hai vế 

của PT (*) có cùng hàm đặc trƣng? 

+ HS: Thực hiện theo gợi ý của GV. 

+ PT (*)       
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1x x x x
 

          
 

 (**) 

+ Xét  hàm số đặc trƣng:      2 21 1 1 , 1;f t t t t t t t          

+ Đạo hàm:    
2

2

2
' 1 1 0, 1;

2 1

t
f t t t

t
        


 

+ Do đó hàm số  f t  đồng biến trên 1;  . 

+ Khi đó PT (**)    1 1f x f x     

    
2

1
1

1 1 3 50
3 0

3

x
x

x x x yx
x x

x


 

         
    

 (TM). 

+ Với 2 4 0xy y   , ta có: 

+ Do 0x  , 3y   nên 2 4 0 6 4 2 0xy y       . 

+  Suy ra PT: 2 4 0xy y   (VN) 

+Kết luận: Hệ có nghiệm duy nhất:  3;5 .  

 Hướng  thứ hai: 

+ GV: Sử dụng phƣơng pháp bình phƣơng hai vế ta đã tìm đƣợc mối quan hệ giữa x 

và y.  Ngoài cách làm trên ta có thể tìm đƣợc mối quan hệ giữa x và y bằng những 

cách nào? 

 + HS: Ta có thể dùng phƣơng pháp đặt ẩn phụ, đƣa về phƣơng trình tích. 

 + GV: Em hãy thực hiện: 
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+ HS:  Tiến hành giải bằng PP đặt ẩn phụ: 

+ Điều kiện:  
2

2

2 0
1

0
0 3

1 0
3 0

3 0

x
x

y
y

x
x y x

x y x

 
  

 
  

  
     

 

+ Đặt 
2, 0

, 0

a x a

b y b

   


 

 

+ Khi đó PT (1) trở thành:     2 2 2 22 2 0 2 2 0b a a b ab a b a b          

    2 0
2

a b
a b ab

ab


      

 
 

+ Với 2ab    (loại), do 0, 0a b  . 

+ Với 2 2a b x y y x       . 

+ Đến đây HS giải nhƣ hƣớng thứ nhất. 

 Hướng thứ ba: 

+ GV: Với hai hƣớng truyền thống là bình phƣơng hai vế và đặt ẩn phụ ta đã loại bỏ 

đƣợc căn thức, từ đó tìm đƣợc mối quan hệ giữa x và y. Hai hƣớng đó đều thể hiện 

đƣợc ƣu điểm đối với bài toán này là cho lời giải gọn gàng, tƣờng minh. Các em còn 

hƣớng xử lý nào khác mà hay nữa không? 

+ HS: Ta có thể tìm đƣợc mối liên hệ giữa x và y nhờ xử lý PT (1) bằng phƣơng pháp hàm số.  

+ GV: Em hãy tìm lời giải theo hƣớng này? 

+ HS: Điều kiện:  
2

2

2 0
1

0
0 3

1 0
3 0

3 0

x
x

y
y

x
x y x

x y x

 
  

 
  

  
     

 

+ Xét 0, 2y x   không là nghiệm của hệ phƣơng trình. 

+ Xét  0, 2y x   , ta có: 

+ PT (1)
 

 

2

2 22 2
  ***

2 2

xy x y

y x y x

  
   

 
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+ Xét hàm số:  
2 2 2t

f t t
t t


    trên  0;  

+ Đạo hàm:   2

2
' 1 0, 0f t t

t
     . 

+ Suy ra hàm số  f t  đồng biến trên  0; . 

+ Do đó PT (***)    2 2 2f y f x y x y x         . 

+ Đến đây, giải nhƣ hƣớng 1 và hƣớng 2. 

 Hướng thứ tư: 

+ GV: Với ba cách làm trên em đều tìm đƣợc mối liên hệ giữa x và y từ PT (1) là: 

2y x  . 

+ Nói khác đi PT (1) có một nhân tử là: 2y x  . Đối với một PT bậc hai bất kỳ theo 

một ẩn nào đó, có thể đƣa về dạng tích đƣợc, chứng tỏ biệt thức của nó có dạng 

chính phƣơng. Vì vậy ta có thể xem PT (1) của hệ là PT bậc hai ẩn y , tham số x. 

Các em có thể tiếp cận PT (1) theo hƣớng phƣơng pháp tam thức bậc hai, để tìm 

mối liên hệ giữa x và y. 

+ HS: thực hiện theo hƣớng dẫn của GV: 

 + ĐK: 

2

1

0

3 0

x

y

x y x

  





  

 

+ Từ phƣơng trình: 

      2 . 2 . 0 2. . 2 2 0 *y x x y x y x y x           

+ Ta có  
2

4
y

x    khi đó nghiệm của (*) là:  

    
2 4

2 2

x
y

x





và

2

4 2
y

x
 


 (loại) 

+ Với 
2 4

2 2
2 2

x
y y x y x

x


      


.  

+ Thế vào phƣơng trình thứ hai ta đƣợc:  

             

    

    

        

2

2

1 2 1 1 1 2 2

1 2 1 1 1 1 1 **

x x x x x

x x x x

       

        
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+ Xét hàm    2 1 1 , 1f t t t t       

    
2

2

2
1 1 0, 1

1

t
f t t t

t
        


 

+ Suy ra hàm số  f t  đồng biến trên  1;  . 

+ Khi đó (**) có dạng:  

       
 

2

1 0
1 1 1 1 3

1 1

x
f x f x x x x

x x

 
         

  

 

+ Với 3 5x y    (TM).  

+ Vậy nghiệm của hệ phƣơng trình     ; 3;5x y  . 

 Hướng  thứ năm: 

+ GV: Bốn cách giải quyết trên đều hay và có thể áp dụng cho các PT có dạng phức 

tạp hơn. Trong bài hệ trên, PT (1) nhìn không mấy phức tạp, điều này gợi cho ta ý 

tƣởng có thể biến đổi trực tiếp PT (1) về dạng tích bằng phƣơng pháp phân tích đa 

thức thành nhân tử. 

+ HS: Suy nghĩ, tìm lời giải của bài toán theo gợi ý của GV: 

+ PT (1):  2 2 0y x x y       

               

 

    

    

2 2 2 0

2 2 . 2 2 0

2 2 2 0

y x x x x x y

y x y x x x y x

y x y x x x

       

         

       

 

                   2 2 2 0     y x x y  

    
   

2

2 2 0 VN

  

   

y x

x y
 

+ Với 2 2.y x y x      

+ Đến đây thực hiện giải nhƣ cách 4. 

Nhận xét:  Cách tổ chức dạy học nhƣ trên đã giúp cho HS tiếp cận bài toán từ 

nhiều hƣớng khác nhau bằng nhiều phƣơng pháp khác nhau và tìm đƣợc nhiều lời 

giải cho bài toán. 
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 Đồng thời cũng giúp HS so sánh đƣợc ƣu điểm, nhƣợc điểm của từng cách 

giải, lợi thế của từng phƣơng pháp, từ đó có sự nhuần nhuyễn, mền dẻo, linh hoạt 

trong giải toán để tìm ra cách giải quyết vấn đề hay nhất, độc đáo nhất. 

2.2.4. Biện pháp 4: Hƣớng dẫn và luyện tập cho học sinh khả năng phát hiện, đề 

xuất các bài toán mới và phƣơng pháp giải mới cho các HPT, từ các  bài toán 

HPT quen thuộc đã biết. 

a) Cơ sở và ý nghĩa của biên pháp: 

Đặc trƣng cơ bản của TDST là tìm ra cái mới từ những cái quen thuộc, đã biết. 

Cái mới ở đây có thể là một tri thức mới, một phƣơng pháp mới. Mỗi vấn đề mà một 

bài toán đặt ra (gồm cả nội dung và phƣơng pháp) đều có thể mở rộng, khái quát hóa, 

tƣơng tự hóa,…. thành những vấn đề mới.  

 Để có thể phát hiện và đề xuất đƣợc bài toán mới, phƣơng pháp mới từ bài 

toán đã cho, HS sẽ phải thực hiện các hoạt động trí tuệ chung nhƣ: tổng hợp, phân 

tích, so sánh, khái quát hóa, đặc biệt hóa, xét tƣơng tự, liên tƣởng, ....  

Qua đó rèn luyện đƣợc cho HS tính mềm dẻo, nhuần nhuyễn, hoàn thiện, độc 

đáo của TDST. 

b) Cách thực hiện:  Khi dạy mỗi bài toán HPT ngoài việc dạy HS tìm ra lời giải

: 

+  GV cần đặt ra các vấn đề:  

    - Bài toán đã cho tƣơng tự với các bài toán nào đã biết nào?  

- Có là trƣờng hợp đặc biệt của bài toán nào đã biết không?  

- Có thể mở rộng bài toán này theo các hƣớng nào?  

- Phƣơng pháp giải bài toán này có thể áp dụng cho các dạng toán nào khác?   

- Vấn đề ngƣợc lại của bài toán này là gì?  

- Bài toán này có nêu lên vấn đề nào mới không?  

+ Sau đó GV hƣớng dẫn HS giải quyết các câu hỏi nêu trên. 

, sôi 

n . 

c) Một số ví dụ: 
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Ví dụ 1: Khi dạy bài toán: Giải HPT (I) 
 

 

1 1 3                                 1

1 1 1 1 6 2

x y

x y y x y x

    


       

 

GV có thể hƣớng dẫn, luyện tập cho HS phát hiện và đề xuất đƣợc các bài toán mới, 

phƣơng pháp mới. Cụ thể có nhiều cách nhƣ sau:  

Cách thứ nhất: Khái quát hóa để đƣợc bài toán mới. 

+ GV: Cho HS giải HPT (I). GV hƣớng dẫn HS hoàn thiện lời giải (nếu cần) 

+ HS: Giải HPT (I): 

+ Điều kiện: 1, 1x y    . 

+ Khi đó HPT đã cho tƣơng đƣơng với
   

1 1 3

1 1 1 1 6

x y

y x x y

    


     

 

+ Đặt 
1, 0

1, 0

u x u

v y v

   


  

.  

+ Ta có HPT: 
 2 2

33 3

6 26

u vu v u v

u v uv uvuv u v

      
   

      
 

+ Suy ra: u, v là hai nghiệm của PT:
2

1
3 2 0

2

X
X X

X


    


 

+ Do đó: 
1

2

u

v





 hoặc 

2

1

u

v





 

+ Với 
1 1 1 0

2 1 4 3

u x x

v y y

     
   

     
 

+ Với 
2 1 4 3

1 1 1 0

u x x

v y y

     
   

     
 

+ Hệ có hai nghiệm:    0;3 , 3;0 . 

+ GV nêu vấn đề: Vừa rồi các em đã giải đƣợc HPT (I)  với vế phải  của PT (2) bằng 

6. Bây giờ nếu VP của PT (2) là một số m  bất kỳ thì liệu HPT có giải đƣợc không? 
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Bài toán giải HPT (I) (với vế phải của  PT (2) thay bằng số m  bất kỳ) đƣợc phát biểu 

nhƣ thế nào? 

 +  HS trả lời: Giải và biện luận HPT (II)
1 1 3

1 1 1 1

x y

x y y x y x m

    


       

.  

Cách thứ 2: Đặc biệt hóa để đƣợc bài toán mới. 

+ GV: Cho HS giải bài toán: Tìm tham số m để HPT (II) có nghiệm. 

+ GV hƣớng dẫn (nếu cần). 

+ HS: Tìm m để HPT (II) có nghiệm: 

+ Điều kiện: 1, 1x y    . 

+ Khi đó HPT (II)
   

1 1 3

1 1 1 1

x y

y x x y m

    
 

     

(*) 

+ Đặt 
1 0

1 0

u x

v y

   


  

 

+ Hệ phƣơng trình (*) trở thành: 
 

3
3

3

u v
u v

m
uv u v m uv

   
 

   


(**) 

+ Suy ra u, v là hai nghiệm của PT: 2 23 0 3 9 0
3

m
t t t t m       (***) 

+ Hệ đã cho có nghiệm  ;x y  thỏa 1, 1x y     

   HPT (**) có nghiệm  ;u v  thỏa 0, 0u v   

   PT (***) có hai nghiệm 0t  . 

+  Xét PT: 23 9 0, 0t t m t     

   23 9 ,  0t t m t     .  

+ Xét   23 9, t 0f t t    

   
3

' 6 9, ' 0
2

f t t f t t       

+ Bảng biến thiên: 
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        t          0                                          
3

2
                                               

     'f t                                                  0                        

     f t        0                                                                                          +  

                                                              
27

4
  

+Nhìn BBT ta thấy, PT (***) có hai nghiệm 0t   

   
27 27

0 0
4 4

m m       . 

+ Vậy HPT (*) có nghiệm khi: 
27

0
4

m  . 

+ GV nêu vấn đề: Nhìn vào bảng biến thiên trong lời giải bài toán trên, ta biết đƣợc 

thêm các thông tin gì? 

+ HS trả lời: Ta biết đƣợc với những giá trị nào của m  thì HPT vô nghiệm, với những 

giá trị nào của m  thì HPT có ngh . 

+ GV: Em có thể đề xuất thêm một bài toán mới, từ kết quả thu đƣợc của bài toán 

trên không? 

+ HS: Ta có bài toán mới nhƣ sau: 

 + Tìm m  để HPT  
   

1 1 3
II

1 1 1 1

x y

y x x y m

    


     

. 

+ GV: Với bài toán này, nhìn bảng biến thiên đã có, em hãy xác định giá trị của m để 

HPT có nghiệm duy nhất. 

+ HS: Nhìn bảng biến thiên, ta thấy 
27

4
m  thì HPT có nghiệm duy nhất. 

+ GV: Em trả lời hoàn toàn chính xác. 

Cách thứ 3 : Xét tƣơng tự hóa.  

+ GV: Việc tìm m để HPT (II) có nghiệm thực chất là bài toán tìm tập giá trị của hàm 

số : 1 1 1 1y x y y x y x        , với ,x y  thỏa mãn: 1 1 3x y    . 
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+ GV: Việc tìm tập giá trị của một hàm số giúp ta giải quyết đƣợc bài toán tƣơng ứng 

là, tìm GTNN, GTLN của hàm số. 

+ GV: Vậy từ bài toán “Tìm m  để HPT 
   

1 1 3

1 1 1 1

x y

y x x y m

    


     

 

có nghiệm” ta có thể phát triển thành bài toán tƣơng tự nào trong hàm số. 

+  HS : Ta có thể phát triển thành bài toán mới: 

+ Tìm GTNN, GTLN của hàm số 1 1 1 1y x y y x y x        với x, y    

thỏa: 1 1 3x y    . 

+ GV: Với bài toán này, dựa vào điều kiện hệ 
   

1 1 3

1 1 1 1

x y

y x x y m

    


     

 

có nghiệm, em hãy xác định tập giá trị của hàm số y? Từ đó suy ra max , min ?y y  

+ HS: Tập giá trị của hàm số y là:
27

0;
4

 
 
 

. Từ đó suy ra 
27

max y
4

 , min 0y  . 

+ GV: Nhƣ thế với việc xét tƣơng tự hóa trong bài toán trên HS đã đƣợc khám phá 

đồng thời đề xuất đƣợc hai phƣơng pháp giải mới cho hai bài toán quen thuộc. 

+ Thứ nhất: Với bài toán tìm m để hệ 
 

 

; 0

;

G x y

F x y m

 




 có nghiệm, ta có thể quy về bài 

toán tìm tập giá trị của hàm số  ;m F x y , với ,x y  thỏa :  ; 0G x y  . 

+ Thứ hai: Với bài toán tìm GTNN, GTLN của biểu thức  ;P F x y  với ,x y      

thỏa mãn:  ; 0G x y  , ta có thể làm nhƣ sau:  

+ Gọi T là tập giá trị của biểu thức P .  

+ Khi đó m là một giá trị của T khi và chỉ khi hệ sau có nghiệm  ;x y : 
 

 

; 0

;

G x y

F x y m

 




 

+ Dựa vào điều kiện hệ có nghiệm  ;x y  ta xác định đƣợc tất cả các giá trị của tham số m. 

 Từ đó suy ra miền giá trị T của P, rồi suy ra GTNN, GTLN của P (nếu có). 

+ Để giúp HS hiểu rõ về phƣơng pháp này GV đƣa ra bài toán sau: 

  Bài toán: Cho hai số thực ,x y  thỏa mãn:    3 3 3 3 31 1x x y y xy     
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  Tìm GTNN,GTLN của 3 3 3F x y xy    

ời giải ): 

+ Gọi T  là miền giá trị của F.Ta có m T HPT sau có nghiệm: 

   
   3 3 3 3 3

3 3 3

1 1x x y y xy

x y xy m

    

   

 

+ Đặt 

3 3

3

S x y

P xy

  




. Ta có 2, , : 4x y S P s P    

+ Hệ trên
2 23 0 3S S P S S m

S P m P m S

     
  

    
 

+ Ta có: 
 2

2 2 2
4

4 4 0 0 4
3

S S
S P S S S S


          

+ Từ đó HPT đầu có nghiệm   2 2 3f S S S m    có nghiệm 0 4.S   

+ Vì hàm bậc hai  f S đồng biến trên  0;4 nên PT   3f S m  có nghiệm  

   0 4S     0 3 4 0 3 24 0 8.f m f m m          

+ Do đó:  0;8T  . Vậy min 0,  max 8F F  . 

+ Tƣơng tự nhƣ vậy GV có thể hƣớng dẫn gợi mở cho HS để phát hiện và đề xuất 

đƣợc một số bài toán mới (mỗi bài toán là một vấn đề mới) từ HPT:    

  
   

1 1 3

1 1 1 1

x y

y x x y m

    


     

 

+ Chẳng hạn nhƣ: 

 + Tìm m  để HPT 
   

1 1 3

1 1 1 1

x y

y x x y m

    


     

      có nghiệm. 

+ Tìm m  để HPT 
   

1 1 3

1 1 1 1

    


     

x y

y x x y m
 nghiệm đúng , 1x y       

Nhận xét: Bằng cách tổ chức hoạt động dạy học nhƣ trên GV đã làm đƣợc các việc:  
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: Hƣớng dẫn và tập luyện cho HS, từ một bài toán cụ thể cho trƣớc, mở 

rộng thành bài toán tổng quát, nhìn thấy các bài toán liên quan, từ đó đề xuất đƣợc 

các bài toán mới.  

: Hƣớng dẫn và tập luyện cho HS nhìn thấy chức năng mới, tri thức mới, 

phƣơng pháp mới, của các vấn đề, các đối tƣợng quen thuộc đã biết. 

 

 

Ví dụ 2: GV hƣớng dẫn cho HS tìm tòi, phát hiện cách giải tổng quát cho các HPT sau: 

 

 

 

 

 

 

 

HS lần lƣợt đƣa ra đƣợc các lời giải sau. GV hƣớng dẫn (nếu cần): 

a) Điều kiện: 1y   . Ta viết lại hệ thành: 
 

 

2

3

1 2 1 1

3 1 6

x y x y

x x y

    


  

 

    + Ta thấy các PT của hệ đều là PT đẳng cấp bậc 3 đối với , 1x y  . 

    + Dễ thấy 1y    không phải là nghiệm của HPT. 

    + Xét 1.y    Đặt 1x t y   thay vào hệ ta có: 

      
 

 
 

3 2

3 2

3 3

1 2 1 0
3 6 2 0

3
1 3 6

y t t t
t t t t

t
y t t

       
      

     

 

    + Nếu 0t   thì 0x  , không thỏa mãn hệ. 

    + Nếu    
3 3 3

3

1
3 27 1 9 1 6 1 9

9
t y y y x           . 

    + Vậy hệ có một cặp nghiệm duy nhất: 3

3

1
9; 1

9

 
 

 
. 

b) Dễ thấy PT (1) của hệ là PT đẳng cấp của x  và y . 

a) 

2

3

1 2 2 1

3 3 6

x y xy x

x x xy

    


  

                             b) 
 

   

2

1 2
              1

3 3 2

2 2 2 6   2

x yx

x y x y

x y x y

 
  

    

 

c) 
 

       

2

23 3

2 3 2 3 0   1

2 2 3 1 6 1 2 0 2

x y y

y x y x x x

     


      

        d)

3 3

2 2

1
3

1

x y
x y

x y


 


  
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    + Điều kiện: 0, 3 0.y x     

    + Đặt 2 2y tx y t x    thay vào (1) ta đƣợc: 
2 2 2 2 2

1 2

3 3 2

x x tx

x t x x t x


 


 

    + Rút gọn biến x  ta đƣa về PT ẩn t :    
2 22 1 0t t t     

       2 2 0t y x      

    + Thay vào (2) ta đƣợc: 24 8 2 6x x x    

       

2

2 2

25 1
4 10 2 6 2 6

4 4

5 1
2 2 6

2 2

x x x x

x x

       

   
       

   

 

     + Giải ra đƣợc: 
17 3 13 3 17

4 2
x y

 
   . 

     + Vậy hệ có nghiệm duy nhất: 
17 3 13 3 17

;
4 2

  
 
 

. 

c) Điều kiện: 2 2 3 0x y   . 

    + PT (2) tƣơng đƣơng:  

              
2 3 23 3 2 32 2 3 1 6 6 2 0 2 1 3 1 4 0y x y x x x x y x y              

    + Đây là PT đẳng cấp bậc 3, theo y  và 1x  . 

    + Xét 0y   hệ vô nghiệm. 

    + Xét 0y  . Đặt 1x ty  , ta thu đƣợc PT: 3 22 3 4 0 2t t t       

    + Suy ra: 1 2x y   . Thay vào PT (1) ta đƣợc:    

      
2 14 5

2 4
9 18

x x x x y         . 

    + Vậy hệ có một cặp nghiệm: 
14 5

;
9 18

 
 
 

. 

d) Ta có thể viết lại hệ thành: 
    

 

3 3

2 2

3 1   1

1                   2

x y x y

x y

   


 

 

    + Ta thấy vế trái của PT (1) là bậc 4, còn vế phải của nó là hằng số. 

    + Để tạo ra PT đẳng cấp ta sẽ thay vế phải thành:  
2

2 2x y  

    + Nhƣ vậy ta có: 
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    

   

2
3 3 2 2 4 3 2 2 3 4

2 2

2 2

3 2 3 2 2 0

2 2 0 2

2 0

x y x y x y x x y x y xy y

x y

x y x y x xy y x y

x xy y

         

 


        
   

 

    + Nếu 

2

2 2 27
2 0 0 0

4 2

y
x xy y x x x y

 
          

 
 (KTM) 

    + Nếu x y  ta có: 2 2
2 1

2
x x     

    +  Nếu  2 5
2 5 1

5
x y y y        

    + Vậy hệ đã cho có 4 nghiệm: 

2 2 2 2 2 5 5 5 5
; , ; , ; , 2 ; .

2 2 2 2 5 5 5 5

       
          

       
 

 Sau khi HS giải đƣợc 4 HPT nhƣ trên GV hƣớng dẫn giúp HS phát hiện và đề 

xuất đƣợc cách giải tổng quát cho một lớp bài toán có dạng trên: 

+ GV: Các HPT các em vừa tiến hành giải có đặc điểm gì chung? 

+ HS: Là các hệ chứa các PT đẳng cấp hoặc các PT của hệ có thể đƣa đƣợc về PT 

đẳng cấp sau khi thực hiện một số phép biến đổi cơ bản nhƣ nhân hoặc chia vế theo 

vế hai PT của hệ. 

+ GV: Các HPT có đặc điểm nhƣ các em vừa nêu, gọi là hệ có yếu tố đẳng cấp. 

   + Ta thƣờng gặp dạng hệ này ở các hình thức sau:  

   + 

2 2 2 2

2 2 2 2
;

ax bxy cy d ax bxy cy dx ey

ex gxy hy k gx hxy ky lx my

        
 

        

 

   + 

2 2

3 2 2 3
,...

ax bxy cy d

gx hx y kxy ly mx ny

   


    

 

   + Một số hệ PT có tính đẳng cấp đƣợc giấu kín trong các biểu thức chứa căn đòi hỏi 

ngƣời giải cần tinh ý để phát hiện. 

   + GV: Em hãy nêu phƣơng pháp chung để giải các hệ dạng này? 

   + HS:Từ các PT của hệ, ta nhân hoặc chia cho nhau để tạo ra phƣơng trình đẳng cấp 

bậc n (chỉ nhân hoặc chia khi các vế của các PT trong hệ đã khác 0): 

      1 ... ... 0n n k k n

k na x a x y a x     . 
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    + Từ đó xét hai trƣờng hợp: 0y   thay vào để tìm x. Khi 0y  , ta đặt x ty  thì 

thu đƣợc PT: 1 ... ... 0n n k

k na t a t a      

    + Giải PT tìm t sau đó thế vào hệ ban đầu tìm x,y.  

    + GV: Chú ý  ( Ta cũng có thể đặt y tx ). 

Nhận xét: Nhƣ vậy thông qua hai ví dụ trên, HS đã đƣợc luyện tập với việc 

phát hiện, đề xuất đƣợc bài toán mới và cách giải tổng quát cho bài toán mới đó. 

2.2.5. Biện pháp 5: Tổ chức những tình huống để rèn luyện cho học sinh thói 

quen, kỹ năng phê phán, tìm ra sai lầm, chƣa hợp lý trong lời giải các hệ phƣơng 

trình, từ đó tìm ra lời giải tối ƣu. 

a) Cơ sở và ý nghĩa của biện pháp:  

. khả năng nhanh chóng phát hiện ra 

,…, để hoàn thiện, thay đổi, cấu 

trúc lại, để phát triển ý tƣởng mới.  

tƣ duy phê phán và tính nhạy 

cảm vấn đề của TDST.  

b) Cách thực hiện:  

+ GV: Tổ chức các hoạt động dạy học mà qua đó HS có nhiệm vụ phải phân biệt 

đƣợc cái đúng, cái sai. 

+ HS: Phải tìm ra những sai lầm trong các lời giải rõ đƣợc 

và đƣa ra đƣợc cách khắc phục sai lầm. Hoàn thiện lời giải theo yêu cầu. 

c) Một số ví dụ: 

Ví dụ 1: GV đƣa ra bài toán sau: 

Bài toán: Tìm m để hệ sau có nghiệm: 
3 3

3 3

1 1
5

1 1
15 10

x y
x y

x y m
x y


   



     


 

   + Bạn An giải như sau: Đặt 

1

2, 2
1

a x
x

a b

b y
y


 

  
  


. 
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+ Hệ đã cho trở thành:  
 3 3

5 5

83 15 10

a b a b

ab ma b a b m

   
 

      
 

+ Suy ra a, b là nghiệm của PT:  2 25 8 0 5 8   1X X m X X m         

+ Hệ đã cho có nghiệm thực   1  có hai nghiệm thỏa mãn 2X  . 

+ Xét tam thức bậc hai   2 5 8, 2f X X X X    , ta có bảng biến thiên: 

        X       2                   
5

2
                         

                  2                                                

      f X                        
7

4
          

+ Dựa vào bảng biến thiên thấy, (1) có hai nghiệm thỏa  2X 
7

2
4

m   . 

+ Kết luận: Hệ có nghiệm khi: 
7

2
4

m  . 

+ Bạn Bình giải như sau:  

+ Đặt 

1

2, 2
1

a x
x

a b

b y
y


 

  
  


. 

+ Hệ đã cho trở thành:  
 3 3

5 5

83 15 10

a b a b

ab ma b a b m

   
 

      
(*) 

+ Suy ra a, b là nghiệm của PT:  2 25 8 0 5 8   1X X m X X m         

+ Hệ đã cho có nghiệm thực 

     1 có nghiệm thỏa mãn 2X  . 

+ Xét tam thức bậc hai   2 5 8, 2f X X X X     

+ Ta có bảng biến thiên: 

        X                         2                        2                      
5

2
                       
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                                                                 2                                                

      f X                           22                                                
7

4
          

 

+ Dựa vào bảng biến thiên thấy (1) có nghiệm thỏa 2X 
7

4
m  . 

+ Kết luận: Hệ có nghiệm khi: 
7

4
m  . 

   + Bạn Quân giải như sau: 

+ Đặt  

1

    2, 2
1

a x
x

a b

b y
y


 

 
  


. 

+ Hệ đã cho trở thành:  
 3 3

5 5

83 15 10

a b a b

ab ma b a b m

   
 

      
 

+ Suy ra a, b là nghiệm của PT:  2 25 8 0 5 8   1X X m X X m         

+ Hệ đã cho có nghiệm thực PT  1 có hai nghiệm thỏa mãn 2X   

   (hai nghiệm không nhất thiết phân biệt). 

+ Xét tam thức bậc hai   2 5 8, 2f X X X X    , ta có bảng biến thiên: 

        X                         2                        2                      
5

2
                       

                                                                 2                                                

      f X                           22                                                
7

4
          

+ Dựa vào bảng biến thiên trên ta thấy:  

 + PT (1) có hai nghiệm thỏa 2X 

7
2

4

22

m

m


 




. 
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+ Kết luận: Hệ có nghiệm khi: 
7

2
4

m   hoặc 22m . 

 + GV: Em hãy cho biết trong ba bạn An, Bình, Quân, Ai giải đúng? Ai giải sai? 

    Vì sao? Em hãy sửa sai cho bạn (nếu có) để đƣợc lời giải đúng. 

+ Trƣớc yêu cầu của GV, HS phải xem xét, nghiên cứu kỹ từng lời giải để phát hiện 

sai lầm và tìm cách sửa chữa sai lầm. 

+ Cách giải của An bị sai, vì chƣa tìm đúng điều kiện đủ của ẩn phụ a và b, dẫn đến 

sai lầm trong lập bảng biến thiên. Cần sửa lại là: 

 + Đặt 

1

1

a x
x

b y
y


 


  


 thì 2, 2a b  . 

 + Cách giải của Bình cũng bị sai vì nắm chƣa vững mối quan hệ tƣơng ứng giữa 

nghiệm của hệ ban đầu và nghiệm của PT (1). Cần sửa lại là: 

    Hệ ban đầu có nghiệm  ;x y thỏa 0, 0x y    

     HPT (*) có hai nghiệm a, b thỏa 2, 2a b   

     PT (1) có hai nghiệm X thỏa: 2X  . 

+  Cách giải của Bạn Quân hoàn toàn đúng. 

Ví dụ 2: :  

Bài : Giải HPT sau 
 

 

2 5

3 4

x y xy x y xy

x y xy x y xy

    


   

 

+ GV: Đƣa ra l  sau: 

+ Chia cả hai vế của mỗi PT trong hệ cho xy 0 . 

+ Ta đƣợc: 

  

1 1
2 5

1 1
3 4

x y
x y

x y
x y


   



    


1 1
5 2 4 3 2 1x y x y x y

x y
            

+ Thay 2 1x y   vào PT thứ 2 của hệ ban đầu ta đƣợc: 
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     

  23 2

2 1
 

2 1 2 1 3 2 1 4 2 1

2 12 1
 

1 10 9 1 010 19 10 1 0

x y

y y y y y y y y

x yx y

y y yy y y

 


           

   
  

       

 

 

2 1

41 1 41 11
1 10 10

       9 41
1 9 41 9 41

20
20 20

9 41

20

 

           

      
       

    




x y

y x x
x

y y
y y

y

 

3 :  
41 1 9 41 41 1 9 41

1; 1 , ; , ; .
10 20 10 20

       
   
   

 

? 

+ H , HS s . 

) 

+ GV: 0xy  .  

     0xy  ? ? 

y ! 

.

0xy  . 

   :

, 

. 

nhằm phát triển TDST cho HS  

giỏi THPT. 

Trong thực tế, những tồn tại, hạn chế của việc phát triển TDST cho HS trong 

dạy học có một nguyên nhân từ phía GV. Đó là đa số GV dạy Toán ở THPT hiện nay 

vẫn chủ yếu khai thác và sử dụng các bài tập có sẵn trong SGK và các sách, tài liệu 

tham khảo. Họ chƣa chú ý và chƣa biết cách các bài toán mới 
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,

, các bài tập rèn luyện kỹ 

năng cho HS, 

nhau, các bài tập đòi hỏi HS phải TDST không nhiều. Do đó nếu chỉ khai thác, sử 

dụng các bài tập sẵn có thì các bài giảng, các ví dụ của GV sẽ không phong phú, thiếu 

sinh động, nghèo nàn về ý tƣởng hay nói cách khác GV không tạo đƣợc cho HS các 

cơ hội để tập sáng tạo, từ đó phát triển TDST. Nguyên nhân chủ yếu là bản thân công 

việc xây  các bài tập là rất vất vả khó khăn, hơn nữa với không ít GV thì họ 

cũng không biết phải làm việc đó nhƣ thế nào. 

Vì vậy, theo chúng tôi để các biện pháp sƣ phạm đã nêu ở trên có hiệu quả thì 

cần phải có một biện : X  các bài toán HPT nhằm phát triển 

TDST cho HSG THPT.   các bài toán, GV sẽ nắm vững và 

hiểu sâu sắc yếu tố TDST trong bài toán, trong hƣớng giải bài toán, từ đó 

 HS hay 

,

. 

Về nguyên tắc từ bất kỳ nội dung toán học nào cũng có thể  thành các 

bài toán về HPT tùy vào ý tƣởng và sự sáng tạo của ngƣời GV. Sau đây chúng tôi 

giới thiệu một số phƣơng pháp  các bài toán HPT theo hƣớng phát triển 

TDST cho HS, từ các nội dung toán học điển hình. 

2.2.6.1 1. 

a) . 

a b a b ). 

Thay a b , x  y

. x

, ta 

x i phƣơn  thu , ta 

x . 
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: Tùy vào độ khó, độ phức tạp của HPT xây dựng và mức độ tƣ duy 

của HS, GV cần lựa chọn x

u v 

   ; , ;u f x y v g x y  . 

: 

1: :  

1: Gi
2 2

3

12

xy x y

x y x y

  


   

 

: 

. HS

HS : 

:  

+ , ,S x y P xy   : 2 4S P . :  

  
   

   
 

      
   

          
2 2

; 3;03 3
TM

; 6;92 12 3 18 0

S PS P P S

S PS S P S S
  

+ Khi    ; 3;0SP  : 
   

   

  
 

  

; 3;03

0 ; 0;3

x yx y

xy x y
 

+ Khi     ; 6;9 ,SP  :
  

   


6
3

9

x y
x y

xy
 

+ :  :       0;3 , 3;0 , 3; 3 .  

 . 

 + GV:  trên?  ? 

 + HS: trên, HPT 1. 

 + GV: ?   

+ HS

HPT trên, . 

+ GV  : 
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   3, 0x y 

: 2 23, 12.xy x y x y x y      

. 

1 ? 

 .  

 

. 

+ :

HPT 

cho HS,

.  

GV , hay và khó. 

2: 

    ; , ;u f x y v g x y  .  

+  :   1, 1.u v   :
  


 

2 2

3

2

u uv v

u v uv
 

+   ,S u v P uv , 

PT  1, 1u v

   ; 2;1 .SP   

+ 
  


 

2 2

3

2

u uv v

u v uv
 

+  


1
,

1
u x v

y
 : 

 

 

 


       

   
 

       

2
2

1
1 1 3 33

1 1

2
2 1 11 1

x
x y x yx

y y
x x

x x
y yy y

 

+  :  
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                  2:

 

 

     



   
2

1 1 3 3

2
1 1

x y x y

x x

y y

 

+ : 3, HS i ngƣợc lại quy trình tìm ra bài toán. 

2.2.6.2 2. 

a) . 

 a b a b

 " ") x  (

x .

x

x x . 

2.

. 

) ngay sau đây. 

 : 

1:  2x 2y        2 23 6 3 2 .x xy y x xy y  

+ Thay x thay x :    2 3 2 .y xy x   

+  : 

       1:
 

 

   


  

2

2

3 2

3 2

x xy y

y xy x
 

+ . 

2:    23
2 ln 3 1

2
g x x x x     

 
  
 

1
;

3

  0 0g .   g x y tƣơng đƣơng : 

           2 23
2 ln 3 1 3 4 2ln 3 1 2 .

2
x x x y x x x y  



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

80 

 + x x .  

+  : 

2:
 

 

    


   

2

2

3 4 2ln 3 1 2

3 4 2ln 3 1 2

x x x y

y y y x
 

: : 
1

3
x    ;

1

3
y   . 

 : 

              2 23 4 2ln 3 1 3 4 2ln 3 1 2 2x x x y y y y x   (1) 

              2 23 6 2ln 3 1 3 6 2ln 3 1x x x y y y             (2) 

+  :       23 6 2ln 3 1f t t t t
 
  
 

1
;

3
 

+  :  
 

        
  

6 1
' 6 6 0, ; .

3 1 3
f t t t

t
 

+  f t
 
  
 

1
;

3
. 

 + x y .   :  

               2 23 4 2ln 3 1 2 3 2 2ln 3 1 0  3x x x x x x x  

 +  0x       23 2 2ln 3 1 .g x x x x   

+ :         


6 1
' 6 2 0, .

3 1 3
g x x x

x
 g x

 
  
 

1
;

3
. Suy ra  0x (3).  

+  0;0 . 

2.3. KẾT LUẬN CHƢƠNG 2. 

Trong chƣơng 2, luận văn đã đề xuất một số biện pháp sƣ phạm nhằm phát 

triển TDST cho HSG trong dạy học HPT ở trƣờng THPT. Các biện pháp đó là:  

 , tập luyện kỹ năng giải hệ phƣơng trình để tạo điều kiện nền 

tảng cho phát triển tƣ duy sáng tạo ở HSG; Tập luyện cho HS thói quen không suy 
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nghĩ cứng nhắc theo những quy tắc đã học, không máy móc áp dụng những mô hình 

đã gặp để ứng xử linh hoạt trƣớc những tình huống mới; Hƣớng dẫn và luyện tập cho 

HS khả năng nhìn bài toán giải hệ phƣơng trình dƣới nhiều góc độ khác nhau để có 

thể tìm đƣợc nhiều cách giải khác nhau; Hƣớng dẫn và luyện tập cho HS khả năng 

phát hiện, đề xuất các bài toán mới và phƣơng pháp giải mới cho các hệ phƣơng 

trình, từ các vấn đề, bài toán quen thuộc, đã biết; Tổ chức những tình huống để rèn 

luyện cho HS thói quen, kỹ năng phê phán, tìm ra sai lầm, chƣa hợp lý trong lời giải 

các hệ phƣơng trình, từ đó tìm ra lời giải tối ƣu; PT nhằm 

phát triển TDST cho HSG THPT. Các biện pháp này cần đƣợc thực hiện đồng bộ 

trong quá trình dạy học, biện pháp này sẽ bổ sung hỗ trợ cho biện pháp kia trong việc 

phát triển TDST cho HS. Qua đây chúng tôi muốn nói rằng hoàn toàn có thể phát 

triển TDST cho HSG trong dạy học HPT ở trƣờng THPT. 

CHƢƠNG 3 - THỰC NGHIỆM SƢ PHẠM 

 

3.1. MỤC ĐÍCH VÀ KẾ HOẠCH THỰC NGHIỆM.  

3.1.1. Mục đích thực nghiệm. 

Thực nghiệm để kiểm chứng tính khả thi và hiệu quả của các biện pháp phát triển 

tƣ duy sáng tạo cho HSG thông qua dạy học HPT đã đƣợc trình bày trong luận văn. 

3.1.2. Kế hoạch thực nghiệm  

a) GV và HS tham gia thực nghiệm 

 Thực nghiệm đƣợc tiến hành tại trƣờng THPT Phƣơng X , 

huyện Cẩm Khê, tỉnh Phú Thọ. 

 Lớp thực nghiệm: Lớp 10A1 ( . 

 Lớp đối chứng: Lớp 10A4 (có 35 HS), t . 

Cả hai lớp đều học Toán theo chƣơng trình SGK -  Nâng cao. 

Trình độ HS của các lớp thực nghiệm và đối chứng là tƣơng đƣơng nhau, các em 

đều là những HS , đƣợc tuyển chọn từ đầu năm học.  

 Các tiết dạy thực 

10A .  

 Các tiết dạy đối chứ , GV trƣờng THPT 

.   

b) Hình thức tổ chức thực nghiệm 
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cho HSG đã đề xuất. 

 Đối với lớp đối chứng vẫn dạy học bình thƣờng theo kế hoạch giảng dạy của 

GV, đã đƣợc xây dựng từ đầu năm. Việc dạy học thực nghiệm và đối chứng đƣợc tiến 

hành song song theo lịch trình dạy của hai nhà trƣờng. Cụ thể nhƣ sau: 

Nội 

dung 

Dạy thực nghiệm Dạy đối chứng 

Lớp GV dạy Thời gian Lớp GV dạy Thời gian 

Giáo án 10A1 Thƣ 
Tiết 2 ngày 

01/11/2014 
10A4 Ngô  

Tiết 2 ngày 

02/11/2014 
 

 Trong các tiết dạy thực nghiệm và đối chứng chúng tôi có mời GV của tổ Toán 

đến dự và có phiếu đánh giá tiết dạy. 

3.2. NỘI DUNG THỰC NGHIỆM 

Xây dựng và thực hiện các giáo án thực nghiệm, trong đó có: 

+ Sử dụng một số biện pháp sƣ phạm nhằm phát triển TDST cho HSG đã đƣợc 

trình bày ở chƣơng 2. 

+ Các bài tập sử dụng trong các giáo án đƣợc xây dựng theo hƣớng phát triển 

TDST cho HSG, theo các phƣơng pháp xây dựng HPT đã trình bày ở chƣơng 2. 

    Chúng tôi thiết kế 7 giáo án và GV tham gia thực nghiệm tiến hành dạy 7 tiết, 

nội dung bao gồm: 

1. Bài " "    (2 tiết)   

2. Bài "Luyện tập" (về )  (2 tiết) 

3. Bài "Một số phƣơng pháp giải  phƣơng trình"  (3 tiết thuộc phần tự chọn) 

Trong phạm vi trình bày của luận văn chúng tôi đƣa ra 01 giáo án thực nghiệm. 

Cụ thể là: 

38: MỘT SỐ  

I. Mục tiêu: 

1. Về kiến thức: 

HS hiểu định nghĩa và 

hệ gồm một PT bậc nhất và một PT bậc hai, HPT . 

2. Về kỹ năng: 
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, HPT . 

3. Về tƣ duy:  

+ HS biết quy lạ về quen, tƣơng tự hóa, khái quát hóa. 

+ HS biết TDST trong việc giải các bài tập. 

II. Chuẩn bị: 

1. GV: Thiết kế các hoạt động dạy học. Dự kiến các tình huống nảy sinh trong quá 

dạy học và phƣơng án giải quyết chúng. Bút dạ, giấy A3. 

2. HS:  – et. Các biểu thức đối xứng của hai nghiệm 

của PT bậc hai. . 

 III. Phƣơng pháp dạy học: 

        Dùng phƣơng pháp gợi mở thông qua các hoạt động điều khiển tƣ duy, đan xen 

hoạt động nhóm. 

IV. Tiến trình bài học: 

1. Ổn định tổ chức: 

Ngày dạy Tiết Lớp Sĩ số HS vắng 

01/11/2014 2 10A1 35 Không 

2. Kiểm tra bài cũ: 

       1: – của đính lí Vi–et .  

       2: ,x y : 3; 2x y xy   . 

       Câu hỏi 3: Em hãy điền vào dấu ba chấm để đƣợc một số phân tích các biểu thức 

đối xứng của hai nghiệm của PT bậc hai 2 0ax bx c    qua tổng S và tích P ? 

 

2 2

1 2

3 3

1 2

4 4

1 2

1 2

1 2

1 2

2 1

2 2

1 2

2 1

...

...

...

...

1 1
...

...

...

n n

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

 

 

 

 

 

 

   
    

   
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 + GV: Gọi 3 HS lên bảng thực hiện. 

           + HS: Lên bảng thực hiện theo yêu cầu của GV. 

 + GV: Gọi 3 HS khác nhận xét bài làm của các bạn trên bảng. 

 + GV: Nhận xét câu trả lời của HS, đánh giá, cho điểm và kết luận về bài làm HS. 

Câu 1: Phát biểu định lý Vi – ét: 

+ Hai số 1 2,x x là các nghiệm của PT:  2 0 0ax bx c a    khi và chỉ khi chúng thỏa 

mãn:  
1 2

1 2.

b
x x

a

c
x x

a


  


 


 

+ Các ứng dụng của định lí Vi – ét: Nhẩm nghiệm của PT bậc hai; phân tích đa thức 

thành nhân tử; tìm hai số biết tổng và tích của chúng. 

Câu 2: + Theo định lí Vi ét, thì x, y là các nghiệm của PT: 2
1

3 2 0
2

X
X X

X


    


 

            + Vậy hai số x, y phải tìm là:    ; 1;2x y   hoặc    ; 2;1x y  . 

Câu 3 : Một số phân tích các biểu thức đối xứng hai nghiệm của PT bậc hai qua tổng S và tích P. 

 

    

   

    

22 2 2

1 2 1 2 1 2

3 3 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
4 4 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

2 2 2

1 2 1 2

2 1 1 2

1

2 2

3

2 2 2

. .

1 1

.

2

.

n n n n n n

n n

x x x x x x S P

x x x x x x x x S S P

x x x x x x S P P

x x x x x x x x x x SS P S

x x S

x x x x P

x x x x S P

x x x x P

x

x

   

 

     

      

      

       


  

 
  

 

 
22 2 2 24 4

2 1 2
2 2

2 1 1 2

2 2

.

S P Px x x

x Px x

     
     

   

 

3. . 

1: Xây dựng phƣơng pháp  và tập luyện cho HS kỹ năng giải

. 

Hoạt động của GV Hoạt động của HS 
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.  

 

+

? Tại sao? 

 

? 

 

. 

: 

- 1

. 

- 1

. 

 

Hoạt động của GV Hoạt động của HS 

c HPT sau:  

:   (I) 
2 2

2 5

2 2 5

x y

x y xy

 


  
 

: (II) 
2 2

3 2 1

2

x y

x y

 


 
 

c) Giải HPT: (III)
  

3 2 2

22

2 1 0

1 1

y xy y x y

y x y

      


  

 

 nhóm

. 

3 HS của ba nhóm 

, mỗi HS trình bày lời giải một câu. 

+ GV: Gọi ba HS khác nhận xét lời 

giải trên bảng và kết luận. 

+ Yêu cầu các HS hoàn thiện bài làm 

của mình vào vở. 

+ GV gợi động cơ kết thúc. 

). 

(I) 
2

5 2

10 30 20 0

x y

y y

 
 

  
 

    
5 2 5 2

1 2

x y x y

y y

    
  

  
 

      
3 1

1 2.

x x

y y

  
  

  
 

:    3;1 , 1;3 .  

 
2 2

3 1 2
b) HPT (II)

1 2 9 18

21

1 13

1 17

13

x y

y y

x
x

y
y

 
 

  


  

  
   


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   Qua lời giải hai bài hệ trên ta thấy:  

- Đối với một HPT bậc hai hai ẩn, mà 

trong hệ có một PT là bậc nhất theo 

một ẩn nào đó, thì phƣơng pháp giải 

đặc trƣng cho hệ loại này là phƣơng 

pháp thế. 

- Tùy vào đặc điểm từng PT trong hệ 

mà ta sẽ sử dụng phép thế sao cho PT 

thu đƣợc sau khi thế có dạng đơn giản 

nhất, dễ giải nhất, (có thể sử dụng phép 

thế ẩn này theo ẩn kia hoặc phép thế 

biểu thức hoặc phép thế hằng số). 

 

+ Hệ có hai nghiệm:  
 
  
 

21 17
1;1 , ; .

13 3
 

  

  

     
 

  

2

2 2

1 2 1 0
c) HPT

1 1 1

y x y

y x
 

+ Thế số  1  từ PT dƣới lên PT trên đƣợc: 

      
 

      
  

2 1
2 0

2

x y
x y x y

x y
  

+ Từ hai trƣờng hợp trên ta tìm đƣợc 

nghiệm của hệ là: 1;0 . 

 + Nhận xét lời giải của bạn. 

 + Hoàn thiện bài và kiến thức vào vở. 
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2: Xây dựng phƣơng pháp giải và tập luyện cho HS kỹ năng giải HPT 

đối xứng loại 1 đối với hai ẩn x và y. 

Hoạt động của GV Hoạt động của HS 

GV: Hình thành định nghĩa và tính chất 

nghiệm của HPT đối xứng loại 1 cho HS 

thông qua các câu hỏi sau:  

+ Thế nào là một HPT đối xứng loại 1 

đối với hai ẩn x và y? 

+ Em hãy lấy một vài ví dụ về HPT đối 

xứng loại 1? 

+ Hệ PT sau: 
  

  


  

3 3 19

8 2

x y

x y xy
có một 

nghiệm là  2;3 . Em hãy kiểm tra xem 

cặp số  3; 2 có là nghiệm của HPT trên 

không? 

+ Từ kết quả trên em hãy dự đoán về tính 

chất nghiệm của HPT đối xứng loại 1 

không? 

+ Em trả lời hoàn toàn đúng. 

GV: Tiếp tục giúp HS xây dựng cách giải 

cho HPT đối xứng loại 1. 

+ Đối với HPT đối xứng loại 1 thƣờng 

trong hệ luôn chứa tổng x y  và tích xy . 

Vậy để giải HPT này ta làm nhƣ thế nào? 

+ Điều kiện của S và P là gì? Em hãy giải 

thích? 

+ GV yêu cầu HS giải các HPT sau:  

a) 
 

  


 

3 3 2

2

x y

xy x y
    b)

  


 

30

35

x y y x

x x y y
 

HS: Làm việc cá nhân, suy nghĩ tìm câu 

trả lời. 

+ Hệ hai ẩn x và y gọi là đối xứng loại 1, 

nếu mỗi PT trong hệ không thay đổi nếu 

ta trao đổi vai trò của x và y cho nhau. 

+ Các HPT sau là HPT đối xứng loại 1 

      
 

      
3 3

32 2

8 1 4

x y xyx y xy

x y x y y
 

+ Cặp số  3; 2 cũng là nghiệm của HPT 

đã cho. 

 

 

+ Nếu  0 0;x y là một nghiệm của hệ thì 

 0 0;y x cũng là một nghiệm của hệ. 

 

 

+ HS: Suy nghĩ và tìm kiếm câu trả lời. 

+ Đặt 
 




S x y

P xy
; 2 4S P. 

+ Vì đặt nhƣ vậy thì ,x y  là hai nghiệm 

của PT:   2 0X SX P (*). Hệ có nghiệm 

 ;x y  thì PT (*) phải có nghiệm. 

+ Từ đó suy ra điều kiện 2 4S P. 

+ HS: Nghiên cứu đề bài và tìm kiếm lời 

giải theo phƣơng pháp giải đã xây dựng ở 

trên. 
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Hoạt động của GV Hoạt động của HS 

GV: Gợi động cơ trung gian. 

+ Với HPT thứ nhất ở câu a), ta có thể 

đặt ẩn phụ   ,S x y P xy  ngay đƣợc, 

nhƣng với hệ thứ 2 ở câu b), trong hệ có 

sự xuất hiện của căn thức, ta chƣa thể đặt 

ẩn phụ ngay theo cách đã làm nhƣ trong 

hệ thứ nhất đƣợc. Vậy với hệ ở câu b) ý 

tƣởng giải trƣớc tiên ở đây là gì?  

GV: Chia lớp thành hai dãy, mỗi dãy làm 

một câu. Gọi mỗi dãy một HS lên bảng 

trình bày lời giải của mình. 

+ Gọi 2 HS khác nhận xét bài làm của 

bạn. Đánh giá, cho điểm, yêu cầu HS 

hoàn thiện bài làm vào vở. 

GV: Gợi động cơ kết thúc. 

+ Qua hai lời giải trên, ta thấy để giải các 

HPT đối xứng loại 1 thì ta có thể đặt ẩn 

phụ:   ;S x y P xy . Sau đó đƣa về giải 

một HPT đơn giản và trả về biến ban đầu. 

+ Có những HPT hình thức là đối xứng 

loại 1, nhƣng chƣa đặt ẩn phụ theo tổng 

và tích ngay nhƣ trên đƣợc, trong trƣờng 

hợp này ta phải biến đổi, sơ chế, đến tình 

huống thích hợp rồi mới đặt ẩn phụ theo 

tổng và tích đƣợc. Khi đặt ẩn phụ ta phải 

lƣu ý điều gì? Ý nghĩa việc làm đó? 

+ GV nêu chú ý: Khi đặt ẩn phụ nhớ 

buộc điều kiện: 2 4S P, tránh giải những 

HPT vô nghiệm. 

a) Đặt 
 




2; 4
S x y

S P
P xy

, ta có hệ: 

   
 

 

3 23 2

12

SS SP

PPS
.  

+ Từ đó tìm đƣợc:    ; 1;1 .x y  

b) Đặt    0; 0a x b y . Ta có hệ:  

    
 

  

2 2

3 3

30 5

635

a b b a a b

aba b
 

2 3

3 2

a a

b b

  
  

  
 

+ Từ đó tìm đƣợc các nghiệm của hệ đã 

cho là:    4;9 , 9;4 .  

+ Nhận xét bài làm của bạn. 

+ Hoàn  thiện lời giải vào vở. 

+ HS ghi nhận kiến thức. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

+ Ta phải buộc điều kiện cho ẩn phụ. Ý 

nghĩa ở đây để tránh giải các HPT vô 

nghiệm. 

+ HS: Ghi nhớ chú ý. 
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Hoạt động 3: Xây dựng phƣơng pháp và tập luyện cho HS kỹ năng giải HPT 

đối xứng loại 2 đối với hai ẩn x và y. 

Hoạt động của GV Hoạt động của HS 

+ GV cho HPT:
2

2

2

2

x x y

y y x

  


 
 

+ Em nhận xét gì về hai PT của hệ khi 

ta thay thế đồng thời x bởi y và y bởi x . 

+ GV: Hệ PT có tính chất nhƣ em vừa 

nêu gọi là HPT đối xứng loại 2. 

+ Em hãy phát biểu định nghĩa HPT đối 

xứng loại 2, đối với hai ẩn x  và y. 

+ GV: HPT đối xứng loại 2 đƣợc giải 

nhƣ thế nào? 

+ Em hãy giải các HPT sau: 

 a) 
2

2

3 2

3 2

x x y

y y x

  


 
  

b) 

2

2

2

2

2
3

2
3

x
x

y

y
y

x

 










 

c) 
2 2

2 2

x y

y x

   


  

 

d) 
    


   

9 7 8

9 7 8

x y

y x
 

+ GV: Cho lớp làm việc nhóm trong 10 

phút (GV chia lớp thành 4 nhóm). 

+ Yêu cầu các nhóm thảo luận tìm lời 

giải các HPT (Các HS trong nhóm phải 

cùng nhau suy nghĩ tìm cách giải, tự 

giảng giải cho nhau cùng hiểu). 

+ HS: Nghe câu hỏi, nghiên cứu, tìm câu 

trả lời. 

+  PT thứ nhất của hệ trở thành PT thứ 2 và 

ngƣợc lại. 

+ Hệ hai ẩn x và y gọi là đối xứng loại 2 

nếu hệ có tính chất, thay x bởi y và y bởi x 

thì PT này trở thành PT kia và ngƣợc lại. 

+ Trừ vế theo vế hai PT của hệ. 

+ Nghe hiểu yêu cầu đề bài. 

+ HS làm việc theo nhóm thực hiện nhiệm 

vụ giáo viên giao. 

a) Lấy PT thứ nhất trừ đi PT thứ hai vế 

theo vế ta đƣợc:   1 0x y x y    . 

+ Khi đó hệ (a) tƣơng đƣơng với hai hệ 

sau: 

2 23 2 3 2

1 0

x x y x x y

x y x y

    
 

    
 

+ Tiếp tục giải hai hệ đơn giản này ta đƣợc 

nghiệm:        0;0 , 5;5 , 1;2 , 2; 1 .   

b)  Hệ (b)
 

 

2 2

2 2

3 2   1

3 2  2

xy x

yx y

  
 

 

 

+ Trừ (1) và (2) ta đƣợc:  

  

 

   

    

3 0

 v× 3 0

x y xy x y

x y xy x y
 

+ Với      3 2: 1 3 2 0x y x x  

  21 3 2 2 0x x x     1.x   
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+ Quan sát HS làm việc theo nhóm và 

gợi ý khi cần thiết. 

+ Gọi ngẫu nhiên 4 HS của 4 nhóm lên 

bảng trình bày lời giải. Mỗi HS làm một 

câu. 

+ Yêu cầu HS khác nhận xét bài làm 

của bạn, phát hiện sai lầm nếu có và đề 

xuất cách khắc phục. 

+  Đánh giá, kết luận bài làm của HS. 

+ GV: Qua ví dụ trên em có nhận xét gì 

về tính chất nghiệm của HPT đối xứng 

loại 2. 

+ GV: Khẳng định lại câu trả lời của 

HS là chính xác, yêu cầu các HS khác 

hoàn thiện vào vở. Đây là tính chất rất 

hữu ích khi làm việc với HPT đối xứng. 

+ GV gợi động cơ kết thúc: 

   Qua tìm hiểu lời giải 4 HPT trên em 

hãy rút ra một vài kinh nghiệm giải toán 

cho bản thân về phƣơng pháp giải cho 

HPT đối xứng loại 2? 

+ GV: Gọi một vài HS trả lời, nhận xét 

câu trả lời của HS và kết luận. 

+ Với HPT đối xứng loại 2, để giải hệ ta 

thƣờng trừ vế theo vế hai PT của hệ.  

+ Trong một số bài toán phức tạp ta 

phải quy đồng mẫu hoặc bình phƣơng 

hai vế 2 PT của hệ hoặc đặt ẩn phụ làm 

gọn và đẹp các PT trong hệ trƣớc khi 

thực hiện trừ vế theo vế hai PT của hệ. 

+ Vậy HPT có nghiệm là:  1;1 .  

c) Điều kiện:  0 , 2.x y  

+ Trừ hai PT của hệ ta có: 

     2 2 *x x y y  

+ Do hàm số     2f t t t  là một hàm 

số liên tục và đồng biến trên  0;2 .  

+ Nên         * .f x f y x y  

+ Thay vào PT (1) của hệ ta có:  

 

  

    

2 2

2 1 1.

x x

x x x
 

+ Vậy HPT có nghiệm duy nhấy:  1;1 .  

d) Điều kiện: , 7.x y  

+ Trừ hai PT của hệ ta đƣợc: 

     

      

     

 

9 7 9 7

9 7 9 7

.

x y y x

x y y x

x y

 

+ Thay vào PT thứ nhất của hệ ta đƣợc: 

   9 7 8x x . Ta có hệ sau:  

       
   

       

9 7 8 9 5
16.

9 7 2 7 3

x x x
x

x x x
 

+ Vậy HPT có nghiệm:  16;16 .  

+ Tính chất nghiệm của hệ đối xứng loại 2 

cũng giống nhƣ HPT đối xứng loại 1, tức 

là: nếu hệ có nghiệm  ;a b thì hệ cũng có 

nghiệm  ;b a . 

+ HS ghi nhận kiến thức. 
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Hoạt động 4: Tập luyện cho HS thói quen và kỹ năng tìm nhiều cách giải cho 

một bài toán. 

Hoạt động của GV Hoạt động của HS 

+ GV: Nêu nhiệm vụ bằng phiếu học 

tập sau:  

+ Cho HPT: 
2 2 8

5

x y x y

xy x y

    


  
 

a) Giải HPT trên bằng phƣơng pháp 

thế. 

b) Giải HPT trên bằng phƣơng pháp 

đặt ẩn phụ. 

c) Tìm cách giải khác hai cách giải 

trên. 

+ Yêu cầu HS làm việc cá nhân 

trong 7 phút và ghi kết quả ra giấy 

A3. 

+ Gọi một số HS lên bảng trình bày 

kết quả của mình (treo giấy A3 đã 

ghi bài làm). 

+ Cho HS dƣới lớp nhận xét, hoặc 

hỏi phỏng vấn các bạn làm bài về 

những chỗ chƣa rõ. 

+ Yêu cầu HS có lời giải trên bảng 

giải thích, trả lời phỏng vấn của các 

bạn dƣới lớp. 

+ Sau khi các bạn giải thích xong, 

GV yêu cầu HS dƣới lớp nhận xét về 

ƣu điểm, nhƣợc điểm từng phƣơng 

pháp. 

+ Cuối cùng, GV nhận xét, kết luận. 

+ Làm việc cá nhân, thực hiện nhiệm vụ giáo 

viên giao. 

a) Do 1x    không thỏa mãn hệ. Từ PT thứ 

hai của hệ ta có: 
5

1

x
y

x





. Thế vào PT thứ 

nhất của hệ đƣợc:  

4 3 23 5 21 22 0 1 2.x x x x x x          

+ Vậy HPT có hai nghiệm:    1;2 , 2;1 .  

b) Đặt 2; 4 .
x y S

S P
xy P

 



 

+ Khi đó HPT trở thành: 

   
2 6 32 8

11 25

S SS P S
KTM TM

P PP S

       
   

    
 

+ Từ đây ta tìm đƣợc nghiệm của hệ là: 

   1;2 , 2;1 .  

c) HS có thể sử dụng phƣơng pháp biến đổi 

tƣơng đƣơng để giải. 

+ Hệ đã cho tƣơng đƣơng với: 

 

 

 

   

2

2

2 8

2 2 10

3 18 0

5

6 3

11 2

1 2

2 1

x y xy x y

x y xy

x y x y

x y xy

x y x y

xy xy

x x

y y

     
 

  

     
 

  

     
  

  

  
  

  

 

+ Vậy HPT có 2 nghiệm:    1;2 , 2;1 .  
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Hoạt động 5: Tập luyện cho HS thói quen phát hiện và sửa chữa sai lầm trong 

giải toán HPT. 

+ GV: Đƣa ra bài tập sau: Tìm m để HPT sau có nghiệm:
 

 

2 1  1

2 1  2

x y m

y x m

   


  

 

+ GV đƣa ra lời giải: Điều kiện: , 1.x y Đặt 1, 1 , 0,a x b y a b      ta có HPT: 

(*)
 

     
2

2

2 2 3
2 0 2 2 1 0 1 2

2 2
2

a b
a b m

a b a b b a a b a b b
ab a m

                
    

 

+ TH1:     2, PT 3 : 2 2 4a b a a m    .  

+ HPT đã cho có nghiệm  PT (4) có nghiệm 0a  2 0 2.m m      

+ TH2:    21 2
, PT 3 : 4 2 2 5 0 5

2

b
a b b m


     .  

+ HPT đã cho có nghiệm   PT (5) này có nghiệm 0.b  

a) PT (5) có hai nghiệm 1 2,b b thỏa mãn: 

    1 20b b
   

2' 19
1 4 2 5 0

58
2 5 5 20

4 2

b
mm

mm
m

         
     

   

  

b) PT (5) có hai nghiệm 1 2,b b thỏa mãn:

'

2 1

0
19 5

0 0
8 2

0

b

b b S m

P

 


      
 

 

+ Từ a) và b), đƣợc:
19

8
m  . Hợp kết quả hai TH, ta đƣợc: 2m thì HPT có nghiệm. 

+ GV: Theo ý kiến của em lời giải trên đã đúng chƣa? Vì sao? Nếu chƣa đúng em hãy 

 sửa lại cho đúng. 

+ HS: Lời giải trên chƣa đúng. Vì xác định chƣa đúng miền rằng buộc của biến b mà 

 PT (5) phải thỏa mãn. Cần sửa lại là:  

+ HPT đã cho có nghiệmHPT (*) có nghiệm 0, 0a b   

 PT (5) có nghiệm thỏa mãn: 
1

0
2

 b  PT 24 2 2 5  b b m  có nghiệm thỏa mãn:  

1
0

2
 b

1 19 5
2 5 0 .

4 8 2
      m m  
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4. Củng cố bài học. 

+ GV: Ngoài hệ bậc nhất hai ẩn đã học ở giờ trƣớc, qua bài học ngày hôm nay các em 

có thêm các loại HPT bậc hai, hai ẩn nhƣ sau. 

1. Hệ gồm một PT bậc nhất và một PT bậc hai. 

2. i 1 và hệ đối xứng loại 2. 

+ GV: Các em phải nắm chắc định nghĩa cho từng loại hệ và lấy đƣợc ví dụ minh họa 

cho mỗi loại hệ đó. 

+ GV: Em hãy nêu cách giải đặc trƣng cho từng loại hệ. 

+ HS: 

         - Sử dụng phƣơng pháp thế với loại hệ gồm một PT bậc nhất và một PT bậc hai. 

         - Sử dụng phƣơng pháp biến đổi tƣơng đƣơng hoặc phƣơng pháp đặt ẩn phụ với 

hệ đối xứng loại 1.  

         - Sử dụng phƣơng pháp trừ vế theo vế hai phƣơng trình của hệ với hệ đối xứng 

loại 2. 

+ GV: Ngoài các phƣơng pháp giải đặc trƣng thƣờng dùng nhƣ em vừa kể, ta còn các 

phƣơng pháp mạnh khác nhƣ: Phƣơng pháp đánh giá bất đẳng thức, phƣơng pháp 

hàm số, phƣơng pháp nhân biểu thức liên hợp với các HPT chứa căn thức... Các 

phƣơng pháp này chúng ta sẽ tiếp tục nghiên cứa ở các bài học sau. 

5. Giao nhiệm vụ và hƣớng dẫn bài tập về nhà. 

a) Nhiệm vụ 1: Các em hoàn thành các bài tập 45,46,47,48 (trang 100 – SGK). 

b) Nhiệm vụ 2: Giải các HPT sau: 

1/

 

 2 2

2 2

1
1 5

1
1 49

x y
xy

x y
x y

  
    

  


     
 

                        2/
3

3

1 2

1 2

x y

y x

  


 
 

c) Nhiệm vụ 3: Cho HPT
3 3

2

26

x y

x y

 


 
 

1) Giải HPT trên bằng phƣơng pháp thế. 

2) Giải HPT trên bằng phƣơng pháp đặt ẩn phụ. 

3 Tìm các giải khác với hai cách trên. 

4) Nhận xét về ƣu điểm, nhƣợc điểm của mỗi cách. 
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3.3. ĐÁNH GIÁ KẾT QUẢ THỰC NGHIỆM.  

3.3.1. Nội dung đánh giá 

Sau khi dạy đối chứng và thực nghiệm xong, chúng tôi lấy kết quả nhận xét 

đánh giá từ phía các GV dự giờ. Đồng thời tiến hành kiểm tra cùng một lúc hai lớp để 

đánh giá mức độ TDST của HS trong việc giải các HPT.  

ĐỀ KIỂM TRA THỰC NGHIỆM 

(Thời gian: 45 phút) 

 

Câu 1 (4 điểm) Xét bài toán:Tìm m  để HPT 
2

1 1

4 6

x y m

x y m m

    


   

  có nghiệm. 

+ Bạn Anh giải bài toán trên nhƣ sau:      

+ Đặt 
1, 0

1, 0

a x a

b y b

   


  

. 

+Hệ PT trở thành: 
2 2 2 2 34 6

a b m a b m

ab ma b m m

    
 

     
 

+ Hệ ban đầu có nghiệm PT 2 2 3 0X mX m     có nghiệm 

                       

   
2

2

0 4 2 3 0

2
8 12 0

6

       


     



m m

m
m m

m

 

+ Vậy 2m  hoặc 6m  là các giá trị phải tìm.  

+ Em hãy tìm sai lầm trong lời giải trên của bạn Anh? Chỉ ra nguyên nhân sai lầm và 

đƣa ra lời giải đúng cho bài toán. 

Câu 2 ( 6 điểm): Cho HPT: 
 

 

2 3 4 4 1

2 3 4 4 2

    


   

x y

y x
 

Em hãy giải HPT trên bằng các cách khác nhau (ít nhất 3 cách), nhận xét về ƣu điểm, 

nhƣợc điểm mỗi cách. 
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PHÂN TÍCH ĐỀ KIỂM TRA 

Câu 1: Đòi hỏi HS phải phát hiện ra sai lầm trong lời giải và phải khắc phục sai lầm, 

hoàn thiện lời giải. Câu hỏi nhằm kiểm tra tính nhạy cảm vấn đề và tính hoàn thiện 

của TDST. Thông qua câu hỏi 1 này GV sẽ giúp HS hiểu rõ mối quan hệ tƣơng ứng 

giữa nghiệm của HPT đã cho với nghiệm của PT thu đƣợc sau khi thực hiện phép đặt 

ẩn phụ và rút thế. 

Câu 2: Đòi hỏi HS phải xem xét bài toán dƣới nhiều góc độ, nhiều khía cạnh khác 

nhau từ đó tìm đƣợc nhiều cách giải khác nhau. Trên cơ sở có nhiều ý tƣởng giải thì 

có nhiều khả năng tìm đƣợc lời giải độc đáo. Câu hỏi này nhằm kiểm tra tính nhuần 

nhuyễn, tính độc đáo của TDST.  

ĐÁP ÁN VÀ THANG ĐIỂM 

Câu Nội dung Điểm 

    

    1 

+ Lời giải của bạn Anh bị sai vì phạm sai lầm trong phép biến đổi: 

+ Hệ ban đầu có nghiệm PT 2 2 3 0X mX m     có nghiệm. 

Nguyên nhân sai lầm:  

+ Hiểu chƣa thấu đáo mối quan hệ tƣơng ứng giữa nghiệm của hệ 

ban đầu và nghiệm của PT: 2 2 3 0X mX m     

Lời giải đúng:  Đặt 
1, 0

1, 0

a x a

b y b

   


  

. 

+Hệ PT trở thành: 
2 2 2 2 34 6

a b m a b m

ab ma b m m

    
 

     
(*) 

+ Hệ ban đầu có nghiệm  ;x y  thỏa mãn 1, 1x y    

  Hệ (*) có nghiệm  a b; thỏa mãn:  a b0, 0  

PT 
2 2 3 0X mX m     có hai nghiệm không âm 

   
2

4 2 3 00 3
2

0 0 2

60 2 3 0

m m
m

S m

mP m

               


      

                        

+ Vậy 
3

2
2

m   hoặc 6m  là các giá trị phải tìm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 
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2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

+ HS giải đúng mỗi cách đƣợc 2 điểm, nếu HS giải đƣợc bằng cách 

khác mà đúng thì vẫn cho điểm tối đa. Nếu HS giải đƣợc nhiều hơn 

3 cách thì GV tuyên dƣơng khen thƣởng. 

+ Điều kiện: 
3 3

4; 4.
2 2

     x y  

+ Trừ (1) và (2) vế theo vế, ta đƣợc:  

     2 3 2 3 4 4 0 3       x y y x  

Cách 1: PT (3)
       2 3 2 3 4 4

0
2 3 2 3 4 4

     
  

     

x y y x

x y y x
 

               
2 1

0
2 3 2 3 4 4

 
           

x y
x y y x

 

+ Thay x y vào PT (1), ta đƣợc: 2 3 4 4   x x  

2

2

3
9

2 2 5 12 9 11
9 38 33 0

9


        

   


x
x

x x x
xx x

 

+ Vậy HPT có hai nghiệm:  
11 11

3;3 , ; .
9 9

 
 
 

 

Cách 2: PT (3)  2 3 4 2 3 4 4       x x y y  

+ Xét hàm số:  
3

2 3 4 , ;4
2

 
      

 
f t t t t  

1 2 1 2

3
, ;4 ,

2

 
    

 
t t t t , ta có: 

       2 1 1 22 1

2 1 2 1

2 3 2 3 4 4
0

      
 

 

t t t tf t f t

t t t t
 

+ Suy ra  f t  đồng biến trên 
3

;4 .
2

 
 
 

 

+ Do đó (4)       f x f y x y . 

+ Thay x y vào PT (1) và làm tƣơng tự cách 1. 

Cách 3:  

Hê
  

  

2 3 4 2 2 3 4 16

2 3 4 2 2 3 4 16

       
 

      

x y x y

y x y x
 

 

 

 

 

 

 

 

 

6 
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        

 
     

3 2 2 3 4 2 3 4 0

22
3 0

2 3 4 2 3 4

0

x y x y y x

x y
x y y x

x y x y

        

 
    
      

    

 

+ Thế x y  vào PT (1) và làm tƣơng tự cách 1. 

Cách 4: Đặt 2 3 0, 4 0.     u x v y Suy ra: 

2

2

3

2

4

 



  

u
x

y v

.  

+Hệ trở thành: 

 

     

2
2 22

2 2 4 3 2

2

4
4

3
22 4 11 4 211 2 4 4

2

22 4 8 5 4 2 * 9 48 222 944 665 0

5 5
1 9 72 399 0 1 TM

3 3

 
  

 
        



            

 
          

 

u v
u v

u
v uv

v v v v v v v

v v v v v v

+ Từ đây ta cũng tìm đƣợc nghiệm của hệ là:  
11 11

3;3 , ; .
9 9

 
 
 

 

Nhận xét: Cả 4 cách giải đều cho lời giải tƣờng minh, nhƣng rõ ràng 

3 cách đầu thể hiện đƣợc ƣu thế riêng của mình là việc tính toán 

biến đổi có phần gọn gàng, đơn giản hơn. 

3.3.2. Đánh giá kết quả thực nghiệm: 

Dựa vào quan sát cá nhân về hoạt động dạy học ở các lớp, sự đánh giá nhận 

xét của các GV dự giờ và thống kê kết quả điểm số bài kiểm tra của HS, chúng tôi 

đƣa ra những nhận xét định tính và định lƣợng nhƣ sau: 

a) Đánh giá định tính 

Ở lớp thực nghiệm HS học tập tích cực, chịu khó suy nghĩ tìm tòi cách giải bài tập, 

hoạt động nhóm diễn ra sôi nổi, có nhiều ý kiến hay, sáng tạo hơn so với lớp đối chứng. 

Khả năng tiếp thu kiến thức mới, khả năng phát hiện sai lầm nhanh, khả năng 

tìm đƣợc nhiều cách giải và có cách giải độc đáo của HS lớp thực nghiệm hơn hẳn 

lớp đối chứng. 

Cả hai lớp các em đều nắm vững kiến thức cơ bản. Tuy nhiên cách trình bày 

lời giải ở lớp thực nghiệm mạch lạc, ngắn gọn, lập luận chặt chẽ hơn. 
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b) Đánh giá định lượng. 

Điểm 

Lớp 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Tổng số 

10A1 0 0 0 0 1 2 10 9 10 4 35 

10A4 0 0 0 2 3 12 8 6 4 0 35 

 

 

   

  

  

 

 

  

 

 

Biểu đồ cột phản ánh sự so sánh kết quả điểm của hai lớp thực nghiệm và đối chứng 

Phân tích kết quả kiểm tra: 

 Kết quả kiểm tra cho thấy: Lớp thực nghiệm có 91,4 0
0  HS  đạt điểm khá giỏi. 

Trong đó có 4 em đạt điểm 10. Trong khi đó ở lớp đối chứng tỉ lệ này chỉ là 51,4 0
0  

và không có điểm 10 nào. Có một số em ở lớp thực nghiệm đạt điểm tối đa là do các 

em đã có nhiều lời giả và tìm đƣợc lời giải hay, độc đáo. Lớp đối chứng không có em 

nào đạt điểm tối đa. 

3.4. KẾT LUẬN CHƢƠNG 3. 

Trong chƣơng 3 của luận văn đã trình bày quá trình thực nghiệm sƣ phạm để 

kiểm chứng tính khả thi và tính hiệu quả của các biện pháp đã trình bày ở chƣơng 2. Kết 

quả thực nghiệm cho thấy rằng: Việc sử dụng các biện pháp sƣ phạm đã nêu trong quá 

trình dạy học giải HPT sẽ phát triển đƣợc TDST cho HSG. Nhƣ vậy mục đích thực 

nghiệm sƣ phạm đã hoàn thành và giả thuyết khoa học đã đƣợc chứng minh. 
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KẾT LUẬN 

Sáng tạo là một phẩm chất rất cần thiết của con ngƣời mới trong xã hội phát 

triển. Việc rèn luyện TDST là khả thi và cần thiết tiến hành ngay trong nhà trƣờng 

phổ thông, điều này đã đƣợc nhận thức thành một nhiệm vụ đặt ra cho ngành giáo 

dục. Dạy học môn toán nói chung và nội dung HPT nói riêng có điều kiện thuận lợi 

để thực hiện nhiệm vụ dạy học này. 

Qua quá trình nghiên cứu đề tài, chúng tôi đã thu đƣợc các kết quả sau: 

+ Làm sáng tỏ đƣợc các đặc điểm của hoạt động sáng tạo khoa học và một số 

yếu tố của TDST. 

+ Đã đề xuất đƣợc một số biện pháp sƣ phạm nhằm phát triển TDST cho HSG 

trong dạy học . 

+ Đã đề xuất đƣợc một số phƣơng pháp, kỹ thuậ

PT nhằm phát triển TDST cho HSG. 

+ Đã bƣớc đầu điều tra, thực nghiệm sƣ phạm, bƣớc đầu xác định đƣợc tính cấp 

thiết của việc dạy học sáng tạo và xác định đƣợc tính khả thi của phƣơng án đã đề 

xuất, đồng thời bƣớc đầu có thể khẳng định đƣợc giả thuyết khoa học đƣa ra trong 

luận văn là đúng đắn. 

+ Đã hoàn thành nhiệm vụ nghiên cứu đề ra. Hơn nữa, đề tài và phƣơng pháp 

nghiên cứu của luận văn  này còn có thể tiếp tục đƣợc áp dụng cho nhiều nội dung 

khác của môn toán và cho các lớp, các cấp học khác nhau. 

Qua việc thực hiện luận văn, chúng tôi đã thu nhận đƣợc nhiều kiến thức bổ ích 

về lý luận qua các sách, báo, tạp chí và các công trình nghiên cứu về các lĩnh vực liên 

quan đến đề tài của luận văn. Chúng tôi hy vọng rằng, trong thời gian tiếp theo những 

tƣ tƣởng và giải pháp đã đƣợc đề xuất sẽ tiếp tục đƣợc thử nghiệm, khẳng định tính 

khả thi trong việc phát triển TDST cho HS. 
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1 

 CHO  

2  

1. Thêm , đào sâu, mở 

rộng các khái niệm, tính chất, các quy tắc phƣơng pháp có liên quan, tập luyện 

kỹ năng giải HPT để tạo điều kiện nền tảng cho phát triển TDST ở HSG.  

2: Tiếp sau đây, ta xét thêm hai bài toán nữa để minh chứng cho ƣu điểm của 

phƣơng pháp . 

         Bài toán 3: Giải HPT 
 

 
 

2 5 4 3 1
  x,y

2 2 5 6 7 6

x y xy xy y

x y xy xy x y

     


     

  

 Quan sát hệ trên HS có thể thấy biến 2 5xy  xuất hiện ở cả hai PT của hệ, 

đồng thời liên hệ mật thiết với hai đại lƣợng 4xy  và 6xy . Hơn nữa trong HPT các 

biến x và y đều có bậc nhất. Điều này gợi ý tƣởng đặt ẩn phụ 2 5a xy  , HS có thể 

đƣa HPT trên về HPT hai ẩn đối với x và y. Đến đây vận dụng các bƣớc giải HPT bậc 

nhất hai ẩn, HS có lời giải sau: 

Lời giải: 

+ Điều kiện:
5

2 5 0
2

xy xy      

+ Đặt 2 5a xy  ,  0a  , ta có: 22 5xy a  .  

+ Khi đó HPT đã cho trở thành: 

 
   

   

 

   

2 2

22

2 5 3 1 . 3 . 2 9

1 . 2 7 . 3 212 3 5 7 6

x y a a y a x a y a

a x a y ax y a a x y

           
 

           

 (I) 

+ Xem (I) là HPT bậc nhất hai ẩn x và y, a là tham số, ta có:  

 
2

2 2

2

3 2 9 3
5 3; 5 3

1 2 7 3 21 2 7
x

a a a a
D a a D a a a

a a a a

  
       

   
 

  
2

2

2

2 9
3 5 3

1 3 21
y

a a
D a a a

a a


    

 
 

+ Do 0a   nên 
2 5 3 0D a a    .  



 

 

+ Từ đây suy ra HPT (II) có nghiệm duy nhất: 

   

1

3 22 5

2 5 52 5 3
3

2

x

y

xD
x a

x y yxy xD

D xy x xxy y
y a

D y

 
                           

(TM ) 

+ Vậy HPT đã cho có hai nghiệm là:    1; 2 , 5;2 . 

        Bài toán 4: Giải HPT: 

   

 

2 2 2 3 2

2 2 2

2 2 2

1 1 4 1 5 1

1 3 1 4 1

9

z x z z y z z

x z y z z

x y z

        



      


  


 

Đây là hệ gồm ba PT ba ẩn số. Quan sát ban đầu, HS có thể thấy hệ trên khá 

phức tạp. Với HSG nếu nhìn kĩ một chút thì dễ dàng nhận ra đƣợc ở hai PT đầu của 

hệ có sự xuất hiện của hai ẩn phụ 2 1x   và 
2 1y   và khi đó biến z sẽ đứng độc 

lập. Điều này gợi ý tƣởng cho HS xét riêng hai PT này với hai ẩn phụ lần lƣợt là 

2 1x  và
2 1y  để nhận đƣợc một HPT bậc nhất hai ẩn. Xử lý hệ này HS nhanh 

chóng tìm đƣợc mối quan hệ giữa 2 2, ,x y z . Tới đây thực hiện phép thế vào PT thứ 

ba, HS sẽ thu đƣợc một PT ẩn z và tìm đƣợc nghiệm của HPT ban đầu. 

Lời giải:  Điều kiện: 2 1 1x x    hoặc 1x  . 

+ Đặt 

2

2

1, 0

1, 0

u x u

v y v

   


  

 

+ Khi đó hai PT đầu của HPT đã cho đƣợc viết thành: 

   ( I )
   

 

2 3

2

1 4 5 1

3 4 1

z u z z v z z

u z v z z

      


    

 

+ Tính các định thức, ta có: 
21 4

3
1 3

 
 



z z z
D

z
 

    
3 2 2 3 2

2 2

5 1 4 1 5 1
3 3; 3

4 1 3 1 4 1

     
    

    
x y

z z z z z z z
D z D z

z z z z z
 



 

 

+ Vì 0D   nên hệ (I) có nghiệm duy nhất: 

 
2

22 2 2

2

1 11
1

1

x zu z
x y z z

v z y z

     
      

  

 

+ Thế vào PT ba của hệ đã cho đƣợc: 

 
22

2

1
2 1 9 2

3 2 8 0

z
z z z

z z


     

  
(TM) 

+ Khi đó, ta tìm đƣợc: 

2 2

22

1 11 2 2

2 3 31 2

xu x x

v y yy

        
     

       

 ( TM) 

+Vậy HPT đã cho có bốn nghiệm:  

          2; 3;2 , 2; 3;2 , 2; 3;2 , 2; 3;2    . 

Ví dụ 3: Dạy học giải HPT bằng phƣơng pháp biến đổi tƣơng đƣơng. 

          Chúng ta đều biết HPT là sự tích hợp của hai hay nhiều PT, trong mỗi PT của 

hệ ngƣời ra đề có thể đƣa vào nhiều nội dung kiến thức khác nhau nhƣ căn thức, 

lƣợng giác, mũ lôgarit…, điều này làm cho các phép biến đổi trong quá trình giải một 

HPT vô cùng phức tạp và thƣờng gây khó khăn đối với đa số HS, kể cả HSG. Các em 

thƣờng lúng túng không biết trong trƣờng hợp nào thì dùng phép biến đổi tƣơng 

đƣơng, trƣờng hợp nào thì dùng phép biến đổi hệ quả. Trong thực tế giải toán về HPT 

không ít HS đã bộc lộ sai lầm khi không nắm vững các phép biến đổi tƣơng đƣơng và 

phép biến đổi hệ quả. Ví dụ GV yêu cầu HS giải HPT sau:  

3 2

3 2

2 4 0

2 2 5 0

x x x

x x x

    


   

(I) 

+ Một HS đã đƣa ra lời giải nhƣ sau:  

   

  3 2 3 2

2

HPT I 2 4 2 2 5

1

            2 3 1 0 1

2

       

 
    
  


x x x x x x

x

x x
x

 

+ Kết luận: Hệ có tập nghiệm là: 
1

1;
2

S
 

   
 

 



 

 

+ Rõ ràng lời giản trên của HS bị sai vì với 1x    và 
1

2
x   thì hệ (I) không nghiệm 

đúng, nên 1x   và 
1

2
x   là nghiệm ngoại lai của hệ (I). Nguyên nhân sai lầm là do 

HS đã vận dụng một phép biến đổi tƣơng đƣơng không đúng là:  

  
   

   
   

P x H x
P x Q x

Q x H x

 
 



 (Đây chỉ là một phép biến đổi hệ quả) 

+ Để giúp các em nắm vững các phép biến đổi tƣơng đƣơng trong giải HPT, GV có 

thể tổ chức các hoạt động dạy học nhƣ sau: 

 Hoạt động 1: Củng cố, tập luyện các phép biến đổi tƣơng trong giải HPT. 

+  GV: Em hãy nêu các phép biến đổi tƣơng đƣơng hay gặp trong giải HPT sau: 

   

   

1 2

1 2

f x f x

g x g x

 




 

            GV: Cho lớp hoạt động theo nhóm như sau: 

       +  Chia lớp thành 4 nhóm, các nhóm làm việc trong khoảng 3 phút. 

       + Yêu cầu mỗi nhóm thực hiện các nhiệm vụ sau: 

 +  Mỗi HS trong nhóm độc lập suy nghĩ để có câu trả lời của riêng mình. 

 + Các thành viên trong nhóm thảo luận, tổng hợp ý kiến. 

+ GV: Gọi các nhóm trình bày kết quả của nhóm mình (gọi thành viên bất kỳ của nhóm) 

+ GV: Đánh giá, nhận xét kết quả của các nhóm và đƣa ra đáp án. 

Đối với HPT trên, ta hay sử dụng các phép biến đổi tƣơng đƣơng sau đây: 

1)
   

   

   

       

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

f x f x f x f x

g x g x f x g x f x g x

   
 

     

 

2)
   

   

   

       

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

f x f x f x f x

g x g x f x g x f x g x

   
 

     

 

3) 
   

   

       

       

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

f x f x f x g x f x g x

g x g x f x g x f x g x

     
 

     

 

4)
   

   

   

   

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

f x f x f x f x

g x g x g x g x

   
 

   

, (    1 2,f x f x  cùng dấu ). 



 

 

5) 
   

   

   

   

1 21 2

2 2

1 2 1 2

f x f xf x f x

g x g x g x g x

   
 

   

(    1 2,g x g x cùng dấu) 

+ GV hỏi thêm: Kết quả trên có thể mở rộng cho hệ nhiều ẩn không? 

+  HS: Suy nghĩ đƣa ra câu trả lời theo suy luận của riêng mình. 

+ GV nêu chú ý: 

     1)  Kết quả trên có thể mở rộng cho hệ nhiều ẩn. 

2) Nếu biết chắc chắn trên miền xác định của hệ    0; 0, 1,2,3...i if x g x i   n 

thì có thể thay phép cộng, phép trừ, bằng phép nhân, phép chia, thí dụ:  

   
   

   

   

       

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2. .

f x f x f x f x

g x g x f x g x f x g x

   
 

   

 

hoặc 
   

   

   

 
 

 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

f x f x
f x f x

f x f x
g x g x

g x g x

 
  

 
 



 

Hoạt động 2: Vận dụng vào thực hành giải toán. 

Bài toán 1: Giải hệ PT (I) 

2 2

2 2

1 1 18

1 1 2

x x y x y x y y

x x y x y x y y

          


         

 

Bài hệ này HS có nhiều cách giải, trong số các cách giải đó, cách giải dùng  

phƣơng pháp biến đổi tƣơng đƣơng có lẽ là một trong các cách giải gọn gàng và sáng 

sủa nhất. HS có thể giải HPT trên nhƣ sau: 

Lời giải:   Cộng và trừ vế theo vế hai PT của hệ (I), ta đƣợc:  

+Hệ (I)  
2 21 1 10

8

x x y y x y

x y

        
 

 

 

   
 

 

2 22 2 73 16 10 9  19 9 10

8 8                                    2

x x xx y

x y y x

         
  

     

 

+Phƣơng trình (1)

2

22 2 2

9110 9 0

9 72 144 073 16 109 20 9

xx

x xx x x x

     
  

        

 

       4 4x y     (TM) 



 

 

+ Vậy nghiệm của HPT đã cho là:  4;4 . 

Nhận xét: Thông qua bài toán này HS đã đƣợc củng cố và rèn luyện các  phép 

biến đổi tƣơng đƣơng:
   

   

       

       

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

f x f x f x g x f x g x

g x g x f x g x f x g x

     
 

     

 

và 
   

   

   

   

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

f x f x f x f x

g x g x g x g x

   
 

   

, (    1 2,f x f x  cùng dấu ). 

             Bài toán 2: Giải HPT (I)

2

2

1
3 2     

     
1

3 2  

x y
y

y x
x


 


  


 

     Bài toán trên là HPT đối xứng loại 2, ở đây HS có thể giải hệ bằng phép biến đổi 

tƣơng đƣơng dựa trên đƣờng lối giải của HPT xứng loại 2, là trừ vế theo vế hai 

phƣơng trình của hệ, sau khi thực hiện phép quy đồng hai vế hai PT của hệ. 

Lời giải:  

+ Điều kiện: 0, 0x y  . 

Nhận xét: 2y và 
1

y
 (cũng nhƣ 2x và 

1

x
) cùng dấu, nên từ hệ suy ra: 0, 0x y  . 

+ Hệ (I)
 

2 22 2

2 22 2

3 2 13 2 1

3 2 23 2 1

x y yx y y

xy x y y xy x x

    
  

     

 

       

  

2 2

2 2

3 2 1

3 2 0

3 2 1
    Do : 0, 0 3 2 0

0

x y y

x y xy x y

x y y
x y xy x y

x y

  
 

       

  
      

 

 

   
  23 2

1
1 3 1 03 2 1 0

y xy x
x y

x x xx x

 
     

      

  (TM) 

+ Vậy hệ có nghiệm duy nhất:  1;1 . 

Nhận xét: Thông qua bài toán này HS đã đƣợc củng cố và rèn luyện phép biến 

đổi tƣơng đƣơng: 
   

   

   

       

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

f x f x f x f x

g x g x f x g x f x g x

   
 

     

 



 

 

           Bài toán 3:  Giải HPT  (I) 
 

 

3 3

2 2 3

1                 1
 

2 2   2

x y

x y xy y

  


  

 

        HS dễ dàng nhận thấy vế trái của PT (1) và PT (2) đều là đẳng cấp bậc 3 và vế  

phải của chúng đều là những hằng số, nên ở bài hệ này hƣớng giải quyết là thực hiện 

biến đổi tƣơng đƣơng trên hệ, với ý tƣởng tạo ra một PT đẳng cấp bậc 3 trong hệ.    

Lời giải:  

+ Xét 0x y  , hệ đã cho không thỏa mãn. 

+ Xét 0, 0x y  , viết lại hệ đã cho ta đƣợc: (II)
 

 

3 3

2 2 3

1                  3
 

2 2   4

x y

x y xy y

  


  

 

+ Thực hiện nhân vế theo vế  PT (3) và PT (4), ta đƣợc: 

+ Hệ (II)
 

3 3 3 3

2 2 3 3 3 3 2 2 3

1 1

2 2 2 2 0

x y x y

x y xy y x y x x y xy y

      
  

        

  

  

3 3

3 2

1

2 2 1 0

x y

x x x

y y y

  


       
         

     

3 3 1

1

1

2

x y

x

y

x

y

  

   

 

 

+ Nếu 
3

1
1

2

x
x y

y
     (TM) 

+ Nếu 1
x

y
 

3 3 1x y

x y

  
 

 
 (hệ này vô nghiệm) 

+ Nếu 
3 31 3 2 3

,
2 3 3

x
x y

y
     (TM) 

 + Kết luận: Hệ (I) có hai nghiệm: 
3 3

3 3

1 1 3 2 3
; , ;

3 32 2

  
  

   
. 

Nhận xét: Thông qua bài toán này HS đã đƣợc củng cố và rèn luyện phép biến 

đổi tƣơng đƣơng: 

    
   

   

   

       

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2. .

f x f x f x f x

g x g x f x g x f x g x

   
 

   
   0; 0, 1,2.i if x g x i    



 

 

             Bài toán 4:  Giải HPT:  

  

  

  

45

I 63

54

x y x y z

y z x y z

x z x y z

    


   


   

 

Lời giải:   Cộng ba PT của hệ vế theo vế, ta có: 

+ Hệ (I)

  

  

       

45

63

162

x y x y z

y z x y z

x y z x y y z z x

    


    


           

 

   

  

  

 
2

45

63

81

    


    


  

x y x y z

y z x y z

x y z

 

    

  

  

  

  

 

 

45 5 2

63 7 3   TM

9 9 4

5 245

7 3  TM63

9 49

                               
                                            

x y x y z x y x

y z x y z y z y

x y z x y z z

x y xx y x y z

y z yy z x y z

x y z zx y z

 

+ Vậy hệ (I) có hai nghiệm:    2;3;4 , 2; 3; 4 .    

Nhận xét: Chỉ với các phép biến đổi tƣơng đƣơng thuần túy, HS đã có đƣợc 

một lời giải đẹp trong sáng và giải dị cho bài toán. 

 Bài toán 5: Giải HPT: 

 

 

 

2

3

4

yz zx xy xyz

zx xy yz xyz

xy yz zx xyz

   


  


  

 

Lời giải:   

+ Rõ ràng      0;0; , 0; ;0 , ;0;0m m m  là các nghiệm của HPT. 

+ Xét 0.xyz   HPT đã cho tƣơng đƣơng:  (I) 

1 1 1 1

2

1 1 1 1

3

1 1 1 1

4

x y z

y z x

z x y


  




  



  


 



 

 

+ Cộng vế theo vế các PT trong hệ (I), ta đƣợc: 
1 1 1 13

12x y z
   . 

+Cộng PT này lần lƣợt với các PT của hệ (I), vế theo vế ta đƣợc:  

2 19 24

12 19

2 17 24

12 17

32 16

212

x
x

y
y

z
z

 
  

 
 

   
 
 

 


 

+ Vậy HPT đã cho có các nghiệm là:      
24 24 3

0;0; , 0; ;0 , ;0;0 , ; ;
19 17 2

m m m
 
 
 

. 

Nhận xét:Với bài hệ này HS đã đƣợc rèn luyện và củng cố phép biến đổi đƣơng đƣơng: 

   

   

   

 
 

 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

,

f x f x
f x f x

g x g x
g x g x

h x h x

 
  

 
 



(   0h x  trên miền xác định của hệ) 

Ví dụ 4: Giải HPT bằng phƣơng pháp đặt ẩn phụ. 

           Trong chƣơng trình toán THPT, phƣơng pháp đặt ẩn phụ là một trong những 

công cụ hết sức là quan trọng, thông dụng, thƣờng xuyên đƣợc sử dụng trong quá 

trình giải toán nói chung và trong dạy học giải HPT nói riêng. Khi đứng trƣớc một bài 

toán nào đó phƣơng pháp đặt ẩn phụ luôn là một trong những hƣớng nghĩ đầu tiên mà 

ngƣời giải toán muốn thử với hy vọng đơn giản hóa bài toán đã cho. Về tầm quan 

trọng thì là nhƣ vậy. Nhƣng trong chƣơng trình SGK hiện hành phƣơng pháp này 

cũng chƣa đƣợc trình bày một cách đầy đủ, chi tiết và cẩn thận. Hơn nữa phƣơng 

pháp đặt ẩn phụ cũng có nhiều cách nhƣ đặt ẩn phụ hoàn toàn (đặt ẩn phụ toàn phần), 

đặt ẩn phụ không hoàn toàn (đặt ẩn phụ không toàn phần), đặt một ẩn phụ, đặt hai ẩn 

phụ, đặt nhiều ẩn phụ,…, và trong nhiều trƣờng hợp khi đặt ẩn phụ, ta phải tìm điều 

kiện đủ cho ẩn phụ. Một câu hỏi tự nhiên đƣợc đặt ra là khi nào ta cần tìm điều kiện 

đủ cho ẩn phụ, khi nào không? Tất cả những điều này đã làm cho nhiều HS phải lúng 

túng, không biết trong trƣờng hợp nào nên sử dụng phƣơng pháp đặt ẩn phụ, và sử 

dụng ẩn phụ nhƣ thế nào cho đúng, cho hiệu quả. Để giúp các em có thể sử dụng tốt 

phƣơng pháp đặt ẩn phụ trong giải toán về HPT, GV cũng cần tổ chức các hoạt động 

dạy và học  về phƣơng pháp này. 



 

 

Hoạt động 1: Củng cố và tập luyện phƣơng pháp đặt ẩn phụ trong giải  HPT. 

+ GV nêu vấn đề: Đặt ẩn phụ là việc lựa chọn các biểu thức trong HPT để đặt thành 

các ẩn phụ mới, với mục đích và ý nghĩa làm đơn giản, làm gọn HPT. Qua đó ta thu 

đƣợc các HPT mới đơn giản, hay quy đƣợc về các dạng hệ quen thuộc nhƣ đối xứng, 

đẳng cấp,… 

+ GV: Đối với các bài toán HPT thi HSG, thi tuyển sinh đại học, thƣờng ẩn phụ không 

xuất hiện ngay trong HPT. Em hãy nêu một số kĩ thuật tạo ra ẩn phụ trong giải HPT? 

+ HS: Suy nghĩ, trả lời câu hỏi của giáo viên.  

+ GV: Các em có thể đƣa ra đƣợc một hay một vài cách tạo ẩn phụ trong giải hệ, 

nhƣng điều này không thật quan trọng, điều mà GV mong muốn là các em phải gọi 

đƣợc tên các kĩ thuật và đặc trƣng của mỗi kĩ thuật mà các em hay làm để tạo ra ẩn 

phụ trong giải hệ. Sau cùng GV nhận xét câu trả lời của HS và kết luận: 

Để tạo ra ẩn phụ ngƣời giải toán cần xử lý linh hoạt các PT trong hệ thông qua 

các kĩ thuật: Nhóm nhân tử chung, hoặc nhóm dựa vào hằng đẳng thức, hoặc dựa vào 

phƣơng pháp hệ số bất định tạo ra các biểu thức giống nhau trong mỗi PT của hệ, 

hoặc chia các PT trong hệ theo các số hạng có sẵn trong mỗi PT, khi xét các số hạng 

đó khác 0 (cần xét số hạng đó bằng 0 trƣớc khi chia, xem có thỏa mãn HPT hay 

không, để tránh bỏ xót nghiệm),… 

+ GV: Em hãy nêu các phép đặt ẩn phụ thƣờng sử dụng trong giải HPT? 

+ HS: Suy nghĩ, dựa vào các phép đặt ẩn phụ đã học ở lớp dƣới để trả lời. 

+ GV: Gọi một vài em trả lời, sau đó tổng hợp các ý kiến và kết luận: 

Các phép đặt ẩn phụ hay sử dụng gồm:  

Đặt ẩn phụ hoàn toàn và đặt ẩn phụ không hoàn toàn (GV lấy một số ví dụ minh họa). 

+) GV: Lƣu ý HS: Có thể đặt một ẩn phụ, hai ẩn phụ, hoặc nhiều ẩn phụ,… 

+) GV giới thiệu:  Khi đặt ẩn  tìm điều kiện cho ẩn 

phụ. Từ thực tế giải toán, ngƣời ta rút ra những điều sau đây: 

a) Với các bài toán mà ẩn phụ xem là ẩn trung gian, tìm ẩn phụ rồi trở về ẩn 

ban đầu thì có hai phƣơng án tìm điều kiện : 

1) Tìm đúng điều kiện cho ẩn phụ. 

2) Tìm thừa điều kiện cho ẩn phụ. 



 

 

Chẳng hạn: nếu đặt sin2 xu  , với mọi x .  

Khi đó: điều kiện đúng là: 
1

2
2

u  ( do 1 sin 1x   ) 

             điều kiện thừa là: 0u   (do hàm mũ) 

Ta có thể dùng điều kiện theo phƣơng án: “thừa” vì ta còn quay trở về tìm ẩn 

ban đầu. Trong trƣờng hợp dùng điều kiện thừa, có khi ta phải giải bài toán mà chắc 

chắn là vô nghiệm (khi trở về tìm ẩn ban đầu). 

Ví dụ nếu đặt 
1

2
u x

x
  với điều kiện 0x   

Khi đó điều kiện đúng là (theo Cô si) 

1
2 . 2

2
u x

x
  , điều kiện thừa là 0u   

Giả sử PT với ẩn u có hai nghiệm: 1u   và 2u   thỏa mãn điều kiện 0u  . 

Khi trở về ẩn ban đầu ta phải giải PT 1u  , chắc chắn vô nghiệm.  

+ GV: Trong trƣờng hợp nào nên dùng điều kiện dƣới dạng thừa? 

+ HS: Có thể trả lời đúng hoặc chƣa đúng, tùy vào năng lực cảm nhận vấn đề của 

từng em. 

+ GV: Đó là khi mà trong công thức  u x , việc tìm miền giá trị của hàm  x  

quá phức tạp hay việc dùng điều kiện ở dạng thừa là sáng tạo hơn. 

+ GV tiếp tục giới thiệu: 

b) Với các bài toán mà ẩn phụ đƣợc dùng với tƣ cách là ẩn thứ 2 (bài toán 

không trở về với ẩn ban đầu) thì tuyệt đối phải đặt đúng điều kiện cho ẩn phụ. 

Điều kiện cho ẩn phụ chính là miền xác định cho bài toán mới. Đây là trƣờng hợp của 

các loại bài toán: 

     + Dùng ẩn phụ vào việc tìm giá trị nhỏ nhất (GTNN), giá trị lớn nhất (GTLN) 

của hàm số. 

    + Dùng ẩn phụ vào việc tính các tích phân. 

    + Dùng ẩn phụ vào việc giải các bài toán có tham số. 

Trong trƣờng hợp này, nếu dùng điều kiện dƣới dạng thừa là ta đã giải bài toán không 

chỉ trong miền xác định của nó. 



 

 

+ GV: Em hãy nêu các bƣớc thực hiện đặt ẩn phụ đối với một HPT? 

+ HS: Suy nghĩ, trả lời câu hỏi. Đây là câu hỏi mở, mỗi em sẽ có cách phân chia các 

bƣớc theo ý kiến chủ quan của riêng mình. 

+ GV: Gọi một vài em phát biểu ý kiến, nhận xét câu trả lời của mỗi em, và đƣa ra 

phƣơng án của mình để các em tham khảo: 

- Đặt các ẩn phụ:      , , , , , , , , ,...a f x y z b g x y z c h x y z    và buộc điều kiện cho 

a, b, c nếu có. 

- Biến đổi HPT đã cho về HPT ẩn a,b,c,… rồi giải HPT để tìm nghiệm (a,b,c,…) 

thỏa mãn điều kiện trên. 

- Giải HPT:

 

 

 

, , ,...

, , ,...

, , ,...

...

f x y z a

g x y z b

h x y z c

 









 với a,b,c,… vừa tìm đƣợc để tìm ra tập nghiệm của 

 , , ,...x y z . 

2: . 

                 Bài toán 1: Giải HPT:

2 2

3 3

2

14 2 2

9
2 2

xy y x y x y x y

x y x y

    
 




     
    

   

 

 Ở bài hệ này, hai biểu thức ,
2 2

x y x y 
 đồng thời xuất hiện trong cả hai 

phƣơng trình của hệ, hơn nữa các biểu thức còn lại trong hệ đều biểu diễn đƣợc thông 

qua hai biểu thức này, đây chính là nút thắt của bài toán. Vậy chìa khóa giúp HS giải 

quyết bài toán là hai ẩn phụ 
2

x y
u


  và 

2

x y
v


 . 

Lời giải:  

+ Điều kiện: 
0

0

x y

x y

 


 
 

+ Đặt 
2

x y
u


  và 

2

x y
v


 ;  , 0u v  . Khi đó: 2 2 2 2, .x u v y u v     



 

 

+ HPT trở thành:  

   

    

  

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

3 3 3 3

3 3 3 33 3

2 4

14

9

7 0 0 7

9 99

u v u v u v u v
u v

u v

u v u v u v u v

u v u vu v

    
  



 

          
    

      

 

+ Hệ 
3 3

0

9

u v

u v

 


 
 vô nghiệm. 

+ Giải hệ: 

3 3

3 3

7 2

19

u v u

vu v

   
 

  

 

+ Do đó:

2
8 52

2 3
1

2

x y

x y x

x y yx y

 
    

   
    




 

+ Vậy HPT đã cho có nghiệm là:  5;3  

Nhận xét: Trong bài hệ trên sự xuất hiện của hai ẩn phụ là quá rõ ràng, trong 

trƣờng hợp này HS không mấy khó khăn để xác định đƣợc hƣớng giải cho bài toán. 

Bài toán 2: Giải HPT:
   

   

3 2

2 3

3 4 23 8 8  1

10 27 6 8  2

y x x y

y x x y

    


   

 

Quan sát HPT trên, HS có thể nhận thấy ngay ẩn phụ vẫn đƣợc giấu kín trong 

các PT của hệ. Do đó, ở bài hệ này, để lộ diện ẩn phụ các em  phải thực hiện một số 

phép biến đổi nhƣ chia hai vế mỗi PT trong hệ cho một biểu thức khác 0, rồi thực 

hiện cộng vế theo vế hai PT thu đƣợc. Cụ thể ta có lời giải sau: 

Lời giải: 

+ Xét 0y  , từ PT(1), có: 0 8  (mâu thuẫn). 

+ Xét 0y  . Khi đó hệ đã cho tƣơng đƣơng:

 

 

2

3 2

3

2

8 8
3 4 23    

8 6
10 27     

x x a
y y

x x b
y y


   



    


 



 

 

+ Cộng (a) và (b) theo vế ta đƣợc:  

       
3

33 2

3 2

8 6 2 2
3 6 4 1 3 1 3.  cx x x x x

y y y y

 
           

 
 

+Đặt 
2

1;u x v
y

    thì PT (c) trở thành:   

    

 

3 3

2 2

2 2

3 3 0

3 0

2
1

3 0 VN

u v u v

u v u uv v

u v
u v x

u uv v y

   

     


     

   

 

+ Thay vào PT(b), ta đƣợc: 

  

   

  

23

3 2

2

10 27 2 1 3 1

2 3 22 0

2 4 11 0

2

x x x x

x x x

x x x

x

     

    

    

  

 

+ Do đó: 2y   . 

+ Vậy hệ có nghiệm duy nhất:  2; 2  . 

Nhận xét: Bài toán 2 là một minh họa rõ nét cho việc phải thực hiện một số 

phép biến đổi cơ bản nhƣ nhân chia hai vế của một PT trong hệ cho một biểu thức 

khác 0, hoặc cộng vế với vế hai của trình của hệ, biến đổi HPT đến tình huống thích 

hợp, rồi mới sử dụng đƣợc ẩn số phụ. 

Bài toán 3: Giải HPT: 

2 2

3

8
3

6
1

x x y
x

y
x


 


  


 

  

Ở bài hệ này, hình thức của nó có vẻ đơn giản, nhƣng lời giải giành cho nó thì 

không hề đơn giản chút nào, HS phải hết sức tinh tế trong phép lựa chọn ẩn phụ và 

phải thực hiện liên tiếp hai lần ẩn phụ mới đi đến đƣợc đáp số của bài toán. 

Lời giải: 

+ Điều kiện: 0x  . 



 

 

+ Khi đó HPT đã cho tƣơng đƣơng: 

2 2

3

3 3

8 8
3 3 1

6 2
1 3. 1

x x y y
x x

y y
x x

 
     

 
    
  

 

+ Đặt  
2

 0 ,t t
x

   ta có HPT:   
3

2 2

3

3 1
3 0

3 1

t y
y t y yt t t y

y t

  
       

 

 

+ Do đó:  3 3 1  1y y   

+ Đặt  2cos , 0y      .  

+ Khi đó PT(1) trở thành:  

 3 1 2
8cos 6cos 1 cos3

2 9 3
k k

 
             

+ Chọn:  
5 7

; ; 0;
9 9 9

  
        ta đƣợc: 

2cos
9

5
2cos

9

7
2cos

9

y

y

y











 


 


 

+ Vậy HPT đã cho có 3 nghiệm: 

  

1 1 1

5 7
cos cos cos

; ;9 9 9

5 7
2cos 2cos 2cos

9 9 9

x x x

y y y

  

  

  
    

  
  
  

    
  

 

 Nhận xét: Thông qua ví dụ này HS đã đƣợc củng cố và  rèn luyện phƣơng 

pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn trong giải HPT, phƣơng pháp đặt ẩn phụ lƣợng giác 

khi phải xử lý một PT bậc 3 mà không nhẩm đƣợc nghiệm hữu tỉ. 

          Bài toán 4: Giải HPT: 
   

   

2 2 2 3

2

2 1 2 0  1

2 2 2 4 4 0      2

x y y x y y

x xy x y x

        

       

 

 

Nhiều HPT, HS phải thực hiện biến đổi một trong hai PT của hệ về dạng tích, 

sau đó thực hiện phép rút thế vào PT còn lại, rồi tiến hành đặt ẩn phụ cho PT thu 

đƣợc. Minh chứng cho cách làm này, ta có lời giải sau cho bài hệ trên. 



 

 

Lời giải: 

+ PT (1)  2 2 2 32 1 2 0x y y x y y          

             

   

  

 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1 0

2 2 1 0

2 2 1 0

x y x y x y y

x y x y

y x x y

         

      

      

 

+ Thay vào (2), ta đƣợc:  2 22 2 2 2 4 6 0x x x x x x         

      
22 2 2 2 2 2 0x x x x x x                

                
2 2

2 2 2 2 2  3x x x x x x             

+ Đặt 2u x   và v x . Ta có 2u v  . 

+ Khi đó PT (3):  2 2 2 22 2 2 2 0 4u u u v v v u v u u v v             

+Xét  2 21 2 0u u v v    2 22 2u u v v      

   
    4 4 2 2 2 2 2 2

0 0

2 0 2 0

uv uv

u v u v u v u v

   
  

         

0

0

u v

u v

 
 

 
 

+ Với 20 0 0 2 0u v u v u u v x x              (mâu thuẫn). 

+ Với 2 20 0 0u v u v u u         , đúng u . 

+ Suy ra: 02 1 0 1 3x y x x x y             (TM). 

+ Xét 2 21 2 0u u v v    . 

+ Khi đó PT (4) tƣơng đƣơng: 

    

 
 

  

  
 

4 4 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 4
0 1 0

2 2 2 2

4
1 0   5

2 2

u v u v u v u v
u v u v

u u v v u u v v

u v

u v u v

u u v v

      
       
       




   
 

  

 

+ Ta có:
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 4
0 2 2 . 4

2

u v
u u v v u v u v

 
          



 

 

   
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 4 2 2 4
2 1 0

2 2 2 2

u v u v

u u v v u u v v

   
    

     
. 

+ Suy ra PT (5) vô nghiệm. 

+ Với 2 1 0 1 3u v x x x x y              (TM). 

+ Vậy HPT đã cho có nghiệm duy nhất:  1; 3 . 

2. T 2: Tập luyện cho HS thói quen không suy nghĩ 

cứng nhắc theo những quy tắc đã học, không máy móc áp dụng những mô hình 

đã gặp để ứng xử linh hoạt trƣớc những tình huống mới. 

Ví dụ 3: Dạy học giải HPT: 
2 2 2

2 2 2

x y

y x


   


    

 

Quan sát HPT trên, nhiều HS sẽ nghĩ ngay đến phƣơng pháp bình phƣơng hai 

vế, hoặc sử dụng hai ẩn phụ, để giảm bớt dấu căn, hoặc sử dụng cách giải của HPT 

đối xứng loại hai là trừ vế với vế hai PT của hệ, rồi thực hiện nhân liên hợp. Nhƣng 

với các ý tƣởng quen thuộc đó, lời giải của bài toán sẽ đi vào ngõ cụt hoặc nếu có giải 

đƣợc thì cũng rất dài dòng và phức tạp về mặt biến đổi tính toán. GV có thể định 

hƣớng giúp HS xác định đƣợc phƣơng pháp giải cho HPT trên là sử dụng phƣơng 

pháp đánh giá bất đẳng thức kết hợp với phƣơng pháp lƣợng giác hóa. 

 Từ đó HS có thể đƣa ra đƣợc lời giải sau: 

+ Điều kiện để HPT có nghiệm là: 
, 0 0 2

0 22 2, 2 2

x y x

yx y

  
 

     
 

+ Nếu x y, ta có:          x y y x2 2 2 2 2 2 0  (mâu thuẫn) 

+ Nếu x y, ta có :          x y y x2 2 2 2 2 2 0 (mâu thuẫn) 

+ Nếu      x y x x2 2 2 . 

+ Đặt 
  

  
 

x t t2cos , ;
2 2

. Khi đó phƣơng trình trở thành :  



 

 

   


       

  
        

  

t
t t t

t t
t t

2cos 2 2 2 cos 2cos 2 2 2cos
2

2cos 2 2sin 2cos 2 1 cos
4 2 4

 

   

 




  



     

      
         

 

t
t kt k

t
t k Z

t
t k t k

2 16
2

9 94 8
2cos 2cos

4 8 2 16
2

4 8 7 7

 

+ Vì  
               

             
        

t t x y
2 2 2 2 2 2

; , ; 2cos ;2cos ; 2cos ;2cos
2 2 9 7 7 7 9 9

 

+ Vậy HPT đã cho có hai nghiệm : 
      

   
   

2 2 2 2
2cos ;2cos , 2cos ;2cos .

7 7 9 9
 

3. T 3: Hƣớng dẫn và luyện tập cho HS khả năng 

nhìn bài toán giải HPT dƣới nhiều góc độ khác nhau để có thể tìm đƣợc nhiều 

cách giải khác nhau.   

Ví dụ 3: Trong giờ học BDHSG, GV đƣa ra bài toán sau: 

          Bài toán: Cho HPT:
     

 2

1 2 1             1

2 3 6 1 2 2 4 5 3 2

y x y x x y y

y x y x y x y

       


       

 

 + GV: Các em hãy tìm nhanh lời giải bài toán trên. Bạn nào tìm đƣợc một  lời 

giải trƣớc thì xung phong lên bảng giải trƣớc. Các bạn còn lại tìm cách giải khác, và 

bạn nào tìm đƣợc cách giải khác với cách của bạn trên bảng thì lại đƣợc xung phong 

lên bảng trình bày. Cứ nhƣ thế, ngƣời lên sau phải trình bày đƣợc cách giải khác với 

cách giải trên bảng. Bạn nào trình bày đƣợc nhiều cách giải trên bảng nhất và có lời 

giải chính xác, độc đáo nhất sẽ là ngƣời thắng cuộc. 

+ GV:  Làm trọng tài điều khiển “cuộc thi”.  

+ GV: Kết luận và khen thƣởng sau khi “cuộc thi” kết thúc. 

+ GV: Dự kiến các cách giải của bài toán:  

+ Điều kiện: 

0

2

4 5 3

y

x y

x y





  

 



 

 

+) Cách 1: Ta có:  

       

    

 1 1 1 1 1 0

1 1
    1 1 0 3

1 1

PT y x y x y y

y x y
x y y

         

 
          

 

+ Do 
1 1

0
1 1x y y
 

  
 nên (3)

1

1

y

y x


 

 
 

+ Với 1y  , PT (2) trở thành: 9 3 0 3x x    (TM) 

+ Với 1,y x   điều kiện  *  trở thành: 1 2x  . 

+  PT (2) trở thành: 

    

   

 

2 2

2

2

2 3 2 2 1 1 2 0

1 0
1

1 2 0 1
2 01 2

1 2

x x x x x x x

x x

x x
x x

x x

           

   
              

   

 

+ Với

 

 

2

1 5 1 5
  TM

2 2
1 0

1 5 1 5
  KTM

2 2

x y

x x

x y

   
  

   
   

  


 

+ Với 
1

2 0
1 2x x

 
  

.  

+ Do  
1

2 0, 1;2
1 2

x
x x

   
  

 nên PT này vô nghiệm. 

+ Kết luận: Hệ có hai nghiêm:  
   
  
 

1 5 1 5
3;1 , ;

2 2
. 

+) Cách 2: 

+ PT                  1 1 1 1 1y x y x y x y y  

   

     

    

  

        

         
 

         
 

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

x y y y x y

y x y y x y

y x y x y y

 



 

 

    
  

         
   

1 0
1 1 0, 0, 0

1 0

y
x y y y x y

x y
 

+ Ta xét hai trƣờng hợp: 

+ Nếu    1 0 1,y y  từ (2) suy ra:     3 9 0 3.x x  

+ Nếu      1 0 1,x y x y  từ (2) suy ra:    22 3 2 1y y y  (3) 

+ PT (3)         216 8 1 16 1 8 1 1y y y y  

   
       

           

22

2

4 1 4 1 1

4 1 4 1 1 1 1 0

y y

y y y y y y

 

   

 

 

   
  


  




1 5 1 5
 TM

2 2

1 5
 KTM

2

y x

y

 

+ Kết luận: Hệ có hai nghiệm:  
   
  
 

1 5 1 5
3;1 , ;

2 2
 

+) Cách 3: Đặt 
       

 
  

2

2

, 0

, 0

x y a a x y a

y by b b
 

+ PT thứ nhất của hệ thành:         2 2 2 21 2 1b a a b a b 

               

   

 

     

 


 
   

1 1 2 0

1

1

2 0  VN

a b a b

a

b

a b

  

+ Với    1 1a x y , thay vào PT thứ hai đƣợc:    22 3 2 1y y y  

             
2

2 1 7 1 3 1y y y  

+ Điều kiện: 1y . 

+ Đặt    1 , 0t y t . Khi đó ta có:   21y t .  



 

 

+ Ta đƣợc PT:

  


    
 




4 2

1 5

2
2 7 3 0

1 7

2

t

t t t

t

 

+ Với  
    

    
1 5 1 5 1 5

  TM
2 2 2

t y x  

+ Với  
  

  
1 7 1 5

  KTM
2 2

t y  do 0y . 

+ Với   1 1.b y Thay vào (2) đƣợc:  3 x (TM) 

+ Kết luận: Hệ có hai nghiệm:  
   
  
 

1 5 1 5
3;1 , ;

2 2
. 

+) Cách 4: PT thứ nhất của hệ tƣơng đƣơng: 

   
       

     

          

        

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

y x y x y y x y y

y x y x y y
 

   

     

  

  

     
  

  

 
      

    

 
      

  

1 1 1 1
0

1 1

1 1
1 1 0

1 1

1 0
1 1 0

1 0

y x y x y y

x y y

y x y
x y y

y
y x y

x y

 

+ Với 1y thay vào (2) đƣợc:  3x  (TM). 

+ Với  1x y thay vào (2) ta đƣợc:    22 3 2 1y y y  (*) 

+ Điều kiện:  0 1y . 

       

    

          

        

 * 2 1 2 1 2 1 1 2 1 0

             2 1 1 2 1 1 0

PT y y y y y y y

y y y y y y
 

        

    
 

  

            2 1 2 1 1 0

2 1 2 1 0 
            

1

y y y y

y y

y y

 



 

 

+ Với    2 1 2 1 0 y y . 

+ Do       2 1 2 1 0, 0;1y y y  nên PT này vô nghiệm. 

+ Với      1 0 1y y y y 

           


      
        

  


2
0

1 0 1 5 1 5
 TM1 5

2 20
2

y
y y

y x
y y

 

+ Kết luận: Hệ có hai nghiệm:  
   
  
 

1 5 1 5
3;1 , ;

2 2
. 

+) Cách 5: Làm tƣơng tự nhƣ các cách giải trên ta đến đƣợc PT: 

    

   

   

     

    

2

2

2
2

2 3 2 1

2 2 2 1

2 2 1 1  * *

y y y

y y y y

y y y y

 

+ Xét hàm số:     22 ,  0f t t t t  

+ Đạo hàm:       ' 4 1 0, 0f t t t  nên  f t  đồng biến trên  0;  

+ Khi đó PT (**)         1 1f y f y y y  

     


      
        

  


2
0

1 0 1 5 1 5
 TM1 5

2 20
2

y
y y

y x
y y

 

+) Cách 6: Làm tƣơng tự nhƣ các cách 1 giải trên ta đến đƣợc PT:       

22 3 2x x x     (*). Điều kiện:  2x . Đặt   2 , 0,t x t  ta có:   23x t .  

+ Khi đó PT (*) trở thành:        
2

2 22 2 2 3t t t  

            4 2 2 22 7 3 0 2 2 3 1 0t t t t t t t

 
   

 
   




2

2

1 7

2 2 3 0 2

1 1 5

2

t
t t

t t
t

 

+ So điều kiện  0t  ta đƣợc: 



1 7

2
t  và 

 


1 5

2
t . 



 

 

+ Với  
1 7 1 5

  KTM
2 2

t y
  

    do 0y . 

+ Với  
    

    
1 5 1 5 1 5

 TM
2 2 2

t y x  

Nhận xét:  Với cách thức tổ chức dạy và học nhƣ trên GV đã rèn luyện cho HS khả 

năng phát hiện nhanh vấn đề, đồng thời đề xuất đƣợc nhiều cách giải quyết vấn đề 

thông qua việc tìm nhanh cách giải và tìm đƣợc nhiều cách giải cho một bài toán. 

Ví dụ 4: GV yêu cầu HS giải bài toán sau bằng nhiều cách: 

  

 

 

 

Bài toán tìm giá trị của tham số m để HPT có nghiệm thƣờng đƣợc giải bằng 

phƣơng pháp quy về bài toán tìm giá trị của tham số m để phƣơng trình có nghiệm 

trên một miền nào đó. Miền nào đó ở đây đƣợc hiểu là miền điều kiện đúng của các 

ẩn trong hệ nếu ta sử dụng phép thế để quy HPT về PT, hoặc là miền điều kiện đúng 

cho ẩn phụ, nếu ta dùng ẩn phụ để quy HPT về PT. 

Với bài toán này đòi hỏi HS phải có sự nhuần nhuyễn và linh hoạt trong việc 

phối hợp và sử dụng nhiều mảng kiến thức, nhiều phƣơng pháp giải khác nhau thì 

mới có thể đƣa ra đƣợc nhiều lời giải chính xác cho bài toán. Các em có thể đề xuất 

đƣợc một số cách giải sau: 

+) Cách 1:  

+ Nhân 2 vế của (1) với 2, rồi cộng với (1) ta đƣợc PT: 

    
 

 3 2 2

2

1 3
4 2 4 2 1 2 3

2 2 2 2 1
x y x xy x x y y x

x x
          

 
 

+ Từ (2) và (3) suy ra: 
 

 2 2

2

1 3
2 1 4

2 2 2 2 1
m y x x x x

x x
        

 
 

+ Đặt 

2

2 1 1 1
2 2 1 2

2 2 2
t x x x

 
       

 
 

+ Khi đó (4) trở thành: 
1 3 1 3

2 1 1
2 2 2

m t t
t t

 
       

 
 

Tìm giá trị thực của m  để HPT 
   

 
 

3 2

2

2 2   1
 ,

1 2             2

x y x xy m
x y

x x y m

    


   

  

có nghiệm thực. 

 



 

 

+ Xét hàm số  
3

f t t
t

   trên nửa khoảng
1

;
2

 


 
. 

+ Ta có:   2

3
' 1f t

t
  , trên khoảng

1
;

2

 
 

 
:  ' 0 3f t t    

+ Lập bảng biến thiên, suy ra:  

   
1 3

2 3 1 1 3
2

f t t
t

 
      

 
 hay 

1 3

2
m


  

Chú ý: Ta có thể sử dụng BDT Cô Si để tìm miền giá trị của  f t  

trên
1

;
2

 


 
. Áp dụng BDT Cô si ta có: 

3 3
2 .t t

t t
    

  Hay  
1 3 1 3

1 1 3 .
2 2

t m
t

 
      

 
 

+) Cách 2: HPT đã cho viết lại: 
    

     

2

2

2              3

2 1 2    4

x x x y m

x x x y m

   


    

 

+ Đặt 

 

2 1

4

2

u x x u

v x y v

  
     

 
    

. Hệ đã cho trở thành:  

1 2

  *1
,

4

u v m

uv m u

  

  

   
 

 

+ Hệ (*)
   

2
2

1 2
1 2

2 1  3
2 1

v m u
v m u

u u
u u m u m

u

  
   

   
     



 

+ Đặt  
2 1

,  
2 1 4

u u
f u u

u

 
  


. 

+ Ta có:  
 

 
2

2

2 2 1 1 1 3
' , ; : ' 0

4 22 1

u u
f u u f u u

u

     
        

 
 

+ Từ bảng biến thiên suy ra: 

+ HPT có nghiệm khi (3) có nghiệm thuộc 
1

;
4

 
 
 

1 3

2
m

 
  . 

Chú ý: Bài toán quy về tìm tham số thực m để PT:  2 2 1u u m u     có 

nghiệm
1

.
4

u    



 

 

+) Cách 3: Từ PT (2):  2 2 1 4y x x m    .  

+ Khi đó thay (4) vào (1), biến đổi và rút gọn ta đƣợc:     

   

 

   
 

4 3 2

2

2 2 2 1

1 1 1
 5

2 2 1

x x m x x

x x x x
m

x x

    

      
 

 

+ Đặt  
2

2 1 1 1
1

2 4 4
t x x x x x

 
         

 
. 

+ Khi đó PT (5) viết lại:
 1 1 3

1 2 1
2 1 4 2 1

t t
m t

t t

  
     

  
 

+ Xét hàm số  
1 3

1 2 1
4 2 1

g t t
t

 
    

 
 trên nửa khoảng

1
;

4

 
 
 

, ta cũng thu 

đƣợc kết quả: 
1 3

.
2

m


  

Chú ý: Hàm số  g t  xác định và liên tục trên nửa khoảng 
1

;
4

 
 
 

 

và  lim
x

g t


   nên để PT trên có nghiệm thực (tức là có nghiệm thực x) thì phải 

có  
1

;
4

max g t .
t

m
 

  
 

  

4. T 5: Tổ chức những tình huống để rèn luyện cho 

HS thói quen, kỹ năng phê phán, tìm ra sai lầm, chƣa hợp lý trong lời giải các 

HPT, từ đó tìm ra lời giải tối ƣu. 

Ví dụ 3: : Tìm sai lầm trong lời giải các HPT dƣới đây, chỉ ra 

nguyên nhân sai lầm, đồng thời nêu cách khắc phục các sai lầm đó:  

Bài 1: Giải HPT: 
   

     
 

2 2 3

22 2

5 4 3 2 0  1
  ,

2             2

x y xy y x y
x y

xy x y x y

     


   

  

Lời giải:  

+ Ta có: (2)  2 2 2 22 2xy x y x y xy       

        
      

 

2 2

2 2

1 2 1   3

2                             4

x y xy xy

x y

    

  
 



 

 

+ Với 2 2 2x y   thế vào (1) đƣợc:  

          
  

 

2 2 3 2 2

3 2 2 3

5 4 3 0

4 5 2 0     5

x y xy y x y x y

x x y xy y

     

    
 

+ Xét 0y  , từ (3) có: 0x  .Thay 0x y   vào hệ đã cho không thỏa mãn. 

+ Xét 0y  . Khi đó PT (5) 

3 2 2
2

4 5 2 0

1

x

x yyx x x

x x yy y y

y


      

            
      



     

+ Với x y  thay vào 2 2 2x y   ta đƣợc 1x y   . 

+ Với 2x y  thay vào 2 2 2x y   ta đƣợc: 
2 2

2
5 5

y x     . 

+ Kết luận: Hệ có 4 nghiệm:    
2 2 2 2

1; 1 , 1;1 , 2 ; , 2 ;
5 5 5 5

   
      

   
. 

 Bài 2: Giải HPT 
 

   
 

44

2 2

1 1 2     1
   ,

2 1 6 1 0 2

x x y y
x y

x x y y y

      


     

  

Lời giải:  

+ Điều kiện: 1x  .  

+ Ta có (2) tƣơng đƣơng: 

          
222 2 1 1 4 1 4        3           x x y y y x y y  

+ Từ (3) suy ra  ;x y  là nghiệm của hệ thì 0y  . 

+ Ta có : PT        4 41 1 2 1 0   4x y x y         

   

 
 

  
 

  
 

4 2

44

4 4

24 4

4

24 4

1 2 1
0                             5

11 2

1 1
0

1 11 2

1 0                                                             6

1 1
0    7

1 11 2

    
  

   

   
  

     

   


 

     

x y x y

x yx y

x y x y

x y x yx y

x y

x y x yx y






 



 

 

+ Do 

  24 4

1 1
0

1 11 2 x y x yx y
 

     
 nên (7) vô nghiệm. 

+ Từ (6) có: 4 1x y   thay vào (3), ta đƣợc:  

   

   

 

  

   

 

22
4 4

8 5 2 7 4

6 5 4 3 2

6 5 4 3 2

1 1 4 4

2 4 0 2 4 0

1 3 3 3 4 0

1 0                                       8

3 3 3 4 0 9

y y y y y y

y y y y y y y y

y y y y y y y y

y y

y y y y y y

        

         

        

  
 

      

 

+ Với 0y   thì 6 5 4 3 23 3 3 4 0y y y y y y        nên PT (9) vô nghiệm. 

+ Với  1 0y y  
0 1

1 2

y x

y x

  
 

  
 ( TM) 

+ Vậy hệ có hệ có hai nghiệm:    1;0 , 2;1 . 

        3:

3

1 1

2 1

x y
x y

y x


  




 

 

: : 0, 0.x y   

+  
1

f t t
t

   
2

1
' 1 0, 0.f t t

t
      

   f x f y x y   . 

x y : 
32 1

x y

y x




 

 

  23 1 1 02 1

x yx y

x x xx x

 
  

      

1

1 5

2

1 5

2

x y

x y

x y


  


   



 
 



      TM  

+ : :  
1 5 1 5 1 5 1 5

1;1 ; , ; .
2 2 2 2

          
   
   

 



 

 

4: : 
3 2 4x y

y x m

    


 

 

: 

+ : 
3 0 3

2 0 2

x x

y y

   
 

   
 

+ HPT
     1 2 3 2 16 2 3 2 15y x x y x y m

y x m y x m

           
  

     

 

   
2 2

15 0 15

4 3 6 2 15 12 24 4 8 225 30

m m

y xy x m y xy x m m

y x my x m

  
 

             
     

 

 

   

 

2 2

15                                                    1

4 4 5 42 249 0  2

                                                3

m

x m x m m

y x m

 


      


 

 

 2PT  

      
2' 20 2 5 4 42 249 0x m m m           128 896 7.m m     

: 7 15m  . 

+ : 7 15m  . 

GV thực hiện chia lớp hoạt động theo nhóm như sau: 

+ Chia lớp thành 4 nhóm. 

+ Yêu cầu mỗi nhóm thực hiện các nhiệm vụ sau: 

+ Mỗi HS trong nhóm độc lập suy nghĩ để có câu trả lời của riêng mình. 

+ Các thành viên trong nhóm thảo luận, tổng hợp ý kiến. 

+ GV gọi các nhóm trình bày kết quả của nhóm mình (gọi thành viên bất kỳ của  

nhóm):  Chỉ ra sai lầm và cách khắc phục sai lầm. 

+ GV đánh giá kết quả của các nhóm dựa trên tiêu chí: Chỉ ra đƣợc mỗi sai lầm đƣợc 

1 điểm, khắc phục đƣợc sai lầm đƣợc 1 điểm. 

+ GV kết luận vấn đề sau khi các nhóm thảo luận. 

 



 

 

Bài 1: Lời giải sai vì phạm sai lầm trong phép biến đổi tƣơng đƣơng từ PT (3) sang PT (4). 

   Nguyên nhân sai lầm:  

   Phép biến đổi chia hai vế của PT (3) cho biểu thức 1xy  , để nhận đƣợc PT (4) chỉ 

tƣơng đƣơng và có nghĩa khi biểu thức 1xy khác 0. Trong lời giải trên, thực hiện phép 

chia nhƣ thế đã mặc nhiên thừa nhận biểu thức 1xy 

1xy   bằng 0 và 1xy   khác 0 rồi mới chia để tránh làm mất nghiệm của hệ. 

   Trong nhiều trƣờng hợp phép biến đổi, thực hiện (chia thô bạo) nhƣ trong lời 

giải trên sẽ làm mất nghiệm của bài toán. 

   Lời giải đúng:  

+ Ta có: (2)  2 2 2 22 2xy x y x y xy       

        

    

  

2 2

2 2

2 2

1 2 1   

1 2 0

1
                             

2

x y xy xy

xy x y

xy

x y

    

    


 

 

 

+ Với 1xy  , từ (1) suy ra: 4 22 1 0 1y y y      . 

+ Suy ra:    ; 1; 1x y     hoặc    ; 1;1x y   

+ Với 2 2 2x y   thế vào (1) đƣợc:   2 2 3 2 25 4 3 0     x y xy y x y x y  

                                                3 2 2 34 5 2 0     5    x x y xy y  

+ Xét 0y  , từ (3) có: 0x  . 

+ Thay 0x y   vào hệ đã cho không thỏa mãn. 

+ Xét 0y  . Khi đó PT (5) 

3 2

4 5 2 0
x x x

y y y

     
         

     
 

                                 

2
2

1

x

x yy

x x y

y


 

  
 



 

+ Với x y  thay vào 2 2 2x y  , ta đƣợc 1x y   . 

+ Với 2x y  thay vào 2 2 2x y  , ta đƣợc: 
2 2

2
5 5

y x     . 

+ Kết luận: Hệ có 4 nghiệm:    
2 2 2 2

1; 1 , 1;1 , 2 ; , 2 ;
5 5 5 5

   
      

   
. 



 

 

Bài 2:  

  Lời giải sai vì mắc sai lầm trong phép biến đổi từ PT (4) sang PT (5). 

Nguyên nhân sai lầm: 

 Phép nhân liên hợp biểu thức 4 1x y   với biểu thức liên hợp của nó là 4 1x y   

đƣợc thực hiện khi chƣa có điều kiện biểu thức mang nhân 4 1x y   khác 0. 

Lời giải đúng: 

+ Điều kiện: 1x  .  

+ Ta có (2) tƣơng đƣơng: 

          
222 2 1 1 4 1 4   3x x y y y x y y             

+ Từ (3) suy ra  ;x y  là nghiệm của hệ thì 0y  . 

+ Nếu 4
1

1 0
0

x
x y

y


    


 thỏa mãn hệ đã cho. 

+ Nếu 4
1

1 0
0

x
x y

y


    


. Khi đó ta có:  

+ PT        4 41 1 2 1 0         4       x y x y  

 
 

 
4 2

44

1 2 1
0                          5

11 2

    
  

   

x y x y

x yx y
  

 
  

4 4

24 4

1 1
0

1 11 2

x y x y

x y x yx y

   
  

     
 

 

 

  
 

4

24 4

1 0                                                            6

1 1
0   7

1 11 2

x y

x y x yx y

   


   
      


 

+ Do 
  24 4

1 1
0

1 11 2 x y x yx y
 

     
 nên (7) vô nghiệm. 

+ Từ (6) có: 4 1x y   thay vào (3), ta đƣợc:  

   
   

 

22
4 4

8 5 2 7 4

1 1 4 4

2 4 0 2 4 0

y y y y y y

y y y y y y y y

        

         
 



 

 

   

  

   

 

6 5 4 3 2

6 5 4 3 2

1 3 3 3 4 0

1 0                                       8

3 3 3 4 0 9

y y y y y y y y

y y

y y y y y y

        

  
 

      

 

+ Với 0y   thì 6 5 4 3 23 3 3 4 0y y y y y y        nên PT (9) vô nghiệm. 

+ Với  1 0y y    
0

1

y

y


 


  

+ Khi 0y  , ta có 1x   (KTM) 

+ Khi 1y  , ta có: 2x   (TM). 

+ Vậy hệ có hệ có hai nghiệm:    1;0 , 2;1 . 

Bài 3. Lời giải trên vì sai PT 
1 1

x y
x y

   x y

khi 
1

x
y

  . 

         Nguyên nhân của sai lầm  
1

f t t
t

  .  

         Lời giải đúng: : 0.xy   

:    
1

1 1 0
1

x y
x y

xyxy

 
      

   
  

+
  23 3

1

1 5
TH1:

1 1 0 22 1 2 1

1 5

2

x y

x yx y x y
x y

x x xy x x x

x y


  
                         

 
 



 

+
 

 
3

3 4

1 1
           31

TH2:
22 1

1 2 0 4

y yxy x x
y x

x x x
x

       
   

        

 

:  

   Ta có :

2 2
4 2 21 1 3

2 0, .
2 2 2

x x x x x
   

            
   

  Do đó PT (4) vô nghiệm. 

 : :  
1 5 1 5 1 5 1 5

1;1 ; , ; .
2 2 2 2

          
   
   

 



 

 

4: :  

+  PT 2 . 

: 

. 

:  

: 
3 0 3

2 0 2

x x

y y

   
 

   
 

+ HPT
     1 2 3 2 16 2 3 2 15y x x y x y m

y x m y x m

           
  

     

 

             
2 2

15 0 15

4 3 6 2 15  12 24 4 8 225 30

  
 

             
     

m m

y xy x m y xy x m m

y x my x m

 

 

   

 

2 2

15                                                    1

4 4 5 42 249 0  2

                                                3

 


      


 

m

x m x m m

y x m

 

 2PT 3x  . 

1 2,x x : 1 23x x   

    

'

2

1 2

70
15.

3 3 0 15 0

x
m

m
x x m

  
    

      

 

1 2,x x : 1 2 3x x   

    

'

1 2

2

1 2

0 7

6 1 7

3 3 0 15 0

x m

x x m m

x x m

  
 

        
 

     

 

: 7 15m  . 

+ : 7 15m  . 

Nhận xét: Qua việc tổ chức những tình huống trong hoạt động dạy và học ở 

trên HS đã đƣợc rèn luyện thói quen, kỹ năng phê phán, tìm ra sai lầm, chƣa hợp lý 

trong lời giải các HPT, từ đó tìm ra đƣợc lời giải đúng và lời giải tối ƣu cho bài toán. 



 

 

2 

 

6 2 -  

 

2.2.6.1  . 

3:  

 :   3216 18 1 0x x . 

1 2 3, ,x x x .  

–  : 


  




   





1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

0

1

12

1

216

x x x

x x x x x x

x x x

 

 :  

                      3:


   



   



 

0

1

12

1

216

x y z

xy yz zx

xyz

 

: 

, ,x y z  : 3 31 1
0 216 18 1 0

12 216
t t t t        (1) 

 ,
3

u
t :  

       3 3 1
8 6 1 4 3

2
u u u u


  34 3 cos

3
u u  (2) 

 
  3cos 4cos 3cos

3 3
 : 

  
  

  31
cos 4cos 3cos ,

2 3 9 9
 



 

 

   

  

  

  

  

3

3

1 5 5 5
cos 4cos 3cos ,

2 3 9 9

1 7 7 7
cos 4cos 3cos .

2 3 9 9

 

+ cosu  0;  nên 
  5 7

cos ,cos ,cos
9 9 9

.  

(2) suy ra : 
  

  
5 7

cos , cos , cos
9 9 9

u u u

(2). 

 : 
1 1 5 1 7

cos , cos , cos .
3 9 3 9 3 9

  
  t t t  

 : 
1 1 5 1 7

cos ; cos ; cos
3 9 3 9 3 9

   
 
 

. 

. 

3: 2  : 
 

 

    


   

2

2

3 4 2ln 3 1 2

3 4 2ln 3 1 2

x x x y

y y y x
 

   ; 0;0x y  1x x  thay  1y y

 : 
 

 

     


    

2

2

3 10 2ln 3 4 2 5

3 10 2ln 3 4 2 5

x x x y

y y y x
 

 :  

     3:
 

 

     


    

2

2

3 10 2ln 3 4 2 5

3 10 2ln 3 4 2 5

x x x y

y y y x
 

 : 2. 

4:  : 
38 6 3.x x    

: 
3 2 28 5 3 .x x x x x      

x : 3 2 28 5 3 .x x x y y      „„T  x y

 : 3 2 28 5 3x y x y x      



 

 

+ Thay x y y x  : 3 2 28 5 3 .x x y x y      

:  

          4: 

3 2 2

3 2 2

8 5 3

8 5 3

x y x y x

y x y x y

     


    

 

 : 

: , .x y    :  

   
 

3 2 3 2 2 2

3 2 3 2

8 5 8 5

8 2 4 8 2 4          1

x y x y x y x y x y

x x x y y y

        

     
 

  3 28 2 4f t t t t     2' 24 4 4,f t t t t    

    f x f y hay x y . 

:  

   
 

3 2 2

3 3

8 5 3

3
8 6 3 4 3   2

2

x x x x x

x x x x

    

     
  

 
2

3 3 3 3

3

3 1 1 3 7
3 1 0

2 2 2
   



 
        

 
 

3
3 7

2



 3 3

3

3 1 1 1 3 7
,

2 2 2




 
    

 
. 

: 

3
3

3

1 1 1 1 1 1
4 3

2 2 2
  

  

        
            

        
. 

 : 3 3
1 1 1 3 7 3 7

2 2 2 2
x 



   
          

 (2). 

 : 3 3 3 3
3 7 3 7 3 7 3 7

; .
16 16 16 16

    
  
 
 

 

5: 1

4

logy x
1

4

x

y
 

  
 

 trên  0; .  

:   



 

 

     5: (I) 

 

 

1
   a

4

1
   b

4

y

x

x

y

  
  

  

  

  
 

 

+  : (I)

1

4

1

4

log

x

y

y x

  
      




 

+   1

4

logg x x  
1

,
4

x

f x
 

  
 

y x

 ;x y x y  : 

+   
1

.1
2

4

x

y x

I x y
x




     
  
 

 

6: Cho PT      
2 2 2

1 1 0x y x y       : 

                 2 2 2 22 1 0 1   1x y xy x y y x y xy x             

:    
 

0
; 0

; 0

y x
y x f x y

f x y

 
   


 

+  y x , 

:            2 21y x y x y x y xy x  

                  2 2 3 3y x x y y x  

                    3 2 3 2y y x C x x y C    

 : 

   

3 2

3 2

y y x C

x x y C

   


  

      (2) 



 

 

y x 3 2 0x x x C   

"đ " 0C

 0;0  sau. 

            6:
 

 

2 3

2 3

     1

    2

x y y

y x x

  


 

 

 :  

: 2 2 3 3x y y x y x      

  

     2 2

2 2

1

1

y x y x y x y xy x

y x

y x y xy x

       


 

    

 

+  Khi y x  :    

     3 2 2 1 5
0 1 0 0;

2
x x x x x x x

  
         

  

 

+ Khi 2 21y x y xy x      :      2 2 1 0x xy y x y  

   
     

 

 
     

   
 

2 2 2 0
1 1

0 1   v« nghiÖm
2

1

x y
x y x y

x

y

    

:  
1 5 1 5 1 5 1 5

0;0 , ; , ; .
2 2 2 2

      
   
   

  

. 

a) .  

Xuất phát từ một hệ đã biết thuật giải, chúng ta thay thế hình thức của các biến  

 

 toàn xa lạ với hệ ban đầu. 

b) Một số ví dụ: 

        Ví dụ 1: ã biết cách giải sau:  
3

2

a b

ab

 



  



 

 

+ Thay thế 
21

, 2 2
y

a b x y
x


      

+ Ta có :  

 

2

2

1
2 2 3

1
2 2 2

y
x y

x

y
x y

x

 
   





  

   
   

  

2

2

1 2 5

1 2 2 2

y x x y x

y x y x

    


 
   



 

                 
 

2 2

2 2

1 5 2

2 1 2

x y x xy

xy y y y x

    
 

    

  

+ Ta có bài toán mới sau: 

             Bài toán 1: Giải HPT: 
 

2 2

2 2

1 5 2

2 1 2

x y x xy

xy y y y x

    


    

 

:  HPT
 

 
 

2

2

1 2 5
   I

(1 ) 2 2 2

y x x y x

y x y x

    


   

 

+ Nếu 0x   thì hệ (I) 
  

2

2

1 0
  

1 2 2 0

y

y y

  
 

  

 (Hệ vô nghiệm) 

+ Nếu 0x   thì chia cả 2 vế của hai PT trong hệ cho x, ta đƣợc: 

   

 

 

 

2 2

2 2

1 1
2 5 2 2 3

1 1
2 2 2 2 2 2

y y
x y x y

x x

y y
x y x y

x x

  
       

 
 

  
      

 

+ Đặt 
21

, 2 2
y

a b x y
x


    .  

+ Ta đƣợc hệ đơn giản ban đầu: 
3

2

a b

ab

 



 (*) 

(*) có hai nghiệm (2;1), (1;2). 

+ Với 
2

2

2 41 2 101

2 1 32 4 2 3 0

x ya x xx y

b y yx y y y

        
       

           

 



 

 

+ Với 
2

2

2 32 1 131 2

1 1 52 3 4 5 0

x ya x xy x

b y yx y y y

        
       

           

 

+ Vậy hệ đã cho có 4 nghiệm:        2; 1 , 10;3 , 1; 1 , 13;5 .  . 

Nhận xét: Xuất phát từ HPT đơn giản:  
3

2

a b

ab

 



    (I) 

1) Thay 2 2,   a x x b y y  vào hệ (I), ta đƣợc hệ:(1) 
  

2 2 3

1 1 2

x y x y

xy x y

    


  
   

     2)  Thay 
2 2,   a x xy b y xy  vào hệ (I), ta đƣợc hệ:(2) 

2 2

2 2

3

( ) 2

x y

xy x y

  


 
 

3) Thay 2 2 , 2   a x x b x y  vào hệ (I), ta đƣợc hệ:(3) 
  

2 4 3

2 2 2

x x y

x x x y

   


  

 

4) Thay 
1 1

,   a x b y
x y

 vào hệ (I), ta đƣợc hệ:(4) 
 

  2 2

3

1 1 2

xy x y x y xy

x y xy

    


  

 

5) Thay 
2 22 ,   a x xy b y xy  vào hệ (I), ta đƣợc hệ:(5)

  

2 2 3

2 2

x y xy

xy x y y x

   


  
 

      6)  Thay 
2 1

, 1
x

a b y x
y


     vào hệ (I), ta đƣợc hệ: (6) 

 

  

2

2

1 2

1 1 2

x y y x y

x y x y

    


   

 

 Ví dụ 2: :  
2 2

3

5

a b

a b

 


 
 

+ Thay  ,  a x b x x y   ,  ta có hệ: 

    

 

 

 
222 2

2

1 3 03
5

1 0  5

x x yx x x y

x yx x x y
x

        
 

       

 

+ Ta có bài toán sau: 

Bài toán 2: Giải HPT:  

   

   
2

2

1 3 0      1

 ( , )5
1 0      2    

x x y

x y
x y

x

    



   



  

Lời giải: : 0x . 



 

 

+ Đi ngƣợc lại quy trình tìm ra bài toán hoặc có thể giải theo cách sau: 

+ Hệ

 
2

2

3
1 0

5
1 0

x y
x

x y
x


   

 
    


 (*) 

+ Đặt 1

a x y

b
x

 






  

+ Hệ (*) trở thành: 
2 2

3 1 0

5 1 0

a b

a b

  


  
 

   
2

1
3 1 2 2

1 14 6 2 0

2

a
a b a

bb b
b


   

    
     



 

+ Với 
2 2 1

1 1 1

     
   

    

a x y x

b x y
 

+ Với 

1
2

2 2 12
3

1 2
2

2


    

   
    

xa
x y

x y
b

 

+ Vậy hệ có 2 nghiệm:  
3

1;1 , 2;
2

 
 

 
. 

Nhận xét: Thay hệ xuất phát (I) bằng hệ xuất phát (II): 
2 2

3

5

a b

a b

 


 
  

và làm tƣơng tự nhƣ trên ta lại thu đƣợc các hệ mới khác. 

+  Chẳng hạn:  

1) Thay 
2 2 ,  a x y b xy  vào hệ (II), ta đƣợc hệ:    

2 2

4 4 2 2

3

3 5

x y xy

x y x y

   


  
   

2) Thay 
1 1

,   a x b y
x y

 vào hệ (II), ta đƣợc hệ: 
2 2

2 2

1 1
3

1 1
3

x y
x y

x y
x y


   



    


   



 

 

3) Thay 
1

,  
x

a x b
y y

 vào hệ (II), ta đƣợc hệ: 
 

2 2 2

1 3

1 5

xy x y

xy x y

  


  

  

4) Thay 
1

,  a x y b
y

 vào hệ (II), ta đƣợc hệ: 
 

 
2 2 2

1 3

1 5

x y y y

x y y y

   


  

  

5) Thay 2 22 , 2a x x b y x     vào hệ (II), ta đƣợc hệ:
 

2 2

4 4 2 2 2

3

4 8 5

x y

x y x x y x

  


   

  

       Ví dụ 3: Từ một hệ không đối xứng đã biết cách giải sau: 
2 2

1 4
2

5

a
a b

a b

  
    

 
  

 

+ Bằng cách đặt  
2

2 ;  
y

a x b
x

  .  

+ Ta có đƣợc hệ: 

 
























54

412

2
2

2

2

x
x

y

x
x

y
x

 

+ Sau quá trình biến đổi và rút gọn ta đƣợc hệ mới:
 3 2

2 6 4

2 1 4

       4 5

x y x x

y x x

   


 
 

+ Ta đƣợc bài toán sau: 

            Bài toán 3 : Giải HPT sau:      
   

 

3 2

4 6 2

2 1 4   1

5 4            2

x y x x

x x y

   


 

 

 :  

+ Cách 1: Đi ngƣợc lại quá trình tìm ra bài toán. 

+ Ngoài ra dựa vào dấu hiệu PT (1) là bậc nhất đối với một ẩn y, vì vậy ta có thể rút 

y từ PT (1) thế vào PT (2). 

+ Cách 2:  

+ Nếu 1x   , thay vào PT (1) không thỏa mãn. 

1x   .Từ PT (1) suy ra : 
 22 2

1

x x
y

x





  (3) 

+ Thay vào PT (2), ta đƣợc:  



 

 

     
 

      

24

4 2

2 2 22

0                                          4 2
5 4

5 - 4 2 1 4 4 41


   

     

xx x
x x

x x x x xx
 

     
   


           

24 3 2

0                                     0                                

-1 2 1 2 7 11 04 8 3 26 11 0

xx

x x x xx x x x
 

      

0

1 TM

1

2

x

x

x


 


 





 

0x  : 0y  

1x  : 1y  

1

2
x  : 

1

2
y    

+ Vậy hệ đã cho có 3 nghiệm:     








2

1
;

2

1
 1;1 ,0;0 .  

Nhận xét 1:  Bằng cách thay thế hình thức của biến trong hệ đối xứng hoặc không 

đối xứng ta đã có bài toán mới. 

Nhận xét 2: Ƣu nhƣợc điểm của việc xây dựng HPT theo cách này là:  

   Ƣu điểm thứ nhất: Việc xây dựng HPT từ một HPT đã biết thuật giải là dễ dàng 

t . Chỉ cần xuất phát từ hệ đơn giản theo ,u v , sau đó đặt u, v là các 

biểu thức theo x, y, thay vào hệ u, v và khai triển ta đƣợc HPT mới. 

   Ƣu điểm thứ hai: Ta có thể kiểm soát đƣợc độ phức tạp của hệ theo x, y tùy vào 

cách chúng ta đặt u, v theo x, y có phức tạp hay không. 

   Nhƣợc điểm thứ nhất: Nếu ta đặt u, v theo x, y , thay u, v vào hệ 

ban đầu, khai triển ra ta sẽ đƣợc một hệ vô cùng phức tạp, dẫn đến ngƣời giải sẽ rất 

khó định hƣớng làm xuất hiện các biểu thức    ; , ; .u u x y v v x y   Khi đó lời giải 

mang tính “mò mẫm” không phát triển đƣợc nhiều tƣ duy của ngƣời học. 

Nhƣợc điểm thứ hai: Do xuất phát từ hệ đơn giản u, v. Sau đó làm phức tạp hóa 

bằng cách đặt    ; , ;u u x y v v x y  , thay vào khai triển ta đƣợc hệ theo x, y. Nên để 

giải hệ theo x, y ngƣời tạo ra hệ rất dễ làm theo hƣớng ngƣợc lại. Tuy nhiên hệ theo x, 



 

 

y có thể không cần giải bằng cách đặt ẩn phụ, mà có thể giải đƣợc bằng cách khác 

đơn giản hơn rất nhiều, mà đôi khi chính ngƣời tạo ra hệ cũng không chú ý đến cách 

làm đơn giản này. 

Nhƣợc điểm thứ ba: Khó kiểm soát đƣợc nghiệm của hệ theo x, y. Có thể trong 

quá trình giải sẽ xuất hiện những nghiệm ngoài ý định ban đầu. 

2.2.6.4. . 

a) : 

Cách thành lập hệ dạng: 
( ). ( ; ) 0

( ; ) 0

  




ax by c f x y

g x y
  

trong đó ( ; )f x y  đƣợc chọn sao cho 
( ; ) 0

( ; ) 0

f x y

g x y





 vô nghiệm hoặc 

( ; ) 0

( ; ) 0

f x y

g x y





 

giải đƣợc; ( ; )g x y  đƣợc chọn sao cho 
0

( ; ) 0

ax by c

g x y

  



 giải đƣợc và thỏa mãn kết hợp 

đƣợc với ( ; )f x y . 

:  

1: :     3 3 2 21 0 1x y x y x y xy x y          

:   3 3 3x y x y xy x y      

   3 3 3
1

xy
x y

x y
   


 

(1) suy ra: 1 0.x y    Cho 2 1.x y    

 2; 1 :    

   2 212 5 3 1 5x y x y x       .  

:  

            1: (I):  
 

   

3 3

2 2

3
1                                    2

12 5 3 1 5 3

xy
x y

x y

x y x y x


   




      

 

: 

: 1 0.x y     



 

 

+ Do 3 3 2 2 0x y x y xy x y       0x y  . 

+ Thay 1y x  :
2 212 5 3 5x x x      

     

 

2 2

2 2

2 2

2 2

12 4 3 6 5 3

4 4
3 2

12 4 5 3

2 2
2 3 0 2

12 4 5 3

x x x

x x
x

x x

x x
x x

x x

       

 
   

   

  
       

 
    

 

+ Do 
2 2

2 2

12 4 5 3

x x

x x

 


   
 nên 

2 2

2 2
3 0

12 4 5 3

x x

x x

 
  

   
. 

:  2; 1 .  

2: :     2 21 2 0 4x xy x xy      

: 4 3 2 2 22 2 0x x y x y x xy       

   4 3 2 2 3 21 1x x y x y x y x xy        :  

             2: : (II) 
 

 

4 3 2 2

3 2

1 0  5

1 0      6

x x y x y

x y x xy

    


   

 

       
(4). 

:  2 1 0 7x xy    2 2 0 8x xy   . 

 + Do 0x  : 

+ PT (7)
2 1x

y
x


  :  2 2 1 0 1x x x     (do 0x  ) 

 + PT (8) 
2 2x

y
x


  : 4 22 3 0x x   ). 

:    1;0 , 1;0 .  

3:   2 2 0x y x x y y      

      2 2 0x y x y x y xy        



 

 

+ 2 22 .x y x y xy     :  

3: HPT (III): 
 

2 2

2 2

2 0

2 0

x y xy x y

x y x y x y

     


    

 

:  

    
 

  

2 2 0

2 2 0

x y x y x y xy

x y x x y y

     

     
 

:      0;0 , 1;1 , 2;0 .  

  2.2.6.5. . 

a) :  

+ Lấy hàm số ( )f t  đơn điệu trên khoảng ( ; )a b , ( ; ), ( ; ) ( ; )u x y v x y a b  

 + Lấy ( ; )g x y  sao cho hệ 
( ; ) ( ; )

( ; ) 0

u x y v x y

g x y





giải đƣợc trên tập xác định của chúng.   

+ Lập hệ phƣơng trình 
( ) ( )

( ; ) 0

f u f v

g x y





 

:  

1:   5 f t t t   .  

+ Cho  
 

 
 

x
f f y

y
: 

5
5 5 4 10 6 

       
 

x x
y y x xy y y

y y
 

 f t   nên   2.
 

     
 

x x
f f y y x y

y y
 

1x , 4 5 8 6.   x x  

:  

1:  : 
 

 

5 4 10 6

2

       1

4 5 8 6   2

   

    

x xy y y

x y
 

: 

 : 
5

4 5 0 .
4

    x x  



 

 

0y (1) suy ra 0x . 

0y (1) cho 5y :  
5

5   3
 

   
 

x x
y y

y y
 

  5 , .   f t t t t    4' 5 1 0, .    f t t t   

 f t  . 

+ (3)   2.
 

      
 

x x
f f y y x y

y y
 

+  : 4 5 8 6   x x  (4) 

+  
5

4 5 8,
4

      f x x x x  

+  
2 1 5

' 0,
44 5 2 8

     
 

g x x
x x

 g x

5
;

4

 
 
 

 1 6g .  

+ 1x (4). Suy ra 2 1 1.  y y  

+ :  :    1;1 , 1; 1 . 

2 :    3 3 f t t t  .  

+ Cho    1 f x f y :    
3 31 3 1 3    x x y y  

3 3 23 6 3 4 0      x y x x y  

 f t   nên    1 1    f x f y x y . 

0x  :    
222 4 3 3 2 1 1 3 2 0        x x x x  

:  

      2:

3 3 2

2 2

3 6 3 4 0

2 4 3 3 2 3 2 0

      


      

x y x x y

x y y x
 

: 

+ Đi  : 
2 2

1 3

  

  

x

y
 



 

 

:    
3 31 3 1 3    x x y y  (1) 

 :  , 1 1;3 .  x y  

   3 3 , 1;3 .   f t t t t  

:      2 2' 3 3 3 1 0, 1;3 .       f t t t t  

+ D  f t  1;3 .  

+ Suy ra  PT (1)    1 1 1.        f x f y x y x y  

 :
2 2 3 5 3    y y y  

    
 

22

5 3 0
1

2 3 5 3

 
  

    

y
y

y y y
. 

 : 0.x  

  :  0;1 . 

3:  :    22 4 ,f t t t     

 
2

2

2
' 2 4 0,

4

t
f t t t

t
      


  f t .  

 :     

    

   
       

2 2

2 2

2 2 2 4 4 4 4 1;

2 1 2 1 2 2 1 4 4 2 2 1 4 4 5

f x x x x x x

f y y y y y y y

     

 
            

 

 

:  

    
 

   

2 24 4 1 4 2 2 1 4 4 5

2 2 1 2 2 1

x x x y y y y

f x f y x y

       

     
 

+ Cho 
1

0.
2

x y    
1

; ;0
2

x y
 

  
 

. 

 : 32 3 2 1 3 0x y      : 



 

 

3:  (III) 
   

 

2 2

3

4 4 1 4 2 2 1 4 4 5 0   1

2 3 2 1 3 0                                              2

x x x y y y y

x y

         


    

 

 :    22 4f t t t  

 y f t  :    2 2 1 2 2 1f x f y x y     .  

+ Thay 2 2 1x y  : 32 3 2 2 1 0x x      

     
3 2 3

2 1 2 1
0

2 3 2 4 2 1

1
2 1 0 0.

2

x x

x x x

x x y

 
  

   

      

 

 :  
1

; ;0 .
2

x y
 

  
 

 

  f t t  

 :  

      2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
2 4 2 1 4 2 1 4 ;f x x x

x x x xx x

    
            

    
 

             2 22 2 2 4 4 4 4 1f y y y y y y       

   2 2

2

1 1
2 2 1 4 4 4 1f f y x x y y y

x x

 
       

 
 

    2 2 2 22 1 4 4 4 1 0 3x x x y x y y        

 : PT  
1 1

2 2f f y y
x x

 
   

 
. 

+ Cho 
1

1
2

x y   .  

 
1

; 1;
2

x y
 

  
 

.  

:
2 1 1

2 2 1 1 0
2

x x
y y

      : 



 

 

4:  (IV) 

 

 

2 2 2 2

2

2 1 4 4 4 1 0  4

1 1
2 2 1 1 0                    5

2

x x x y x y y

x x
y y

      


     


 

 :    22 4f t t t  

 y f t  .  

 :  
1 1

2 2 .f f y y
x x

 
   

 
 

+ Thay 
1

2y
x

 c PT :  

    

2 22 2 1 2 1 0 2 1 2 1 2 0

2 1 1
1 .

22 1 2

x x x x x x x x

x x
x y

x x

           

  
    

  

 

 : 
1

1;
2

 
 
 

 

                        

. 

 :  

 :   3 3f t t t    2' 3 3 0,f t t t      f t

 . 

 :      
3 3 22 1 2 1 3 2 1 8 12 12 4;f x x x x x x          

                    
3 3 22 2 3 2 6 15 14.f y y y y y y          

 :      3 2 3 22 1 2 8 12 12 4 6 15 14 1f x f y x x x y y y            

 :    2 1 2 2 1 2.f x f y x y        

1x  : 1.y  (1) 

 1;1 ƣ sau :  



 

 

+ PT (1)  3 2 2 38 12 6 6 8 9 12 2 2 .x x y y y y x          

 : 

               5:
 

 

3 2 2

3

4 6 3 3 4 0 3

9 12 2 0             4

x x y y

y y x

     


   

 

i

(1).  

  3 3 ,f t t t    2' 3 3 0, .f t t t      

+ Nên PT (1)    2 1 2 2 1 2 2 1.f x f y x y y x            

+  : 1 1.x y    

+   :  1;1 .  

 ng  

. 

 :   3 1f t t    2' 3 1 0, .f t t t      

 f t  .  

+  :      
3 3 22 1 2 1 2 1 8 12 8 2;f x x x x x x          

                 
3 3 23 2 3 2 3 2 27 54 39 10.f y y y y y y          

 :   

     3 2 3 22 1 3 2 8 12 8 2 27 54 39 10 5f x f y x x x y y y            

 :    2 1 3 2 2 1 3 2f x f y x y        

1x   : 1.y   

  1;1

 : 

+ PT (5)  3 3 2 28 8 12 4 27 54 27 12 12 6x x y y y y x          

 : 
 

 

3

2 3 2

4 4 6 2 0               7

4 9 18 9 4 0 8

x x y

x y y y

    


    

 



 

 

(6), 

  23 1 0, .f t t t       

+ Nên PT (5)    
2 1

2 1 3 2 2 1 3 2
3

x
f x f y x y y


           

 : 1 1.x y    

 :  1;1 .  

: .  

2.2.6.6. . 

a) . 

 

). 

 : 

1 :  :  
2 2

3 3

2
I  

2 2 0

x y

x y x y

  


   

 

 : 
 

     

2 2

3 3

2                            1

2 2 2 2 0 2

x y

x y x y

  


   

 

+ Thay 2 2 2x y   :   3 3 2 22 4 2 0    x y x y x y  

    
  

3 2 2 3

2 2

4 2 5 0

4 3 5 0

    

    

x x y xy y

x y x xy y
 

    x y   

x y   : 1.y    

2 2 2x y  . 

 : 2 0x y   :   2 2 2 2 0x y x y     



 

 

    3 2 2 32 2 4 2 0x x y xy x y y       . 

HPT: 

3 2 2 3

3 3

2 2 4 2 0

2 2 0

x x y xy x y y

x y x y

      


   

 

 :      0;0 , 1; 1 , 1;1 .   

2:   :   2 4 3 0x y x x     

               3 2 24 3 4 3 0 3x x x x y xy y        

   ; 1;1x y  .  

   ; 1;1x y  .  

 :  

   
 

   

2 2

2 2

4 2 2 5 0        4

2 1 6 2 6 5

x y x y

x y x y

    

     
 

 : 3 2 2 4 5 0x y x x y xy y        

     3 2 24 5 6x y x xy x y y       . 

+Kế ):
 

   

3 2 2

2 2

4 5     7

2 1 6 2 6           8

x y x xy x y y

x y x y

      


    

 

 : PT (8) 2 25 4 2 2 .x y x y      

:     

    

3 2 2 2 2

3 2 2

4 4 2 2

4 3 4 3 0

x y x xy x y y x y x y

x x x x y xy y

        

      
 

      2 4 3 0 1 3.x y x x x y x x            

+ x y : PT (8) 25 5 0 1.y y       

+ 1x  :  PT (8) 2 2 3 0 1 3.y y y y          

+ 3x  : PT (8) 2 2 25 0y y     (vô ). 

 :      1;1 , 1; 1 , 1; 3 .    

: . 



 

 

2.2.6.7. . 

a) . 

x

.   

Điều này rất cần thiết và quan trọng trong việc phát triển TDST cho HS. Sau đây là 

một số ví dụ minh họa. 

 :  

1:   PT :     4 2 2 0                         1x y x x y y     

    
   

5 3 2 4 2 2 3

5 2 2 2 2 3

0

0  2

x x y xy x y x y y

x x xy x y y xy y

      

      
 

 2 2 2   3xy x y y y   .  

: 5 2 2 2 3 0x x y xy y     (4) 

: 

          1: (I):  
 

 

2 2

5 2 2 2 3

2 0           5

0  6

xy x y y

x x y xy y

   


   

 

+ (2). 

+ (1).  PT (1) x y  . 

+ Thay x y  : 3 2 0 0y y y     1.y    

 :    0;0 , 1; 1 .   

2:  :     22 3 0 7x y x y    

     
22 2 3 2 2 33 2 6 0 2 2 4 6 0 8x xy xy y x y xy xy y y             

+  2 3 2 9x y xy    thay  :  

    2 2 2 2 39 13 2 4 6 4 0 10x y xy xy y y       

 : 



 

 

2: (II) : 
2 2 2 2 3

3 2 2 0

9 13 2 4 6 4 0

x xy y

x y xy xy y y

   


     

 

+  :  2;1 .  

:

 :  

3: 3 3 3 32 8 8 64 16 37 8 27x x x x x          

    
  
    

3 2

3 2

16 37 2 3 4 6 9

16 37 2 3 2 4 8 9  11

x x x x

x x x x x

     

      
 

2 2 2 2 2

2

1
4 8 9 4 8 9 1 0x x x y xy y

y
         (12) 

 :  3

2

1
16 37 2 3 2x x x

y

 
     

 
 

        3 2 2 216 37 2 3 2 1 0 13x y y x xy       

:  

3: (III) :
  3 2 2 2

2 2 2 2

16 37 2 3 2 1 0

4 8 9 1 0

x y y x xy

x y xy y

     

    

 

 : 
1 1

2; , 1; .
3 3

   
   

   
 

: . 

2.2.6.8. . 

a) . 

. 

 : 

1 :  :      
3 3

2 1 2  1x y    

 :   3 2 3 21 8 12 6 1 6 12 8x x x y y y         



 

 

           3 3 2 28 7 6 12 12 6 .x y y y x x        

(I) : 
 

 

3 3

2 2

8 7              2

2 2      3

x y

x x y y

  


  

  

 

PT (1).  :  
1

1;1 , ; 2 .
2

 
  
 

 

2: :  
2

2 3 1x y    (4) 

: 3 3 2 28 27 36 54 1x y x y xy        

   3 3 2 28 27 19 36 54 18x y x y xy      .  

+ T  (II): 
 

 

3 3

2 2

8 27 19  5

6 9 3  6

x y

x y xy

   


  

 

6 (5)  

PT (4).  :  
3 2

1;1 , ; .
2 3

 
  
 

 

3:  :      
2 2

1 2 1 3 2 0x x y     
 

 (7) 

 :  

   

3 2 2 2

3 2 2 2 2

2 6 3 12 18 3 12 14 0

2 3 3 3 5 3 3 9 18 12 9

x x xy xy x y y

x x xy xy x y xy x y

        

          
 

 (III) :
 

 

3 2 2

2 2

2 3 3 3 5 0   8

3 6 4 3 0  9

x x xy xy

x y xy x y

     


     

 

3

 :    1;1 , 1;2 .  

: . 

2.2.6.9. . 

a) . 

, . 

 



 

 

b : 

1:  (I) : 

2 2

2 2

3

3 3

u uv v

u uv v

   


   
 

  :        1;1 , 1; 1 , 0; 3 , 0; 3 .    

 : 
2

3

u x

v y

 


 
 

 (II):  

   
 

 

2 2

2 2

4 4 0 1

3 13 16 0  2

x y xy x y

x y xy x

      


    

 

2

3

x u

y v

 


 

 ;u v  ;u v  ;x y (II). 

 : 

       1;4 , 3;2 , 2;3 3 , 2;3 3 .       

 

2

3

x u

y v

 


 
? 

Đâu 

nhƣ sau:  

x,

HPT : 
2 1 0

2 4 0

x y

x y

  


  
 : 

2

3

x

y

 



 

x,

HPT: 
2 3 13 0

3 2 0

x y

x y

  

  

 : 
2

3

x

y

 



 

 : 
2

3

x u

y v

 


 
 



 

 

+ :  : 
   

   

; 0  3

; 0  4

f x y

g x y

 




 

x, (3) t

HPT : (5). 

x,

HPT : (6) 

,... 

 
2 3

3 4

u x

v y

 


 
 

 : (III) 

2 2

2 2

4 9 6 4 15 10 0

4 9 18 36 3 32 0

x y xy x y

x y xy x y

      


     
 

 :    

    
5 3 4 3 3 4 3

1; , 2;1 , ; , ; .
3 2 3 2 3

     
       
     

 

2: (IV)  :
 

 

2 2

2 2

3 4 1   1

2 4 2 1 2

u v uv

u v uv

   


  

 

+ (IV) c  : 
1 1 1 1

; , ; .
2 2 2 2 2 2 2 2

   
    

   
 

 
5

7

u x

v y

 


 
(V) : 

   

2 2

2 2

3 4 18 22 31 0

2 4 2 6 46 175 0

x y xy x y

x y xy x y

      


     
  

 : 
5

7

x u

y v

 


 
(IV). 

 ;u v  ;u v  ;x y (V). 

 :  



 

 

   
1 1 1 1

5; 7 , 5; 7 .
2 2 2 2 2 2 2 2

   
        

   
 

3 : 
1

2

x

y





 :

3 3

2 2 3

2 10

3 9

x y

x y xy x

  


   
 

1, 2x y  . Suy ra 2y x 3 theo 

y
t

x
 " " 2t  .  

 (VI):  

3 3

2 2 3

2 10

3 9

x y

x y xy x

  


   
 

 :  

+ Khi 0x   : 
3 6

0 9

y 


 
) 

 0; y .  

0x   :    3 3 2 2 39 2 10 3x y x y xy x      

3 2

3 3 2 2 318 9 10 30 10 18 9 10 30 1
y y y

x y x y xy x
x x x

     
                

     
 

y
t

x
  : 3 29 30 10 28 0t t t     

     2

2

2 9 12 14 0 2 3 2

3

t

t t t
t


       


 

y tx  :     

   3 3 3 3
3

3 3

10 10
2 10

2 2
x t x x x

t t
     

 
. 

: 

  

3

3 33

3

2 3 2
10.

310
1;2 , ;

2 3 2 2 3 2
2 2

3 3

 
  
 

  
 

     
     

     

. 



 

 

2.2.6.10. . 

a) . 

 Trong 

cho HSG . 

 : 

1: x, y,   : 

  2 24 2 4 2 4P x y y x xy     

   
   

2 2 3 3

22 2

16 8 8 8

16 8 3 8

x y x y xy

x y x y x y xy xy

   

      
 

 

+ 1,x y  2 216 16 8P x y xy   . 

0x  0y 

2 216 16 8P x y xy  
0, 0

1

x y

x y

 


 
 

,t xy
 

2

1
0

4 4

x y
xy


    : 

1
0

4
t  . 

: 2 1
16 16 8, 0

4
P t t t

 
     

 
. 

 : 
1

' 32 16, ' 0
2

P t P t     . 

 :  
1 1

0 8, 4, 5.
2 4

P P P
   

     
   

 Suy ra : 4 8.P   

x, y 1x y    2 24 2 4 2 4 8P x y y x xy     . 

     2 2

1

00
4 2 4 2 4 8

1 0

1

x

yxy
P x y y x xy

x y x

y

 


          




 



 

 

) nhƣ sau: 
  2 2

1

4 2 4 2 4 8

x y

x y y x xy

 


   

 

+ T 0, 0x y  1x y 

 :   1 1 0x y x y      

   2 2 1 0x y x xy y xy x y           

 : 
  

2 2

2 2

1 0

4 2 4 2 4 8

x y x xy y xy x y

x y y x xy

         


   

 

:    1;0 , 0;1 . 

:

” .  

 thêm  : 

2: 0, 0x y   :  
 

2

2 2 20
2

x y
x y x y


      

   
 

2

2

2 2
2 4

x y xy xyx y
x y xy xy

          

+ Suy ra :    2 2 2   1x y xy x y xy     

 :  2         2x y xy   

:     2 2 4x y x y xy x y xy      

      2 2 4   3x y x y xy x y xy     x y . 

 : 

   3 22 2 26 51 7 5 9 2 0  4x x x x x         

+ Trong PT (4)  x

x x : 

   3 22 2 26 51 7 5 9 2 0x y x y x          (5) 

: 



 

 

   
      

 

2 2

3 2

4              3

2 2 26 51 7 5 9 2 0 5

x y x y xy x y xy

x y x y x

     

        

 

: 

x y . 

+ Thay y x : 

   3 22 2 26 51 7 5 9 2 0x x x x x         

   3 21 7 5 2 9 2 2 2 28 48 0x x x x x x x              

     
2 2

25 6 5 6
2 5 6 4 0

1 7 5 2 9 2

x x x x
x x x

x x x x

   
      

     
 

   
   

2 5 6

1 1
2 4 0  6

1 7 5 2 9 2

x x

x
x x x x

  

    
      

 

    
2

2
5 6 0

3

x
x x

x


     


 

5

7
x    

1 1
2 4 0

1 7 5 2 9 2
x

x x x x
   

     
 nên PT (6) 

. 

+ : :    2;2 , 3;3 .  

 :

: 

3: : 

2 2 2 21 1x y x y y x     : 2 2

2 2

1 1
E x y

x y
     

 :  

 :         
2

2 2 2 2 2 2 2 21 1 2x y x y y x x y x y          

    2 2 2 2 2 22 0 1x y x y x y          

 :  
2

2 2 2 24x y x y   



 

 

+ Nên    
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

1 4 4
1 1  E x y x y x y

x y x yx y

  
                

 

2 2t x y  0 1.t    

   
4

, 0 1f t t t
t

       1 5f t f  .  

+ 5E  khi 
1

.
2

x y   

 : 

2 2 2 2

2 2

2 2

1 1

1 1
5

x y x y y x

x y
x y

     



   


 

+  : 
1 1

; .
2 2

 
 
 

 

4: x, y  : 2 2 1.x y xy    

: 4 4 2 2.P x y x y    

 :    

 :  
2

4 4 2 2 2 2 2 23P x y x y x y x y       

     
2 2 2 2 2   1 3 2 2 1xy x y x y xy        

t xy   2 1
2 2 1, 1

3
f t t t t

 
       

 
 :  

    
1 3

.
9 2

f t 
3 1

max ,  min .
2 9

P P   

: 

 : 

2 2

4 4 2 2

1x y xy

x y x y m

   


  
. 

1 3
.

9 2
m   

2.2.6.11. . 

a) . 

           

 



 

 

  
   
a b a b .   

         . 

 :  

1 :  :    
2 2

3 1 2 1 1x y      

    2 23 2 2 3 2 2 1 0x y x y       

 

 

1
sin 1

3 1 sin 3

12 1 cos cos 1
3

x
x

x x




 


    

 
    



 

+ Cho 
4


   : 

1 2
1

23

1 2
1

22

x

y

  
   

  


 
  

 

 

 : 

1 2
1

23

1 2
1

22

x

y

  
   

  


 
  

 

. 

: 
2 2 3 2 0x y x y a     : 

   

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 3 1 2 1 0

2 2 2 23 2 3 2

5 5 2
.

4 6

a

a

          
                  

             

   

   

(I): 

 

 

2 2

2 2

3 2 2 3 2 2 1 0      1

5 5 2
3 2 0  2

4 6

x y x y

x y x y

     



     


 

:  

 : PT (1)    
2 2

3 1 2 1 1x y      

 

 
 

sin 1

3 1 sin 3
 ,  0 2

cos 12 1 cos

2

x
x

y
y




 



 
   

   
   



 



 

 

 :  

   

   

 

     

  

  

 

           

     

      

     

2 2

2 2

2 2

2

1 1 5 5 2
sin 2sin 1 cos 2cos 1 sin 1 cos 1 0

3 2 4 6

1 1 5 5 5 2
sin cos sin 0

3 2 3 12 6

1 1 5 5 5 2
sin 1 sin sin 0

3 2 3 12 6

1 5 1 5 2
sin sin 0

6 3 12 6

 

    

 

 

 


  




 

    

 
    

    
    



22sin 20sin 1 10 2 0

2
sin 10   TM 2

22 4
sin

22 2sin           KTM
42

k

k

k

 

+ Do    0;2 nên 


 
4

 hoặc 


 
3

4
.  

+ Từ đó ta tìm đƣợc các nghiệm của HPT (I) là : 

    
          

                        
          

1 2 1 2 1 2 1 2
1 ; 1 , 1 ; 1

2 2 2 23 2 3 2
. 

Ví dụ 2: Ta xây dựng HPT bằng vectơ bằng cách chọn: 
 

 

  


 




2 ;4

2 ;4

a x y y

b x y x
 

 + Khi  đó : 

     
 

) 3 3 ;4 4a b x y x y  

         


2 2 2 2) 2 4 4 20a x y y x xy y

   

     

      

         



 

2 2 2 2

2 2 2

) 2 4 20 4

) 3 3 4 4 25 5

b x y x x xy y

a b x y x y x y x y

 

 + Ta đã biết   
   
a b a b , dấu bằng xảy ra khi 

 
,a b  cùng hƣớng, nên ta có: 

            2 2 2 24 20 20 4 5 5 .x xy y x xy y x y x y  

+ Đẳng thức:        2 2 2 24 20 20 4 5x xy y x xy y x y  xảy ra khi  
 
,a b  



 

 

cùng hƣớng hay 


   


2 4
.

2 4

x y y
x y

x y x
 

+ Thử lại ta thấy  x ykhông thỏa mãn. 

+ Vậy đẳng thức        2 2 2 24 20 20 4 5x xy y x xy y x y  xảy ra khi và  

chỉ khi  .x y  

+ Chúng ta kết hợp với một PT khác đã biết trƣớc nghiệm và biết trƣớc cách giải, 

chẳng hạn ta kết hợp với PT :  

              2 23 2 3 4 3 4 2 0x x x x x x x  

            2 3 23 3 4 9 10 0x x x x x x có nghiệm  4.x  

+ Thay một vài vị trí của x, trong PT:         2 3 23 3 4 9 10 0x x x x x x  bởi y, 

kết hợp với đẳng thức vừa xây dựng trên, ta đƣợc HPT: 

 
   

 

2 2 2 2

2 3 2

4 20 20 4 5  1

3 3 4 9 10 0           2

x xy y x xy y x y

y t x x y xy

       


       

 

+ Để giải HPT trên ta làm nhƣ sau: 

+ Ta đã biết PT (1) có nghiệm khi và chỉ khi :  .x y  

+ Thay x y  vào PT (2), ta đƣợc PT:  

   
2 3 23 3 4 9 10 0x x x x x x         

+ Vì  1x  không phải là nghiệm của PT (3) nên khi  1x , ta có : 

+ PT (3)   
   

      
  

2 2
2

2

3 4 3 4
3 4 2 0

3 43 2

x x x x
x x x

x xx x
 

     
 

       
   

2

2

1 1
3 4 2 0

3 43 2
x x x

x xx x
 

  
 

   



    
   

2

2

3 4 0

1 1
2 0

3 43 2

x x

x
x xx x

 

  

 

 

   


  

 

    
   

2

1 KTM

4    TM

1 1
2 0 4

3 43 2

x

x

x
x xx x

 



 

 

+ Với điều kiện 


  




4
0

3

0

x

x

 thì PT (4) vô nghiệm. 

+ Vậy HPT có nghiệm :  4;4 . 

2.2.6.12.  các bài toán về hệ lặp ba ẩn. 

a) . 

  ố  f t  thỏa mãn hai điều kiện:  f t  không phải là 

hàm đồng biến trên   và  f t t  là hàm đồng biến trên  .

. 

 : 

1:     3 23 2 , .f t t t t  Xét hệ : 
 

 

 

 







x f z

y f x

z f y

.  

+ Ta có bài toán :Giải HPT : 

3 2

3 2

3 2

3 2

3 2

3 2

x z z

y x x

z y y

  


 


 

 

+ Giải sử  max , , ,x x y z thế thì  x y z hoặc   .x z y  Xét trƣờng hợp  x y z 

(trƣờng hợp tƣơng tự và các nghiệm trùng với các nghiệm của trƣờng hợp đã xét). 

Hệ PT đã cho tƣơng đƣơng với :

3 2

3 2

3 2

3 2

3 2

3 2

x z z z z

y x x x x

z y y y y

    


   


   

(*) 

+ Xét hàm số   3 23 2 , .f t t t t t     Khi đó, hê (*) có dạng: 

 

 

 

  


 


 

x z f z

y x f x

z y f y

 

+ Mặt khác ta có :   2' 9 4 1 0, .f t t t t      Suy ra  f t  đồng biến trên .  

+ Khi đó     .y z f y f z z y x z y x          

+ Vậy: .x y  Suy ra    f x f y , hay y x y z    hay x z .  

+ Thay x y z   vào HPT ta đƣợc: 
3 2 1

3 2 0 0;1; .
3

x x x x
 

      
 

 

+ Vậy HPT đã cho có 3 nghiệm:    
1 1 1

0;0;0 , 1;1;1 , ; ; .
3 3 3

 
   
 

 



 

 

Chú ý: Nếu ta không cộng thêm , ,x y z  vào từng PT để thu đƣợc hàm số đồng 

biến   3 23 2 ,f t t t t t    , nhƣ đã trình bày trong lời giải trên mà xét trực tiếp hàm 

số   3 23 2g t t t   thì sẽ gặp rất nhiều khó khăn, do hàm số   3 23 2g t t t   không phải là 

hàm đồng biến.  

Ví dụ 2: Xuất phát từ:   1 1 1,x y z     ta có: .xy z x y    Từ đây lần lƣợt 

thay bộ  ;x y  bởi    ; , ;y z z x  ta đƣợc bài toán sau. Lƣu ý rằng độ hay và độ khó của 

đề bài phụ thuộc rất nhiều vào PT xuất phát. 

+ Giải HPT(II) : 

xy z x y

xz y x z

yz x y z

  


  
   

 

+ Để giải hệ trên ta làm nhƣ sau: 

+ Cộng hai vế của PT thứ nhất với  1x y   ta đƣợc:  

     1 1 1 1 1xy x y z x y z           

+ Tƣơng tự ta có: (II)

    

    

    

1 1 1   1

1 1 1  2

1 1 1  3

x y z

x z y

y z x

    


    


   

 

+ Nhân (1), (2), (3) theo vế ta đƣợc: 

            
2

1 1 1 1 1 1  4x y z x y z           

+ Nếu 1x    thì từ (1), (2), (3) suy ra: 1.y z      

+ Giả sử 1, 1, 1.x y z       Khi đó (4)    1 1 1 1x y z        (5) 

+ Từ (5) và (3) suy ra:    
2 21 1 2 0 0; 2 .x x x x         

+ Thay 0x   vào hệ (II), ta đƣợc:  

   
   

   2

; 0;0

2 0 ; 2; 2

y zy zy z

yz y z y y y z

  
   

         

 

+ Thay 2x    vào hệ (II), ta đƣợc: 

2 2
2 0

2 2
2

2

y z y
y z

z y z
yz y z

yz y z

   
  

     
       

 



 

 

   
   

   

; 0; 22

0 ; 2;0

y zy z

yz y z

    
  

   

 

+ Vậy nghiệm của hệ là:      0;0;0 , 1; 1; 1 , 2; 2;0      và các hoán vị. 

2.2.6.13. Sử dụng c  và giải hệ phƣơng trình. 

+ Cho số phức  s sin , 0.z r co r    z

2 2
cos sin , 0,1,2,..., 1.n

k

k k
z r i k n

n n

     
    

 
 

 cos sin , 0z r i r    : 

0 1
cos sin , cos sin

2 2 2 2
z r i z r i

      
       

   
 

 cos sin , 0z r i r    : 

   

3

0

3

1

3

2

cos sin ,
3 3

2 2
cos sin ,

3 3

4 4
cos sin .

3 3

z r i

z r i

z r i

 

   

   

 
  

 

  
  

 

  
  

 

 

  0,f z  z x iy  :  

      
 

 

; 0
; ; 0

; 0

h x y
h x y ig x y

g x y

 
   



 

h

. 

2.2.6.13.1. . 

. 

n

x yi , 2,n n  n



 

 

x

. 

:  

1: 
1 3

5 cos sin 5
3 3 2 2

z i i
    

     
   

.  

x yi : 

 
3 3 2 2 2 3 31 3 5 5 3

5 3 3
2 2 2 2

x yi i x x yi xy i y i i
 

         
 

 

   
3 2

3 2 2 3

2 3

2 6 5
2 6 6 2 5 5 3

6 2 5 3

x xy
x xy x y y i i

x y y

  
       

 

 

(I) : 
 

 

3 2

2 3

2 6 5       1

6 2 5 3  2

x xy

x y y

  


 

 

: 

i (1), ta đƣơc:  

    3 2 2 32 6 6 2 5 5 3x xy x y y i i      3 2 2 3 5 5 3
3 3

2 2
x xy x y y i i       

    
33 2 2 2 3 3 5 5 3 1 3

3 3 5 .
2 2 2 2

x x yi xy i y i i x yi i
 

          
 

 

x yi
1 3

5 5 cos sin
2 2 3 3

z i i
    

      
  

 

z :   

   

3

0

3 3

1

5 cos sin ,
9 9

2 2
7 73 35 cos sin 5 cos sin ,

3 3 9 9

z i

z i i

 

 
 

 

 
  

 

 
    

      
  

 

 

   3 3

2

4 4
13 133 35 cos sin 5 cos sin .

3 3 9 9
z i i

 
 

 
 

    
      

  
 

 

: 

3 3 3

3 3 3

7 13
5 cos 5 cos 5 cos

9 9 9
, ,

7 13
5sin 5sin 5sin

9 9 9

x x x

y y y

  

  

  
      

  
    
    

 



 

 

:

. 

2:   
4

3 ,x iy i   :  

       

 

4 3 2 2 2 3 3 4 4

4 2 2 4 3 3

4 2 2 4

3 3

4 6 4 3

6 4 3

6 3

4 1

x x yi x y i xy i y i i

x x y y x y y x i i

x x y y

x y y x

     

      

   
 

 

 

 (II) :  
 

 

4 2 2 4

3 3

6 3 1

1
            2

4

x x y y

x y y x

   



 


 

 : 

,z x yi  , .x y  

 
44 4 3 2 2 2 3 3 4 44 6 4z x yi x x yi x y i xy i y i        

     4 2 2 4 3 36 4 .x x y y x y y x i      

 : 
4 3 2 cos sin

6 6
z i i

  
    

 
. 

z x yi  2 cos sin .
6 6

i
  
 

 
 

2 cos sin
6 6

i
  
 

 
 :  

    

4

4

4

4

2 cos sin ,
24 24

13 13
2 cos sin ,

24 24

25 25
2 cos sin ,

24 24

37 37
2 cos sin .

24 24

i

i

i

i

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

    Hay 

4

4

4

4

2 cos sin
24 24

13 13
2 cos sin

24 24

25 25
2 cos sin

24 24

37 37
2 cos sin

24 24

x yi i

x yi i

x yi i

x yi i

 

 

 

 

  
   

 
  

    
 

  
    

 
  

    
 

 

 :    

  

4 4 4 4

4 4 4 4

13 25 37
2 cos 2 cos 2 cos 2 cos

24 24 24 24
; ; ;

13 25 37
2 sin 2 sin 2 sin 2 sin

24 24 24 24

x x x x

y y y y

   

   

   
         

   
      
      

 



 

 

2.2.6.13.2. . 

. 

 . Theo -

z

,z z (*). 

z x yi z x yi    

,x y . 

 :  

1 :  : 
1 2

2 , 1 .z i z i      

+ Ta  : 
1 2

1 2

3

3

z z

z z i

 


 
. Suy ra 

1 2
,z z  

2 3 3 0z z i      

     
3 3 3

3 0 3 3 1
. .

i i z zi
z z z

z z z z z z z


             

 , , .z x yi x y    :  

    

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3
3

3 3
3.

x yi xi y
x yi

x y x y

x y y x
x y i

x y x y x y x y

 
   

 

 
       

    

 

 : 

 

 

2 2

2 2

3
3  2

3
0  3

x y
x

x y

x y
y

x y


  


  

 

 

 

 :    2;1 , 1; 1 .  

2:  : 1 2
,z z  nhƣ sau: 

1 21

1 22

77 5

7 5 55

z zz i

z z iz i

    
 

   

 

+ y 1 2
,z z : 2 5 7 5

7 5 7 5 0 7 0
i

z z i z
z


          

   
5 7 5 5 7 5

7 7.
i z iz

z z
z z zz zz

         

,z x yi   ,x y  :  



 

 

    

   
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

5 7 5
7

5 7 5 7 5 5
7

5 7 5 7 5 5
7 0

x yi xi y
x yi

x y x y

x y x y
x yi i

x y x y

x y x y
x y i

x y x y

 
   

 

 
    

 

  
      

  

 

    

2 2

2 2

5 7 5
7 0

7 5 5
0

x y
x

x y

x y
y

x y

 
  


 


 

 

 

 

2 2

2 2

5 7 5
7

7 5 5
0

x y
x

x y

x y
y

x y

 
 





 

 

 

:  

  
7

5

x

y




 

0

5

x

y





.  

:

. 

2.2.6.14. . 

a) . 

 Ngoài các phƣơng pháp đã nêu ở trên, còn có rất nhiều cách khác để xây dựng 

các HPT. 

 " 

m một số ví dụ . 

 : 

1:  : 

(I) 
     

 2

23 3 7 3 20 6 0                1

2 2 3 2 8 3 14 8 0  2

x x y y

x y x y x x

      


         

 



 

 

(II) 
     

 2

2012 3 4 6 2009 3 2 0 3

2 7 8 3 14 18 6 13         4

x x y y

x y x y x x

      


     

 

. 

  : 

7

6

2 2 0

3 2 8 0

x

y

x y

x y







  
   

 

 :  PT (1)      3 7 2 7 3 6 2 6   5x x y y                

   3 2 , 0f t t t t    
3 2

' 3 0, 0
2

t
f t t t

t


      

+ Nên PT (5)    7 6 7 6 1.f x f y x y y x            

+ Thay 1y x  :      

     

   

2

2

3 1 6 3 14 8 0

3 1 4 1 6 3 14 5 0

3 15 5
5 3 1 0

3 1 4 1 6

3 1
5 3 1 0

3 1 4 1 6

x x x x

x x x x

x x
x x

x x

x x
x x

      

         

 
     

   

 
      

    

 

   
   

5 0

3 1
3 1 0  6

3 1 4 1 6

x

x
x x

 

    
    

  

 :  
3 1 1

3 1 0, ;6
33 1 4 1 6

x x
x x

 
            

. 

 5 4 t/mx y    

+ :  5;4 . 

+ (II) : 



 

 

 : 

4

3

2

7 8 0

14 18 0

x

y

x y

x y



 

  


 

 

 : PT (3)      3 4 2000 4 3 3 2 2000 3 2  7x x y y                

   3 2000 , 0f t t t t   . 

 :  
3 2000

' 3 0, 0
2

t
f t t t

t


     . 

+ Nên PT (7)    
1

4 3 2 4 3 2 .
2

x
f x f y x y y


           

+ Thay 
1

2

x
y


  :  

       22 7 4 1 3 14 9 1 6 13x x x x x x         

   

   

 

 

 

 
 

 
   

2

2

2 3 4 3 5 9 6 13

2 3 4 2 2 3 5 9 3 3

2 1 3 1
1

3 4 2 5 9 3

2 3
1 1 0  

3 4 2 5 9 3

x x x x

x x x x x x

x x x x
x x

x x x x

x x
x x x x

      

         

  
   

     

 
     

       

 

  

 

 

   
 

1
0   TM

2

1 1  TM

2 3
1 0  8

3 4 2 5 9 3

x y

x y

x x x x


   


     



        

 

4
4

3
x  

   

2 3
1 0.

3 4 2 5 9 3x x x x
  

     
 



 

 

+ Suy ra PT (8) . 

+ :  :  
1

0; , 1; 1 .
2

 
   

 
 

: ng " "

" " 

 . 

2:  :  

 (III) 
 

 

2

3 2 4 2 3 2

2 2 2 2 1 1 9

2 2 4 1   10

xy y x y x x x

x y x x x x y y

      


    

 

 (IV) 
    

 

2 2 2 2 3

2 2 2

1 4 2 4 1 1 8   11

4y 1 2 9 4 26 13 2     12

x x y y x y

x y x y y

      

      

 

. 

(III) :  

  : 
1 5

.
2

x
 

  

(10) tƣơng đƣơng :    
2

2

1 1 1
2 2 2 1 1 13y y y

x x x
      

0x  (13) suy ra : 0y  .  

  2 1f t t t t    
2

2

2
' 1 1 0, 0.

1

t
f t t t

t
      


  

  2 1f t t t t    0; .  



 

 

 :  
1 1 1

2 2
2

f y f y y
x x x

 
     

 
 

 :  21 2 1 1 14x x x x x x       

 

 

; 1

; 1

a x x

b x x

  



 




 .  

(14) tƣơng đƣơng: . . ,a b a b a b 
    

 

  
 

 
 

0 KTM 1
1 1 1  TM

21 TM

x
x x x x x y

x

 
        



 

+ : 
1

0; .
2

 
 
 

 

+ L : 
9

1 .
4

x   

0y  . 

0y  . PT ( 11) tƣơng đƣơng: 
2 2

2 2 3

2

1 4
4 8

4 1 1

x x y x
y x y

y

  


 
 

  
2 2

2 2 2 2 2 2

2

1 4
2 1 4 2 4 1 2

4 1 1

x x y x
x y x x y x x y y x y

y

  
        

 
 

   2 2 21 2 4 1 1x x x y y        

      
2

2

1 1
1 1 2 2 1 1   15y y

x x

 
      

 
 

 :    2 1 1 , .f t t t t     



 

 

 
2

2

2
' 1 1 0,

1

t
f t t t

t
      


  

 f t  .  

(15)  
1 1 1

2 2
2

f y f y y
x x x

 
      

 
 

+ Thay 
1

2
y

x
  :  

         

  

22 1 9 4 4 13 13

4 4 1 9 4 2 2 4 5

4 5 5 4
2 4 5

4 4 1 9 4 2

x x x x

x x x x

x x
x x

x x

     

        

 
    

   

 

    
  

  
9 4 2 4 4 1

4 5 2 4 5
4 4 1 9 4 2

x x
x x x

x x

 
         

    
 

 

   

 
   
  

  

 
  

  

  
  

  

 

9 4 1 2 4 4
4 5 2 4 5

4 4 1 9 4 2

8 4 8 4

9 4 1 2 4 4
4 5 2 4 5

4 4 1 9 4 2

4 4

9 4 1 2 4 4
4 5 2 2 4 5

4 4 1 9 4 2

1
2

4
   TM

5 2

4 5

x x
x x x

x x

x x

x x
x x x

x x

x x
x x x x

x x

x y

x y

     
     
    
 

  
    

     
    

  

 
    

      
    

  


  

 
   
  

:  : 
1 5 2

2; , ; .
4 4 5

   
   
   

 



 

 

:   

 

(11). 

1

2
x

y


( ).C :  

   22 1 9 4 4 13 13x x x x       (16) . 

Thay 
1

2
x

y
 x

1

2
x

y
 (16) nhƣ sau: 

  

 

2

2 2 2

1 1
2 1 9 4 4 13 13

2 2

4 1 2 9 4 26 13 2  12

x x
y y

y x y x y y

 
      

 

      

 

( 12) . 

+ . 

.  

" 

, nhƣng l

" " " 

. 

.  



 

 

3 

 

T  

 

1.  

1:  
2 2

1 1
,

2 0

x x y
x y

y x y x y x

    


   

  

                                                                                  (HSG 2011) 

2:  
2 2

2

4 4 2 2
,

8 1 2 9 0

x xy y x y
x y

x y

     


   

  

                                                                                  (HSG 2011) 

3:
 

 

2 2

2

5

,57
4 3 3 1

25

x y

x y
x x y x

  



    



  

                                                                                  (HSG  An 2011) 

4:  
3 3

2 2

35
,

2 3 4 9

x y
x y

x y x y

  


  
  

                                                                                  (HSG 2011) 

5:  
2 4 3

2 2

4 4 1
,

4 2 4 2

x y xy
x y

x y xy

   


  
  

                                                                                  (HSG 2011) 

6:  

2 2

2 3 2

8
16

,
2

8 3 3 4 2

xy
x y

x y
x y

x x x x x

y y


   


    



  

                                                                                  (HSG 2012) 

7:  
4 2 2

,
2 1

x y x y
x y

x y x y

    


   

  

                                                                                  (HSG 2012) 

8:  
3 2

,
1

x y x y
x y

x y x y

    


   

  

                                                                                  (HSG 2012) 

9:
   

 
2

2012 3 4 6 2009 3 2 0
,

2 7 8 3 14 18 6 13

x x y y
x y

x y x y x x

      


     

  

                                                                                   (HSG Olympic 30/04/2012) 



 

 

10:  
3 2 6 4

2
,

3 1 3 4

x xy y y
x y

x y

   


   

   

                                                                                    (HSG 2012) 

11:  
3

2

2 2 1 3 1
,

2 1 4 4

y y x x x
x y

y y x

     


    

  

                                                                                   (HSG 2013) 

12:
  

 
2 2

2

1 1 1
,

4 2 22 3 8

x x y y
x y

x x y

     


     

  

                                                                                   (HSG 2013) 

13:

 

 

3
2

3

2

2

2

1 3

2
,

1 4
2 2

x
xy y

x
x y

xy y
x x

 
     


   

  

                                                                                  (HSG 2013) 

14:  
2 3 9 10 11 10

,
12 13 14 28 29 30 20

x y x y
x y

x y x y

      


     

  

                                                                                   (HSG Olympic 30/04/2013) 

15:
 

 
 

3

3

3 2 8
,

2 6

x y
x y

x y

   


  

  

                                                                                  (HSG 2013) 

16:

 
 

3 2

3

2 2 2

8 8
3 13 15

,

4 5 2 2

x x x
y y x y

y y x x


    


    

  

                                                                                  (HSG 2014) 

17:
   

 
2 33

2 1 6 2
,

2 12 3 18 6 5

x x y x y x
x y

x xy x x x y

      


     

  

                                                                                  (HSG 2014) 

18:
   

 
2

3 3 2 2

2 12 24 0
,

2 3 2

x y xy x y
x y

x y x y xy x y

     


      

  

                                                                                  (HSG 2014) 

19:  
7 2 4

,
2 2 5 8 2

x y x y
x y

x y x

    


   

  

                                                                                   (HSG  2014) 



 

 

2. LỜI  

1:  
2 2

1 1
,

2 0

x x y
x y

y x y x y x

    


   

  

                                                                                  (HSG 2011) 

: 

+   : 
0

1 0

x

x y




  
.  

+ Khi : (1) 1 1 2 1x x y x x y x y            

                  
 

   

2

2

2 1 4 1

2 4 2 2  3

y x y y x y

y x y x

       

     
 

              (2)    
2

2  4y x y x y x y x       

(3), (4), suy ra: 
2

2 1
2 2 4

2 4
2

12 0

y
xy x xx

yy x y x yy y

       
     

         

 

:  
1

; 1 , 4;2 .
4

 
 

   

:  
1

; 1 , 4;2 .
4

 
 

 
 

2:
 

 
 

2 2

2

4 4 2 2  1
,

8 1 2 9 0           2

x xy y x y
x y

x y

     


   

  

                                                                                  (HSG 2011) 

: 

+ : 
1

2
x  .  

(1)    
2

2 2 2 0x y x y       

                     2 1 2 2 0 1 2 0 1 2 3 0.x y x y y x x y                

1 2y x  (2)
2

4 2

0 3 1
8 9

018 17 0

y y
y y

xy y

   
     

   
 



 

 

1 2 3,x y   (2)   
   

3
8 3 3 3 0

8 3 3 0 3

y
y y y

y y

 
       

   

 

3 0t y   (3)  2 38 6 0 6 8 0t t t t         

   3 26 8, ' 3 6 0 2.f t t t f t t t          

 f t  2;8 4 2   2;8 4 2.  

 0 8 0,8 4 2 0f     nên   0f t  0t  . 

:  
1

0;1 , ; 3 .
2

 
 

 
 

3:

 

   
 

2 2

2

5                            1

,57
4 3 3 1   2

25

x y

x y
x x y x

  



    



  

                                                                                  (HSG 2011) 

: 

:  

    2 2 119
2 3 1 9 6 0

25
y x y x x      : 

144

25
y

  . 

+ Suy ra: 
7 7

3 3 .
5 5

y x y x        

7
3

5
y x    th (2) 2

2 1

42 44 5 5
10 0

11 25 25

25 25

x y

x x

x y


  

     
   


 

7
3

5
y x   (2)  2 102 284

10 0  VN
5 25

x x     

: 
2 1 11 2

; , ; .
5 5 25 25

   
   
   

 

4:  
3 3

2 2

35
,

2 3 4 9

x y
x y

x y x y

  


  
  

                                                                                  (HSG 2011) 

 



 

 

: 

3 :  

    

   

2 2 3 3

3 2 3 2

3 3

6 9 12 27 35

6 12 8 9 27 27

2 3 2 3 5.

x y x y x y

x x x y y y

x y x y x y

       

       

          

 

: 2
2 3

5 6 0
3 2

y x
y y

y x

   
    

   
 

:    2;3 , 3;2 .   

5:
 

 
 

2 4 3

2 2

4 4 1     1
,

4 2 4 2   2

x y xy
x y

x y xy

   


  

  

                                                                                  (HSG 2011) 

: 

+    1 2 : 4 2 32 4 4 1 0y y xy xy      

                                              

   

   

2
2 2

2

2

1 4 1 0

1 1 1 4 0

1
1 1

4

y xy y

y y y xy

y
y y x

y

    

     


      

 

1y  : 
24 4 0 0 1.x x x x       

1,y   : 
24 4 0 0 1.x x x x        

21
,

4

y
x

y


 :   2 4 2

1

1 8 5 1 0 57 5

4

y

y y y
y

 


     
 

 

:      
11 57 57 5

0; 1 , 1;1 , 1; 1 , ;
416 57 5

  
    
   

. 

6:

 

 

 

2 2

2 3 2

8
16           1

,
2

  2
8 3 3 4 2

xy
x y

x y
x y

x x x x x

y y


   


    



  

                                                                                  (HSG  An 2012) 

 



 

 

: 

+ : 
3 2

0, 0, 0.
3 4

x x
y x y

y
      

+ PT (2)
2 3 2 2 2 24 3 4 3 4 3

2 2 . .
8 6 12 16 8 6 6 8 6 8 6

x x y x x x x y x x x y

y y y y y

  
         

 
 

     
2 24 3 4 3

2 .   
8 6 6 8 6 6

x x y x x y
i

y y

   
       

   
 

2 4 3
0; 0

8 6 6

x x y
a b

y
     (i) 2a b ab   . 

   

2
2

2 24 3
3 16 12 3 16 12 0

8 6 6

2 2
6 6   .

3 3

x x y x x
x xy y

y y y

x x
x y x y

y y

 
          

 

         

 

6x y (1) 2 48 4 24
37 16 .

7 7 7
y y y x        

3 2x y  (1) 213 144 0 12 8.y y y x        

:  
24 4

; , 8;12 .
7 7

 
 

 
 

7:  
4 2 2

,
2 1

x y x y
x y

x y x y

    


   

  

                                                                                  (HSG 2012) 

: 

4 ; 2 .a x y b x y    : 

  
2 2 2

5 5
2 0

2 2
1 3

1 5 5 0 5 1
2 2 0

2

a b a
b a

a a b a a
b

 
      

   
       

  


 

+ Suy ra: 

3 5
2 4 5 5

3 5 9
2 2 51

2

x
x y

x y y

      
  

   


 



 

 

: 
3 5 9

3 5; .
2

 
 

 
 

8:  
3 2

,
1

x y x y
x y

x y x y

    


   

  

                                                                                  (HSG 2012) 

: 

+ : 
3 0

0

x y

x y

 


 
. 

3 0

0

a x y

b x y

   


  

:
2 2

7 21
2 2

2 1 3 21

2

a
a b

b a b
b

 
  

 
     




 

     

35 7 21
5 213

2
5 21

15 3 21
2

2

xx y

TM
y

x y

     
 

   
  

  

 

: 
5 21

5 21; .
2

 
 

 
 

9:
   

 
2

2012 3 4 6 2009 3 2 0
,

2 7 8 3 14 18 6 13

x x y y
x y

x y x y x x

      


     

  

                                                                                   (HSG Olympic 30/04/2012) 

: 

+ : 
3

4; ;7 8 0;14 18 0.
2

x y x y x y       

+ PT (1)    3 3 2 2000 3 2 3 4 2000 4y y x x                

                3 2 4f y f x     

   3 23 2000 ; ' 9 2000 0f t t t f t t     . 

+  Suy ra:  f t  . Suy ra: 3 2 4 2 1y x y x      . 



 

 

+ PT (2) 22 3 4 3 5 9 6 13.x x x x         

: 
2 0 0 1.x x x x        

:  
1

0; , 1; 1 .
2

 
   

 
 

10:  
3 2 6 4

2
,

3 1 3 4

x xy y y
x y

x y

   


   

   

                                                                                   (HSG 2012) 

: 

+ : 
1

.
3

x     

+ Do 0y  (1) cho 3y : 

+  
2

3x x x
y y f f y

y y y

   
       

   
  3f t t t   tăng trên .  

+ Suy ra: 2 0
x

y x y
y
    (2)  3 1 3 4 1 1 x x x y TM           

:  1; 1 . 

11:  
3

2

2 2 1 3 1
,

2 1 4 4

y y x x x
x y

y y x

     


    

  

                                                                                   (HSG 2013) 

: 

+  : 4 1x   . 

 + (1)      
3

32 2 1 1 1y y x x f y f x          

  32f t t t  .   

+ Suy ra: 
21 1y x y x     (2) 3 2 1 4 4x x x        

    
 

 
32 3 3 3

0   TM .
23 2 3 1 2 4 1

xx x x

yx x x

   
     

      
 

:  3;2 .  



 

 

12:
    

 
 

2 2

2

1 1 1  1
,

4 2 22 3 8     2

x x y y
x y

x x y

     


     

  

                                                                                   (HSG 2013) 

: 

+  : 
22

2 .
3

x     

+ Do 
2 2 21 1 0.y y y y y y         

  
   

     

22 2

2

1
(1) 1 1 1

1

     3

x x x x y y
y y

f x f y

           
 

  

 

  21f t t t    trên .  
2

2

1
' 0

1

t t
f t

t

 
 


. 

+ Suy ra  f t   (4). 

(4), suy ra:    f x f y x y y x        .  

( : 24 2 22 3 8x x x      

                            

     

 

 

2

2

2

2
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                     2 3 0 2  3 0 a b ab a b TM ab L          do  , 0a b  . 



 

 

2 2 2 8 5a b x y x y x         th :  

    (2)    
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+ Suy ra  f t .   
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